Analiza I
Definicje, wzory, fakty
WPPT PWr

Liczby rzeczywiste
Arytmetyka

L (z+4y)? =2+ 2zy + ¢°

2. (z+y)(z—y) =2 -y’

3. (z+y) =23+ 322y + 3ay® 4 ¢°
Sumy

L 142+, +n="200
2. 124224 4n?=in(n+1)(2n+1)

_ (n(n2+1))2

4, Jeslig#1tol +q+q>+...

313423 4. 4 nd

no_ 17qn+1
+4q" = T—q

Nieréwnosci
1. (Vn eN)(n < 2m™)

2
3. Nieréwnos$¢ tréjkata: |z — z| < |z — y| + |y — #|
4. Bernoulli: (Vz > —1)(Vn € N) (1 + )™ > 1+ nzx)

5. Cauchy: | z anbn| < Z a? -
\l =1

Wzér dwumianowy
Def. 0! = Lnl = 1-2-...-nDef. (}) = gy
Podstawowe wtasnosci: (g) = (Z) =1, (le) =n, (Z) = (nzk)

Tw. [Wzér dwumianowy] (z + )" = S p_, (7)z*y"F

Ciagi
Def. lim a, = g wtedy i tylko wtedy, gdy
n—oo
(Ve > 0)(AN)(Vn > N)(|lan — g| < €)
Def. lim a, = oo wtedy i tylko wtedy, gdy
n—o0

(YC)(AN)(¥n > N)(an > C)

Jesli lim (ay) = a oraz istnieje takie ng, ze by, = ar, dla wszystkich
n— oo

n>noto lim (by) = a.
n—oo

Podstawowe granice

1. lim c=c¢
n—r oo

2. lim L =0

n—oo M
3. lim n=o00

n—oo
4. Dla kazdej ustalonej liczby naturalnej k mamy lim ot _ 0

n—oo
5. JeSlifg| < 1to lim ¢™ =0
n—oo
6. Jeslig > 1to lim ¢" = o0
n— oo

7. nli)moo Yn=1

8. Dla kazdej ustalonej liczby rzeczywistej a mamy
lim (14 )" =e°
n— oo n

UWAGA: e = 2.7182818284590452353602874713...
Tw. Jesli ciagi (arn) i (bn) sa zbiezne to

1. lim (an £bp) = lim an, =+ lim b,
n—oo n— oo n—oo

2. lim (an -bn) = lim ay - lim by,

n— oo n— oo n—r o0

a @gn an

. i On _ messo
3. jesli nlgmw bn, #Z0to nlirmoO B 71&%0 o

P . b lim b,
4. jesli lim an, >0to lim (a,)’ = ( lim ap)n—c

n— oo n— oo n—r oo

Tw. [O trzech ciagach] Jesli istnieje takie no, ze an, < by, < cp dla

wszystkich n > ng oraz lim an, = lim ¢, =gto lim b, =g.
n— oo n— oo n— oo

Tw. Jesli istnieje takie no, ze an, < by, dla wszystkich n > ng oraz

lim a, = coto hm b, = oo.
n— oo

Punkty skupienia

Def. Liczba g jest punktem skupienia ciagu (ay, ) jesli
(Ve > 0)(VN)(3In > N)(lan — g| <€)

Tw. g jest punktem skupienia ciagu (ar ) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje pociag ciagu (ay ) zbiezny do g

Def. g = lim sup ay, jesli dla kazdego € > O istnieje NV takie, ze
n— oo
(Yn > N)(an < g +¢)oraz (Ve > 0)(VN)(3n > N)(an > g —¢)
Tw. lim sup an, = sup{g : g jest punktem skupienia (an)}
n—oo

Notacja “Duze O”

Def. (an) = O((brn)) jesli istnieje C' > 0 oraz N takie, ze
(v > N)(Jan| < Clonl)

Tw. (an) = O((bn)) wtedy i tylko wtedy, gdy lim sup |$2| < oo.
n—o0o "

O((bn))
O((br)) i (bn) = O((an))

Whn. Jesli lim,, \';—:\ < ooto (an) =

Def. (an) = O((bn)) jesli (an) =

Granica funkcji
Def. 1i31 f(x) = g jesli dla dowolnego ciagu (a, ) takiego, ze

lim an = aoraz (Vn)(an # a) mamy lim f(an) =g.
n—oo n— o0
Tw. Jedli istnieja granice lim f(z)i lim g(x) to

Tr—ra Tr—ra
1. lim (f(z) £ g(z)) = lim f(z) + lim g(z)
lim (f(z) - g(2)) = lim f(z) - lim g(z)

lim f(x)
3 jeli Jim g(z) # 010 Jim, 555

T, )

Tw. Jesli lim f(z) = boraz lim g(y) = cto lim g(f(x)) =
r—a y—b T—a

Tw. lim f(z) = g wtedy i tylko wtedy, gdy
r—ra

(Ve > 0)(F6 > 0)(Vz)(0 < |z —al <0 = |f(z) —g| <€)

Rézne warianty granicy.
Def. lim f(z) = g jesli dla dowolnego ciagu (ay,) takiego, ze
r—a+
lim an = aoraz (Vn)(an > a) mamy lim f(an) =g.
n—oo n—o0
Def. lim f(x) = g jesli dla dowolnego ciagu (a, ) takiego, ze
xr—r
lim a, = aoraz (Vn)(a, < a) mamy hm flan) =g.
n—o0
Def. le f(x) = g jesli dla dowolnego ciagu (ar ) takiego, ze
x o0

limy, an = oo mamy nli_}m()O flan) =g.

Funkcje elementarne

Funkcje trygonometryczne

1. sin?(z) 4+ cos?(z) =1

2. sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
3. cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
4

. tan(z +y) = %

Funkcja wykladnicza
1. a®*t¥ =a® . a¥

2. (a®)¥ = a®™

Logarytm
Def. Jeslia > 0ia # 1orazxz > 0to

(log, () = y) & (a¥ = x)
Def. [logarytm naturalny] In(z) = log, ()
Podstawowe wtasnosci:

1. log, (zy) = log,(z) + log, (y)
2. log,(z¥) = ylog, ()

3. log, (x) = &)
4

In(a)
. log,(a) =1



Funkcje ciagle
Def. Funkcja f : R — R jest ciagla w punkcie a wtedy i tylko wtedy,
gdy

lim f(z) =

r—ra

f(a)

Tw. Funkcja f : R — R jest ciagta w punkcie a jesli

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz)(|lz —a| < § — |f(z) — f(a)|] < e)

Def. Funkcja f : A — R jest ciagta jesli jest ciagta w kazdym punkcie
zbioru A.

Podstawowe wlasnosci funkcji ciaglych.
1. Suma, réznica, iloczyn oraz iloraz dwdéch funkceji ciagtych jest
funkcja ciagla.
2. Wszystkie wielomiany sg ciagte.
3. Jesli f jest ciagha to réwniez | f| jest ciagta.
4. Ztozenie funkcji ciagtych jest ciagte.
Przyklad: Funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych
(f(x) =1dlaz € Qoraz f(z) =0dlaz € R\ Q) nie jest ciagta w
zadnym punkcie.
Tw. [O wartoSci posredniej] Jesli funkcja f : (a,b) — R jest ciagta i
f(a) <0 < f(b), to istnieje takie ¢ € (a, b), ze f(c) = 0.
Tw. Jesli funkcja f : (a,b) — R jest ciagta i monotoniczna, to

fl(a,b)] = (a, B) dla pewnych a, B oraz f 1 : (o, B) — (a, b) jest
ciagta.

Tw. [Weierstrass] Jesli f : [a, b] — R jest ciagla to istnieje z¢ € [a, ]
takie, ze f(xo) = sup{f(z) : = € [a,b]}

Wn. Kazda funkcja ciagta na odcinku domknigtym [a, b] jest
ograniczona

Roézniczkowanie

Det. f'(x) = Jim L=t

Tw. Jesli f i g sa rézniczkowalne w punkcie z, to
L (f(z) £ g(x)) = f'(z) £ g' (),
2. (f(z) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(z) - ¢/ (2),
3. (%)' _ (@) g(@)—f(=)g () (oile g(z) # 0)

(9(=))?
Tw. Jesli f jest rozniczkowalna w punkcie x oraz g jest rézniczkowalna
w punkcie f(z) to

(fog) (=) = f(g9(x)) g'(x)

Tw. Jesli f jest rézniczkowalna w punkcie a, f'(a) # 0 oraz f(a) =
to funkcja f ! jest rézniczkowalna w punkcie b oraz

(fH'(®) =1/f"(a)

Podstawowe wlasnoSci

1. Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a to jest ciagta w
punkcie a.

2. Funkcja f(z) = |z jest ciagta (w kazdym punkcie) ale nie jest

rézniczkowalna punkcie z = 0.

Podstawowe wzory
L. (z%) = az®~1
(ea:)/ — ez
(Inz) =1/=x
sin’(z) = cos(z)
—sin(x)
1
1—x

cos'(z) =

AN S

arcsin’(z) = =

7. arctan’(z) =

8. (a®)

1

1+4+x2

= In(a)a®

Def. f malokalne maksimum (minimum) w punkcie a jesli istnieje

e > 0 takie, ze f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) dla wszystkich

z€(a—e,a+e)

Tw. Jesli f jest rézniczkowalna w (a, b) oraz ma lokalne ekstremum w

punkcie ¢ € (a,b) to f/(c) = 0.

Tw. [Rolle] Jesli f : [a, b] — R jest ciagta, rézniczkowalna w (a, b)

oraz f(a) = f(b) = 0 to istnieje ¢ € (a, b) takie, ze f'(c) = 0.

Tw. [Lagrange] Jesli f : [a, b] — R jest ciagla oraz rézniczkowalna w

(a, b) to istnieje ¢ € (a, b) takie, ze

f(®) — f(a
( I)) ( ) — f/(c)
—a

Tw. [Cauchy] Jesli f, g : [a, b] — R sa ciagte i r6zniczkowalna w (a, b)

oraz g'(z) # 0 dlaz € (a,b) to istnieje ¢ € (a, b) takie, ze

f0) = f(a) _ f(0)

9(b) —g(a)  g'(c)

Tw. [Wz6r Taylora] Jesli f jest n krotnie ré6zniczkowalna, dla kazdego
punktu z oraz dowolnego A mamy

(k) (n)
foth) = Zf @) 1 L2260

hn

dla pewnego ¢, € (z,z + h)

Badanie wlasnosci funkcji

Tw. Jesli dla kazdego = € (a,b) mamy f/(x) = 0 to f jest stata na
(a,b)

Tw. Jesli dla kazdego = € (a,b) mamy f/(x) > 0 to f jest ostro
rosnaca na (a, b)

Tw. Jesli dla kazdego = € (a,b) mamy f/(z) < 0to f jest ostro
malejaca na (a, b)

Tw. Jeslid > 0i f/(z) < Odlaz € (a — 6,a) oraz f'(x) > 0dla
z € (a,a+ 8) i f jest ciagta w punkcie a to f ma lokalne minimum w
punkcie a

Tw. Jeslid > 01 f/(z) > 0dlaz € (a — §,a) oraz f'(x) < 0dla
z € (a,a+ 9) i f jest ciagta w punkcie a to f ma lokalne maksimum w
punkcie a

Def. Funkcja f : (a,b) — R jest wypukta jesli dla kazdych
a, B € (a,b)oraz t € (0, 1) prawdziwa jest nieré6wnosé

flta+ (1 —1)8) <tf(a)+ (1 -1)f(8)

Tw. Jesli dla kazdego = € (a, b) mamy f”/(z) > 0to f jest wypukta na
(a,b)

Tw. Jesli f/(a) = 01 f”(z) > 0 (f”(x) < 0) w pewnym otoczeniu a
to f ma lokalne minimum (maksimum) w punkcie a

Twierdzenie de’Hospitala

ey . . T _ 15 5 gt atn Tt ()
Tw. Zatézmy, ze zh_>rna flz) = g}l_r}r%l g(x) = 0. Jesli istnieje g}l_r)na )
to
@ S
T—a g(x) z—a g’(x)

Uwaga. Granice £ — @ mozna zastapi¢ granicami £ — a+, * — a—
T — cooraz r — —oo

Uwaga. Warunek lim f(z) = lim g(z) = 0 mozna zastapi¢
r—ra r—ra

Jim, (0) = Jim a(e) = oo b limy () = li, o(e) = o0

Wazne granice

1. lim S2® _ 4
z—0 T
2. lim & —¢
’ Tr—r 00

Wzor Leibniza

Tw. Jesli funkcje f i g sa n-krotnie rézniczkowalne, to

n

(F(@) - gla)™ = Z( )10 @)g ") ()

Rachunek catkowy
Interpretacja
Jesli f(z) > Odlax € [a,b] to f: f(x)dz jest réwne polu obszaru

{(zvy):xe[avb]/\OSySf(x)}'



Podstawowe wlasnoSci

Tw. Funkcje ciagte sa catkowalne w sensie Riemanna.

Przyklad: Funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych
(f(z) =1dlaz € Qoraz f(z) = 0dlaz € R\ Q) nie jest catkowalna
(w sensie Riemana) na zadnym przedziale.
Tw. Jeslia < b < cto [ f (z)d;vff f(@)dz + [ f(z)dz
Tw. Jesli f : [a, b] — R jest ciagla, to istnieje ¢ € (a, b) takie, ze
b
[, f@)dz = f(c) - (b—a)
Tw. Jesli f jest catkowalna na odcinku [a, b] oraz g : [a, b] — R rézni
si¢ od f tylko w skoriczonej liczbie punktdw, to g jest catkowalna oraz

b b
[ f@)dz = [ g(x)dx.

Tw. [Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego] Jesli funkcja
f : R — R jest ciagta, to

4] s

Tw. Jesli F/(z) = f(x) to

= f(z)

Calka nieoznaczona

Def. Funkcje F' nazywamy funkcja pierwotna funkcji f jesli

F'(z) = f(z) dlakazdego =

Def. Catka nieoznaczong funkcji f(z) nazywamy wyrazenie F'(z) + C,
gdzie F jest dowolna funkcja pierwotna funkcji f. Oznaczana jest ona

przez [ f(z)dx

Podstawowe whasnoSci

L [(af(z +bg(x))dr =a [ f(z)dz+b [ g(z)dz
2. Jesli F(z) = [ f(z)dz to
/f (ax 4+ b)d F(az +b)
3. f: f(@)dz = — [ f(z)dz
Podstawowe wzory
L. fedz=cz+C
2. jeSlia # —1to [z%dx = %_Hm‘”'l +C

3. [i=In(z)+C
4. [e®dz=e"+C
5. fawdz:%—ﬁ—c

6. [sin(z)dz = —cos(z) + C

7. [ cos(z)dz = sin(z) + C

8. [tan(z)dz = —In(|cos(z)|) + C
9. [ 1+%dac = arctan(z) + C

10. [ \/ﬁdz = arcsin(z) + C
1. [ mdaz = tan(z) + C
12, [VItalde=1 (w\/l T2 4@+ VIt x2)> +C

13. [ f'(z)ef®dz = /) 4 C

14. [ J;(<j)) dz = In|f(z)| + C

Tw. Calkowanie przez czesci:

[ £ @g(@)de = sa)g

/f )9’ ()d

Przyklady
1. fIn(z)de = zln(z) —x+ C
2. [ze®dz =e®(z — 1)dz + C

Tw. Calkowanie przez podstawienie: Jesli g jest rézniczkowalna i jej
pochodna jest ciagta na [a, b] to
9(b)
= / f(z)dx
g(a)

b
/ Fla()g' (Bt

Tw. Calkowanie przez podstawienie:

[ #a®)g' @it = [

Przyklady
L [VI—a2de =1 (:):\/1 —x2 + arcsin(x)) +C

Wzory przydatne do catkowania funkcji wymiernych

1 _ 1 1 1
L 1—22 — 5(1—1 + 1+.r)

2.

1 _ 1 + 1
(z—a)(x—b) — (a—b)(z—a) ' (b—a)(z—b)

3.

T _ a b
(z—a)(z—b) = (a—b)(z—a) + (b—a)(z—0b)

Wzory przydatne do calkowania funkcji
trygonometrycznych
Jedlit = tan(3), to

1. de = 1+t2 dt
2. sin(z) = 1_?_22

3. cos(z) = %
Podstawienia Eulera
Do obliczania catek zawierajacych wyrazenie vax2 + bz + c:
1. (eslia > 0)Vaz2 +br +c=t—ax
2. (eslic > 0) Var2 +br +c =zt ++/c
3. (@ —a)(x—0b)=t(x—a)
Zastosowania
Dlugosé krzywej

Krzywa L = {(z, f(z)) : = € [a, b]} na dlugosé

/ab 1+ (7 (@))2da.

Objetos¢ i powierzchnia bryly obrotowej
Jesli f(z) > Odlax € [a,b] to bryla

{(@,y,2) 1z € [a, ] AVY? + 22 < f(2)}
b
V= 7r/ f(x)?dz

b
=2 [ 1@h/1+ (@)

ma objetosé

oraz powierzchnig

1. koto o promieniu r ma pole 7rr2

elipsa zadana rownamem + < 1 ma pole wab.

koto o promieniu r ma obwod 271'7"

kula o promieniu r ma objetos¢ 3 o3

wok wN

kula o promieniu 7 ma powierzchnig 4772

Przyklady funkcji ktorych calki nie sa funkcjami
elementarnymi

L[ e~ da

2. [ @) g,

3. f ﬁdm



