
ALGEBRA LINIOWA Z GEOMETRI� ANALITYCZN�

EGZAMIN

Z ka»dej grupy zada« rozwiaza¢ wybrane przez siebie zadanie.

1 GRUPA ZADA� (liczby zespolone).

I.1. a) Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej liczb¦ z = 1 + i. b) Znajduj¡c

pierwiastek kwadratowy z liczby z = 1
2 +

√
3
2 i, znale¹¢ sinus i cosinus argumentu

gªównego tego pierwiastka. Jaki to k¡t? c) Rozwi¡za¢ równanie kwadratowe: z2 +
iz + 1 = 0. d) Poda¢ dowód równo±ci z1z2 = z1z2.

I.2. a) Obliczy¢ |z|, tg(Arg(z)), z, z−1,
√
z, gdzie z = 1+

√
3. b) Rozwi¡za¢ równanie

kwadratowe: iz2 + z + 1 = 0. c) Poda¢ dowód równo±ci |z1z2| = |z1||z2|.

2 GRUPA ZADA� (wielomiany).

II.1. a) Wykona¢ dzielenie wielomianów: z4+ z3+ z2+ z+1 : iz2− (1+2i)z− 2. b)
Rozªo»y¢ w domenie rzeczywistej na uªamki proste nast¦puj¡ce funkcje wymierne:

f(x) =
3x+ 2
x4 − 1

,

g(x) =
x+ 2

x3 + 2x2 + x
.

II.2. a) Wykona¢ dzielenie wielomianów: iz4 + z3 + iz2 + 1 : z2 + 1. b) Rozªo»y¢ w
domenie rzeczywistej na uªamki proste nast¦puj¡ce funkcje wymierne:

f(x) =
x+ 2
x3 − 1

,

g(x) =
x2 + 2

(x− 2)2(x+ 1)
.

3 GRUPA ZADA� (algebra macierzy).

III.1. a) Wykona¢ mno»enie macierzy:
1 i 1 + 2i
0 2 i
−i 3 2− i
1 1− 2i 0


 1 0 2i
1 2 2
3 0 1− i

 .
b) Stosuj¡c dwie metody: Gaussa i wzór z macierz¡ transponowan¡ dopeªnie« al-
gebraicznych, znale¹¢ macierz odwrotn¡ A−1 do macierzy:

A =

 1 1 −1
0 2i i
3 0 1

 .
1
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III.2. a) Wykona¢ mno»enie macierzy:
3 2 1
0 0 i
1 2 + i 3
1 1− 2i 0


 1 0 2i 1
0 0 2 −1
3 0 1− i 0

 .
b) Stosuj¡c dwie metody: Gaussa i wzór z macierz¡ transponowan¡ dopeªnie« al-
gebraicznych, znale¹¢ macierz odwrotn¡ A−1 do macierzy:

A =

 i i i0 2i 2
3 0 1

 .
4 GRUPA ZADA� (wyznaczniki).

IV.1. a) Stosuj¡c trzy techniki: Gaussa, wzór przek¡tniowy (czyli z de�nicji wy-
znacznika) oraz rozwini¦cie Laplace'a, obliczy¢ (na trzy sposoby) wyznacznik∣∣∣∣∣∣

1 i i+ 1
0 2i 2
3 0 1

∣∣∣∣∣∣ = .
b) Bez wykonywania (nadmiernych) oblicze«, zauwa»y¢ (z uzasadnieniem!) ile

wyniesie wyznacznik iloczynu macierzy 1 1 1 + 2i1 0 1 + i
0 1 i

 1 1 0
0 2 i
−i 3 2− i

 .
IV.2. a) Stosuj¡c trzy techniki: Gaussa, wzór przek¡tniowy (czyli z de�nicji wy-
znacznika) oraz rozwini¦cie Laplace'a, obliczy¢ (na trzy sposoby) wyznacznik∣∣∣∣∣∣

1 1 i
0 2i i− 1
2 1 i

∣∣∣∣∣∣ = .
b) Bez wykonywania (nadmiernych) oblicze«, zauwa»y¢ (z uzasadnieniem!) ile

wyniesie wyznacznik iloczynu macierzy 1 i 0
i −1 0
3 2 2022

 1 1 0
0 2 i
−i 3 2− i

 .
5 GRUPA ZADA� (ukªady równa« liniowych).

V.1. Rozwi¡za¢ dwiema metodami, metod¡ Gaussa i przy pomocy wzorów Cramera,
nastepuj¡cy ukªad równa«:

x1 + x2 − x3 = 2− i
x1 − 2x2 + x3 = i
2x1 + x2 + 3x3 = 3 + 3i.
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V.2. Rozwi¡za¢ dwiema metodami, metod¡ Gaussa i przy pomocy wzorów Cramera,
nastepuj¡cy ukªad równa«:

x1 + x2 − x3 + x4 = 3
x1 − 2x2 + x3 + x4 = 2
2x1 + x2 + 3x3 − 3x4 = 0
x1 + x2 + x3 + x4 = 5.

6 GRUPA ZADA� (geometria analityczna).

VI.1 a) Obliczy¢ cosinus k¡ta mi¦dzy odcinkami AB i AC, gdzie A = (1, 1), B =
(1, 2), C = (4, 0). b) Wyznaczy¢ równanie stycznej do okr¦gu o ±rodku w (0, 0) i
promieniu 1 w punkcie przeci¦cia tego okregu z prost¡ y =

√
3x, dla x < 0. c)

Wyznaczy¢ pole trójk¡ta ABC dla punktów A, B i C z cz¦±ci a) tego zadania.

VI.2 a) Obliczy¢ cosinus k¡ta mi¦dzy odcinkami AB i AC, gdzie A = (1, 1), B =
(2, 2), C = (5, 0). b) Wyznaczy¢ równanie stycznej do okr¦gu o ±rodku w (0, 0) i
promieniu 1 w punkcie przeci¦cia tego okregu z prost¡ y =

√
3x, dla x > 0. c)

Wyznaczy¢ pole trójk¡ta ABC dla punktów A, B i C z cz¦±ci a) tego zadania.


