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DZIALANIA ABSTRAKCYJNE

Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Przez | A| oznaczamy liczbe elementéw zbioru A,
méwimy tez, ze |A| jest mocg zbioru A. Jesli A jest zbiorem nieskonczonym, pisze-
my |A| = oo (uwaga: w matematyce rozréznia sie tez moce zbioréw nieskonczonych,
przpisujac im odpowiednie liczby nieskoniczone zwane nieskonczonymsi liczbami kar-
dynalnymi; tu jednak te rozréznienia nie beda dla nas istotne).

Zadanie 1. Niech A bedzie pewnym zbiorem skoficzonym o mocy n. Niech P(A)
oznacza zbiér wszystkich podzbioréw zbioru A, tzn.

P(A)={B:BC A}

(np. dla A = {1,2,3} mamy P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1.2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}).
Jedli |A] = n, ile wynosi |P(A)|?

Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Produktem katrezjanskim A x B zbioréw
A, B nazywamy zbiér zlozony ze wszystkich par uporzedkowanych (a,b) gdzie a
jest elementem zbioru A, a € A, a b jest elementem zbioru B, b € B. Symbolicznie

Ax B={(a,b):a€ Abe B}

W parze uporzadkowanej kolejnosé elementéw: a a potem b, jest istotna, w przeci-
wienstwie do zbioru dwuelementowego. I tak, np. {2,7} = {7,2} ale (2,7) # (7,2).
Piszemy tez A x A = A2.

Mozemy takze rozwazaé tréjki uporzadkowane dowolnych elementéw (a, b, ¢). Wszyst-
kie trojki uporzadkowane (a, b, ¢), gdzie a jest elementem pewnego zbioru A, gdzie

b jest elementem pewnego zbioru B, a c jest elementem pewnego zbioru C, tworza
zbiér A x B x C. Gdy A = B = C piszemy tez A3 zamiast A x A x A.

Zadanie 2. Niech zbiory A, B beda skonczone. Zapisa¢ wzér na |A X B| przy pomocy
|A] i |B|. Jaki zatem bedzie wzér na |A%|?

Zadanie 3. Niech zbiory A, B, C beda skoficzone. Zapisaé¢ wzér na |A x B x C| przy
pomocy |A| i |B| i |C|. Jaki zatem bedzie wzér na |A3|?

Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Niech f : A — B bedzie odwzorowaniem z A
w B. Zbiér A nazywamy dziedzing odwzorowania f. Zbior wszystkich wartosci od-

wzorowania A jest pewnym podzbiorem zbioru B. Oznaczamy ten zbiér symbolem
f[A4]. W symbolach:

flAl={f(a):a € A} C B.

Zbiér f[A] nazywamy obrazem odwzorowania f.
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Zadanie 4. Niech N = {1,2,...} oznacza zbiér liczb naturalnych. Rozwazmy od-
wzorowanie f : N —: N dane wzorem f(n) = n + 1. Czym jest zbiér f[N]? To
samo pytanie dla odwzorowania f(n) = 2n. To samo pytanie dla odwzorowania
f(n)=2n-1.
vspace(0.4 cm

Niech f : A — B bedzie odwzorowaniem ze zbioru A w zbiér B Niech C' C B bedzie
podzbiorem B. Przeciwobrazem zbioru C przez odwzorowanie f, f~1[C], nazywamy
zbiér wszystkich elementéw a ze zbioru A, ktore przez f przechodza na elementy
ze zbioru C, tzn. takich a € A, dla ktérych f(a) € C; symbolicznie:

fHCl={ac A: f(a) € C}.

Jedli f : A — B oraz kazdy element zbioru f[A] jest obrazem tylko jednego elementu
z A, to f maznewamy injekcjg. MOwimy tez, ze f jest odwzorowaniem 1—1 (”jeden-
jeden”) z A na f[A], méwimy tez, ze f jest odzorowaniem rdznowartosciowym.

Niech A, B, C beda dowolnymi zbiorami. Niech f: A — B bedzie odwzorowaniem
z Aw B, ag:B — C bedzie odwzorowaniem z B w C. Odwzorowanie h : A — C
dane wzorem h(a) = ¢g(f(a)) nazywamy zloZeniem odwzorowan f i g i oznaczamy

h=gof.

Zadanie 5. Niech f : N —: N bedzie dane wzorem f(n) =n+1,a g : N —: N bedzie
dane wzorem g(n) = n?. Podaé¢ wzér definiujacy odwzorowanie g o f. podaé takze
wzér definiujacy odwzorowanie f o g.

Zauwazmy, ze dziatanie dodawania, np. na liczbach rzeczywistych jest odwzorowa-
niem + : R? —» R danym wzorem

+((a,b)) = a+b.

Podobnie rzecz si¢ ma z mnozeniem.

Dla dowolnego zbioru A dzialaniem na zbiorze A nazywamy jakiekolwiek odwzo-
rowanie x : A2 — A. Piszemy, tak jak ma to miejsce w przypadku klasycznych
dzialan, axb zamiast x((a, b)). Zazwyczaj rozwazane przez nas dzialania maja pew-
ne specjalne wtasnosci.

Moéwimy, ze dzialanie x jest lgczne, jesli dla kazdych a,b,c € A zachodzi réwnosé
(axb)yxc=ax(bxc).
Moéwimy, ze dzialanie x jest przemienne, jesli dla kazdych a,b € A zachodzi réwnosé

axb=axb.

Moéwimy, ze element e € A jest elementem neutralnym dla dziatania %, jesli dla
kazdego a € A zachodza réwnosci

axe=exa=a.
Jesli e jest elementem neutralnym dla dzialania x, méwimy, ze b € A jest elementem

odwrotnym do a € A, jesli
axb=bxa=e.



Jesli zbiér A z okre$lonym na nim dzialaniem x nazywamy pétgrupg, jesli dzialanie x

jest taczne. Jesli dodatkowo istnieje element neutralny i kazdy element ma element

odwrotny, méwimy, ze zbiér A z dzialaniem x jest grupq. Jesli dodatkowo dzialanie

* jest przemienne, méwimy, ze A z dzialaniem x jest grupa przemienng lub abelowg.

Zadanie 6. Uzasadnié¢ , ze liczby rzeczywiste z dodawaniem sa grupa?

Zadanie 7. Czy liczby rzeczywiste z mnozeniem sa grupa?

Zadanie 8. Czy dodatnie liczby rzeczywiste z mnozeniem sg grupa?

Zadanie 9. Czy dodatnie liczby rzeczywiste z dzieleniem sa grupa?

Zadanie 10. Czy liczby naturalne z dodawaniem sa grupa?

Zadanie 11. Czy liczby calkowite Z z dodawaniem sa grupa?

Zadanie 12. Zdefiniujmy nastepujace dzialnie na zbiorze Z liczb catkowitych:
axb=a+b+2.

Czy zbiér Z z tym dzialaniem jest grupa?

Zadanie 13. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Na zbiorze A4 wszystkich odwzoro-

wan z A w A rozwazmy znane nam juz dziatanie go f sktadania odzorowan. Pokazac,
ze A4 z tym dzialaniem jest pélgrupa. Czy dzialanie to ma element neutralny?

INDUKCJA MATEMATYCZNA

Niech ®(n) bedzie pewnym zdaniem o liczbie naturalnej n. Przykladowo:

i) (n+1)*=n%4+2n+1;

@(n)

@(n)

it} (jA] = n) = (|P(n)] = 2").

@(n)

Metoda indukeji to metoda dowodzenia, ze jaka$ ustalona formula ®(n) jest zda-
niem prawdziwym dla kazdego n. Polega ona na udowodnieniu, ze zachodzi ®(1),
a nastepnie, ze zachodzi implikacja: jesli ®(n), to ®(n + 1).

Metode dowodu przez indukcje dobrze ilustruje przykltad ustawionych blisko siebie
klockéw domino:
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Chcemy wiedzie¢ czy prawdziwe jest zdanie, ze kazdy upadnie ( dla kazdego n "n-ty
klocek upadnie). Jesli wiemy, ze pierwszy upaduie, i jesli wiemy, ze z tego, ze upadnie
k-ty wynika, ze upadnie k + 1-szy (sa dostatecznie blisko), to wiemy, ze upadna
wszystkie, tzn. dla kazdego n "n-ty klocek upadnie. Tak wiec dowdd, ze upadnie
kazdy klocek polega tu na dwéch oddzielnych krokach. Po pierwsze dowiadujemy
sie, ze pierwszy klocek upada, po drugie sprawdzamy, ze kazde dwa kolejne klocki
sa dostatecnie blisko siebie, a wiec upadek poprzedniego klocka zapewni upadek
nastepnego.

Zobaczmy jak to wyglada w przypadku jakiej$ tezy o liczbach naturalnych. Niech
np. ®(n) onznacza powyzsze zdanie ii):

1
1+2+...+n:%.
Zatem wykonajmy krok pierwszy i sprawdzmy, ¢ézy prawdziwe jest zdanie ®(1):
1-(1+1)
= 5 .

Kazdy widzi, ze powyzsza réwnos$é rzeczywiscie zachodzi.

Teraz zalézmy, ze zachodzi réwnosé ®(k)
k(k+1)
2
i zobaczmy, czy korzstajac z (1) potrafimy pokazaé, ze zachodzi ta sama réwnosé z
zastapieniem k przez k 4+ 1. Mamy

1424 4+k+k+)=0+2+... 4k +(k+1) =

(1) 14+24...+k=

(tu korzystamy z (1) zastepujac sume w nawiasie przez @)
k(k+1 k k+2 kE+1)(k+2
:%Hkﬂ):(kﬂ)ﬁﬂ):(kﬂ) ; _ (ke )2( +2)

Zatem pokazalidmy:

2) 1+2+...+k+(k;+1):w’

a to jest wlasnie ®(k + 1).

PokazaliSmy wiec, ze zachodzi zaréwno ®(1) jak i dla kazdego k ®(k) = ®(k + 1).
Metoda indukcji méwi nam juz teraz, ze ®(n) czyli réwnosé
1
1424 ... +n= @

zachodzi dla kazdego n naturalnego.

Rozwazmy inny przyktad. Pokazemy, ze przy dowolnym ustalonym a # 1, dla kazdej
liczby naturalnej n zachodzi wzér ®(n):

1 —qntt

3 1 c.ta =
(3) +a+...+a T



Sprawdzmy, ze zachodzi ®(1). Zacznijmy od prawej strony dowodzonej réwnosci:

l—a*l 1-a2 (1-a)(l
a _ a :( a)( +a):1+a
1—a 1—a 1—a

A wigc, istotnie, ®(1) zachodzi.
Zalézmy teraz, ze zachodzi ®(k), tzn.
1— k+1
l+a+...+aF=—2
1—a
Sprawdzmy czy wtedy zachodzi tez ®(k + 1). Mamy, korzystajac z zalozenia powy-
zej:

1—att 1—a" 4 a1 -a
ldat.. . tabrartt =0 4okl (1-a) _
l-a l1-a
1— a2 1 qktD+
l—a 1—a
Roéwnoé¢ pomiedzy skrajnymi wyrazami powyzszego ciggu rownosci, czyli réwnosé
1 — gk+D)+1

l+a+...+a*+ad*t = ,
1—a

to wlasnie ®(k + 1)

Zatem z zasady indukcji wnosimy, ze réwnosé (3) zachodzi dla kazdego naturalnego
n.

Zadanie 14. Korzystajac z zasady indukcji, udowodnié¢, ze dla kazdej liczby natu-
ralnej n zachodzi wzor

1)(2n+ 1
4924824 pn2 =t )6(”+ ).

Zadanie 15. Korzystajac z zasady indukcji, udowodnié, ze dla kazdej liczby natu-
ralnej n zachodzi wzoér

S D B

1-2 23 77 (n—1)-n n

(czy mozna ten wzér udowodnié¢ jeszcze inaczej?).



