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Jak wiemy, istnienie rozwiazania réwnania kwadratowego
ar’® +br+c=0

w liczbach rzeczywistych, dla a,b,c € R, zalezy od znaku wyréznika A = b? — 4ac.
Jesli ten znak jest ujemny, to rownanie nie ma rozwiazan. Oczywiscie najprostszy
przyktad takiego réwnania to

z2+1=0.
Wiemy juz, ze w liczbach zespolonych ma ono dwa rozwiazania: i, —i. Zadanie, aby
wtlasnie to réwnanie miato rozwiazanie, postuzyto nam do konsystentnego okreslenia

liczb zespolonych i dziataii dodawania i mnozenia na tych liczbach. Teraz pokazemy,
ze kazde rownanie kwadratowe

(1) az’ +bz+c=0,

gdzie a, b, c € C, a # 0, ma rozwiazania w dziedzinie zespolonej. Tak jak w dziedzinie
rzeczywistej, niech A = b?> — 4ac. Wybierzmy jedno u, ktoére jest pierwiastkiem
kwadratowym z A, tzn. taka liczba zespolona, ze

u? = A,

(zaraz pokazemy, ze takie u istnieje) i oznaczmy te liczbe przez VA.

Zadanie 1. Pokaza¢, ze liczby 2z = % oraz zo = 7b;a\/5 s rozwigzaniami
réwnania (1).

Pozostaje pokazaé, ze u takie, ze u? = A rzeczywiScie istnieje. Oznaczmy u = x+yi.
Niech wiec A = o + i, gdzie a, 3 sg pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Zalozmy najpierw, ze 3 # 0. Nasze rownanie ma postaé
(2) (x+yi)? =a+Bi
czyli

22 — 1y 4 2zyi = a + Gi.
Stad dostajemy



Zalozmy, ze x # 0 (jesli x = 0 i, jak zalozylismy, 8 # 0 to rozwiazan postaci yi
oczywiscie nie ma). Z drugiego rownania dostajemy

p
(3) Y= %
i z pierwszego réwnania dostajemy
2
z? — f? = q,
skad
4zt — dax?® — B2 —0
42 -
skad

4ot — daz® — 32 =0.
Jest to réownanie kwadratowe o wspélczynnikach rzeczywistych z niewiadoma v =
2%, Rozwigzaniem dodatnim tego réwnania jest
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Uzywajac (3), mozemy juz obliczy¢ y. Mianowicie dla > 0 :

B p
Y= = ;
2\ SV ot /a2 P
g\ VR V2 Jat /a4 5
Zalozyliémy na poczatku, ze 0 # 0. Rozwazmy teraz przypadek § = 0. Nasze
rownanie wyglada teraz nastepujaco:
(z +iy)* = .

Oczywiscie, gdy a > 0, jego rozwiazaniem jest y = 0 i z = +/a. Gdy a < 0,
rozwiazaniem jest z = 01y = £+/|a.

lub

idlax <0:

Zadanie 2. Pokaza¢ przez bezposredni rachunek, ze tak znalezione x, y spelniaja
réwnanie (2).

Zadanie 3. Rozwiaza¢ réwnania kwadratowe a) 22 —iz—1+i =0, b) 22 —iz—1 = 0;
c) 22+ (2+i)z—1=0.

Liczba zespolona z = (a,b) = a+bi moze, jak wiemy, by¢ interpretowana jako punkt
na plaszczyznie lub wektor o poczatku w punkcie (0,0) = 0 i koricu w punkcie (a, b).
Kat, jaki tworzy ten wektor z osig rzeczywista, nazywamy argumentem liczby z i
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oznaczamy arg(z). Oczywiscie nie jest to oznaczenie jednoznaczne, bowiem miara
tego samego kata jest suma kazdej jego ustalonej miary « i dowolnej wielokrot-
nosci catkowitej liczby 27, czyli o + 2kn, gdzie k € Z. Zatem faktycznie arg(z)
jest zbiorem liczb, a nie jedna liczba. Jesli natomiast umoéwimy sie, ze nasz kat
bedziemy mierzyli tylko w przedziale [0, 27), to wtedy uzyskujemy jednoznacznosc.
Ten szczegblny przypadek argumentu z nazywamy argumentem gtownym liczby z i
oznaczamy Arg(z).

Ponizej interpretacja geometryczna postaci trygonometrycznej liczby zespolonej z,
gdzie Arg(z) =¢ir=|z|:

€

Rez

Zadanie 4. Dla dwoch liczb zespolonych z, s pokazac, ze |zs| = |z||s|.

Zadanie 5. Znalez¢ argument gtéwny nastepujacych liczb zespolonych: ¢, —i, 1, —1,
V=i, 14, L+ 380, L -3, 5 _ 1

Kluczowe dla kilku podstawowych faktéw o liczbach zespolonych jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jesli mnozymy przez siebie dwie liczby zespolone, ich moduty sie
mnoza, a argumenty dodaja, tzn.

(4) zs = |z[(cos(¢)+isin(¢))-[s|(cos(v) +isin(y)) = |z]|s|(cos(¢+1))+isin(d+¢))),

gdzie ¢ jest argumentem z, a v jest argumentem s.

Dowdd. Mamy
|2|(cos(¢) + isin(@)) - |s|(cos(s) + isin()) =
|2lIs|((cos(¢) cos() — sin(¢) sin(¢)) + (cos(¢) sin(¢) — sin(¢) cos(v)) =

|2]]s](cos( + ) 4 isin(¢ + 1))
0

Zatem, z jednoznaczno$ci reprezentacji trygonometrycznej, suma dowolnie wybra-
nych argumentéw liczb z i s jest (pewnym) argumentem liczby zs, a iloczyn modu-
6w 2z i s jest modutem ich iloczynu zs.

Zadanie 6. Wybra¢ dwie dowolne liczby zespolone z i s o argumentach, odpowiednio,
7/3 1 /2 o module 1. Obliczy¢ ich iloczyn i na podstawie przedstawienia tego
iloczynu odczytaé wartosci cosinusa i sinusa kata 5m/6.



Zadanie 7. Wybra¢ dwie dowolne liczby zespolone z i s 0 argumentach, odpowiednio,
w/4 1 /3 o module 1. Obliczy¢ ich iloczyn i na podstawie przedstawienia tego
iloczynu odczytaé wartosci cosinusa i sinusa kata 77 /12.

Zadanie 8. Dla liczby z i s z poprzedniego zadania obliczy¢ iloraz z/s i odczytaé
wartosci cosinusa i sinusa argumentu tego ilorazu. Obliczy¢ Arg(z/s).

Zadanie 9. Okresli¢ w ktorej ¢wiartce bedzie iloraz z/s, jesli

2z = 2022(cos(m/2022) + i sin(7/2022))

s = 2021(cos(7/2021) + isin(7/2021)).

Zadanie 10. Znalez¢ przedstawienie trygonometryczne liczby z = cos(0) 44 sin(7/2).
Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia 1 jest tzw. wzér Moivre’a.

Twierdzenie 2 (wzér Moivre’a). Dla liczby zespolonej z # 0, ktorej (dowolnym
ustalonym) argumentem jest ¢, zachodzi wzor

(5) (Izl(cos ¢ +isin §))" = [2[" (cos(ne) + isin(ne))

Dowd6d. Poniewaz iloczyn zawiera czynnik z n razy, wiec, zgodnie ze wzorem z
twierdzenia 1, argumentem iloczynu bedzie liczba

p+...+¢d=no.
| S —

n razy

Modulem iloczynu bedzie iloczyn modutéw, a wiec |z|™ (zadanie 4).
|
Jak juz wiemy, dowolna liczba zespolona rézna od zera ma dwa pierwiastki kwa-
dratowe (w sensie zespolonym oznacza to, ze istnieja dwie liczby zespolone, ktore
podniesione do kwadratu, daja te liczbe; przypomnijmy, ze dla liczb rzeczywistych,
uzywamy nieco innej terminologii, mianowicie pierwiastkiem kwadratowym nazywa-
my wylacznie liczbe nieujemna). Pokazemy teraz, ze dla dowolnej liczby naturalne;
n kazda liczba zespolona z rézna od zera ma n pierwiastkéw stopnia n, tzn. istnieje
n liczb zespolonych sg, s1, ..., s,—1 takich, ze

= Z.

Przedstawmy z w postaci trygonometrycznej
z = |z|(cosd + isin @),

gdzie ¢ = Arg(z) jest argumentem glownym liczby z. Korzystajac ze wzoru Mo-
ivre’a (5), od razu widzimy, ze liczba

o= Yl (eos () wism (2))

jest pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby z (tzn. s§ = 2).



Zauwazmy dalej, ze

z = |z|(cos(¢p + 2m) + isin(¢p + 2m)),

§1 = W(COS ((;5—2277) + isin <¢_;27T)>

jest pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby z (tzn. s} = 2).

a wiec takze

Podobnie dla kazdej liczby naturalnej k& < n (tu zastrzezenie "mniejsza od n” nie
jest potrzebne; uzywamy go dalej dla rozréznienia pierwiastkow)

z = |z|(cos(¢ + 2km) + isin(p + 2kn)),

< <¢>+2k7r> . <¢+2k7r>)
z| | cos | ———— ) +isin [ ———
n n

jest pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby z (tzn. s} = z). Zauwazmy tu, ze

0<?<¢+277<¢+2-27r<¢+3~27r<.“<¢+(n—1)~277
n n n n n

a wiec takze

n

Sk

< 2.

Stad, poniewaz liczby zespolone o réznych argumentach gltéwnych sa rézne, wnio-
skujemy, ze wszystkie pierwiastki n-tego stopnia z liczby 2 sq,...,s,—1 sa rézne.
Zauwazmy, ze gdybySmy nasza definicje przedtuzyli powyzej k = n — 1, to s, =
S0y Sn+1 = S1y- - .-

Zalozmy teraz, ze z =1 = cos0 + isin 0. Zatem ¢ z powyzszego rozumowania jest
zerem. Stad pierwiastkami n-tego stopnia z 1 sa nastepujace liczby zespolone:

& =1V1 (cos (O) + isin (O>) =1,
n n
&1 = cos <27r) + 2 sin (27T> ,
n n

<2k7r>. .. (2k7r>

& =cos| — | +isin| — ),

n n

€0y = cos (2(“—””) +isin (2(”—””> .
n n

Zadanie 11. Znalez¢ wszystkie pierwiastki stopni 3,4, 6 z jedynki.

Zadanie 12. Pokazaé¢ (przy powyzszych oznaczeniach), ze dla dowolnego 0 < k <
n—1

{5680, 5%&15 - - 8k€n—1} = {50,581, -+, Sn—1}
(uwaga: kolejno$¢ elementow, tak jak sa wymienione, moze byé¢ inna w obu zbio-
rach).

Zadanie 13. Znalez¢ wszystkie pierwiastki stopnia 3 z liczb ¢ oraz —i.



Zadanie 14. Znalez¢ wszystkie pierwiastki stopnia 4 z liczby —1.



