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LICZBY ZESPOLONE - c.d

Jak wiemy, istnienie rozwi¡zania równania kwadratowego

ax2 + bx+ c = 0

w liczbach rzeczywistych, dla a, b, c ∈ R, zale»y od znaku wyró»nika ∆ = b2 − 4ac.
Je±li ten znak jest ujemny, to równanie nie ma rozwi¡za«. Oczywi±cie najprostszy
przykªad takiego równania to

x2 + 1 = 0.

Wiemy ju», »e w liczbach zespolonych ma ono dwa rozwi¡zania: i, −i. �¡danie, aby
wªa±nie to równanie miaªo rozwi¡zanie, posªu»yªo nam do konsystentnego okre±lenia
liczb zespolonych i dziaªa« dodawania i mno»enia na tych liczbach. Teraz poka»emy,
»e ka»de równanie kwadratowe

(1) az2 + bz + c = 0,

gdzie a, b, c ∈ C, a 6= 0, ma rozwiazania w dziedzinie zespolonej. Tak jak w dziedzinie
rzeczywistej, niech ∆ = b2 − 4ac. Wybierzmy jedno u, które jest pierwiastkiem
kwadratowym z ∆, tzn. tak¡ liczb¡ zespolon¡, »e

u2 = ∆,

(zaraz poka»emy, »e takie u istnieje) i oznaczmy t¦ liczb¦ przez
√

∆.

Zadanie 1. Pokaza¢, »e liczby z1 = −b+
√

∆
2a oraz z2 = −b−

√
∆

2a s¡ rozwi¡zaniami
równania (1).

Pozostaje pokaza¢, »e u takie, »e u2 = ∆ rzeczywi±cie istnieje. Oznaczmy u = x+yi.
Niech wi¦c ∆ = α+ βi, gdzie α, β s¡ pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Zaªó»my najpierw, »e β 6= 0. Nasze równanie ma posta¢

(2) (x+ yi)2 = α+ βi

czyli

x2 − y2 + 2xyi = α+ βi.

St¡d dostajemy

x2 − y2 = α

i

2xy = β.
1
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Zaªó»my, »e x 6= 0 (je±li x = 0 i, jak zaªo»yli±my, β 6= 0 to rozwi¡za« postaci yi
oczywiscie nie ma). Z drugiego równania dostajemy

(3) y =
β

2x
i z pierwszego równania dostajemy

x2 − β2

4x2 = α,

sk¡d
4x4 − 4αx2 − β2

4x2 = 0,

sk¡d
4x4 − 4αx2 − β2 = 0.

Jest to równanie kwadratowe o wspóªczynnikach rzeczywistych z niewiadom¡ v =
x2. Rozwi¡zaniem dodatnim tego równania jest

v =
4α+

√
16α2 + 16β2

8
=
α+

√
α2 + β2

2
.

St¡d

x =

√
α+

√
α2 + β2

2
lub

x = −

√
α+

√
α2 + β2

2
.

U»ywaj¡c (3), mo»emy ju» obliczy¢ y. Mianowicie dla x > 0 :

y =
β

2
√

α+
√
α2+β2

2

=
β

√
2
√
α+

√
α2 + β2

;

i dla x < 0:

y = − β

2
√

α+
√
α2+β2

2

= − β
√

2
√
α+

√
α2 + β2

.

Zaªo»yli±my na pocz¡tku, »e β 6= 0. Rozwa»my teraz przypadek β = 0. Nasze
równanie wygl¡da teraz nast¦puj¡co:

(x+ iy)2 = α.

Oczywi±cie, gdy α ­ 0, jego rozwiazaniem jest y = 0 i x = ±
√
α. Gdy α < 0,

rozwiazaniem jest x = 0 i y = ±
√
|α|.

Zadanie 2. Pokaza¢ przez bezpo±redni rachunek, »e tak znalezione x, y speªniaj¡
równanie (2).

Zadanie 3. Rozwi¡za¢ równania kwadratowe a) z2−iz−1+i = 0, b) iz2−iz−1 = 0;
c) z2 + (2 + i)z − 1 = 0.

Liczba zespolona z = (a, b) = a+bimo»e, jak wiemy, by¢ interpretowana jako punkt
na pªaszczy¹nie lub wektor o pocz¡tku w punkcie (0, 0) = 0 i ko«cu w punkcie (a, b).
K¡t, jaki tworzy ten wektor z osi¡ rzeczywist¡, nazywamy argumentem liczby z i
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oznaczamy arg(z). Oczywi±cie nie jest to oznaczenie jednoznaczne, bowiem miar¡
tego samego k¡ta jest suma ka»dej jego ustalonej miary α i dowolnej wielokrot-
no±ci caªkowitej liczby 2π, czyli α + 2kπ, gdzie k ∈ Z. Zatem faktycznie arg(z)
jest zbiorem liczb, a nie jedn¡ liczb¡. Je±li natomiast umówimy si¦, »e nasz k¡t
bedziemy mierzyli tylko w przedziale [0, 2π), to wtedy uzyskujemy jednoznaczno±¢.
Ten szczególny przypadek argumentu z nazywamy argumentem gªównym liczby z i
oznaczamy Arg(z).

Poni»ej interpretacja geometryczna postaci trygonometrycznej liczby zespolonej z,
gdzie Arg(z) = φ i r = |z|:

Zadanie 4. Dla dwóch liczb zespolonych z, s pokaza¢, »e |zs| = |z||s|.

Zadanie 5. Znale¹¢ argument gªówny nastepuj¡cych liczb zespolonych: i, −i, 1, −1,
1− i, 1 + i, 1

2 +
√

3
2 i,

1
2 −

√
3

2 i,
√

3
2 −

1
2 i.

Kluczowe dla kilku podstawowych faktów o liczbach zespolonych jest nastepuj¡ce
twierdzenie.

Twierdzenie 1. Je±li mno»ymy przez siebie dwie liczby zespolone, ich moduªy si¦
mno»¡, a argumenty dodaj¡, tzn.

(4) zs = |z|(cos(φ)+i sin(φ))·|s|(cos(ψ)+i sin(ψ)) = |z||s|(cos(φ+ψ)+i sin(φ+ψ)),

gdzie φ jest argumentem z, a ψ jest argumentem s.

Dowód. Mamy

|z|(cos(φ) + i sin(φ)) · |s|(cos(ψ) + i sin(ψ)) =

|z||s|((cos(φ) cos(ψ)− sin(φ) sin(ψ)) + (cos(φ) sin(ψ)− sin(φ) cos(ψ)) =

|z||s|(cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ)).

�

Zatem, z jednoznaczno±ci reprezentacji trygonometrycznej, suma dowolnie wybra-
nych argumentów liczb z i s jest (pewnym) argumentem liczby zs, a iloczyn modu-
ªów z i s jest moduªem ich iloczynu zs.

Zadanie 6. Wybra¢ dwie dowolne liczby zespolone z i s o argumentach, odpowiednio,
π/3 i π/2 o module 1. Obliczy¢ ich iloczyn i na podstawie przedstawienia tego
iloczynu odczyta¢ warto±ci cosinusa i sinusa k¡ta 5π/6.
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Zadanie 7. Wybra¢ dwie dowolne liczby zespolone z i s o argumentach, odpowiednio,
π/4 i π/3 o module 1. Obliczy¢ ich iloczyn i na podstawie przedstawienia tego
iloczynu odczyta¢ warto±ci cosinusa i sinusa k¡ta 7π/12.

Zadanie 8. Dla liczby z i s z poprzedniego zadania obliczy¢ iloraz z/s i odczyta¢
warto±ci cosinusa i sinusa argumentu tego ilorazu. Obliczy¢ Arg(z/s).

Zadanie 9. Okre±li¢ w której ¢wiartce b¦dzie iloraz z/s, je±li

z = 2022(cos(π/2022) + i sin(π/2022))

i
s = 2021(cos(π/2021) + i sin(π/2021)).

Zadanie 10. Znale¹¢ przedstawienie trygonometryczne liczby z = cos(0)+i sin(π/2).

Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia 1 jest tzw. wzór Moivre'a.

Twierdzenie 2 (wzór Moivre'a). Dla liczby zespolonej z 6= 0, której (dowolnym
ustalonym) argumentem jest φ, zachodzi wzór

(5) (|z|(cosφ+ i sinφ))n = |z|n(cos(nφ) + i sin(nφ))

Dowód. Poniewa» iloczyn zawiera czynnik z n razy, wi¦c, zgodnie ze wzorem z
twierdzenia 1, argumentem iloczynu b¦dzie liczba

φ+ . . .+ φ︸ ︷︷ ︸
n razy

= nφ.

Moduªem iloczynu b¦dzie iloczyn moduªów, a wi¦c |z|n (zadanie 4).
�

Jak ju» wiemy, dowolna liczba zespolona ró»na od zera ma dwa pierwiastki kwa-
dratowe (w sensie zespolonym oznacza to, »e istniej¡ dwie liczby zespolone, które
podniesione do kwadratu, daj¡ t¦ liczb¦; przypomnijmy, »e dla liczb rzeczywistych,
u»ywamy nieco innej terminologii, mianowicie pierwiastkiem kwadratowym nazywa-
my wyª¡cznie liczb¦ nieujemn¡). Poka»emy teraz, »e dla dowolnej liczby naturalnej
n ka»da liczba zespolona z ró»na od zera ma n pierwiastków stopnia n, tzn. istnieje
n liczb zespolonych s0, s1, . . . , sn−1 takich, »e

sni = z.

Przedstawmy z w postaci trygonometrycznej

z = |z|(cosφ+ i sinφ),

gdzie φ = Arg(z) jest argumentem gªównym liczby z. Korzystaj¡c ze wzoru Mo-
ivre'a (5), od razu widzimy, »e liczba

s0 = n
√
|z|
(

cos
(
φ

n

)
+ i sin

(
φ

n

))
jest pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby z (tzn. sn0 = z).
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Zauwa»my dalej, »e

z = |z|(cos(φ+ 2π) + i sin(φ+ 2π)),

a wi¦c tak»e

s1 = n
√
|z|
(

cos
(
φ+ 2π
n

)
+ i sin

(
φ+ 2π
n

))
jest pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby z (tzn. sn1 = z).

Podobnie dla ka»dej liczby naturalnej k < n (tu zastrze»enie �mniejsza od n� nie
jest potrzebne; u»ywamy go dalej dla rozró»nienia pierwiastków)

z = |z|(cos(φ+ 2kπ) + i sin(φ+ 2kπ)),

a wi¦c tak»e

sk = n
√
|z|
(

cos
(
φ+ 2kπ

n

)
+ i sin

(
φ+ 2kπ

n

))
jest pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby z (tzn. snk = z). Zauwa»my tu, »e

0 ¬ φ

n
<
φ+ 2π
n

<
φ+ 2 · 2π

n
<
φ+ 3 · 2π

n
< . . . <

φ+ (n− 1) · 2π
n

< 2π.

St¡d, poniewa» liczby zespolone o ró»nych argumentach gªównych s¡ ró»ne, wnio-
skujemy, »e wszystkie pierwiastki n-tego stopnia z liczby z s0, . . . , sn−1 s¡ ró»ne.

Zauwa»my, »e gdyby±my nasz¡ de�nicj¦ przedªu»yli powy»ej k = n − 1, to sn =
s0, sn+1 = s1, . . ..

Zaªó»my teraz, »e z = 1 = cos 0 + i sin 0. Zatem φ z powy»szego rozumowania jest
zerem. St¡d pierwiastkami n-tego stopnia z 1 sa nast¦puj¡ce liczby zespolone:

ξ0 = n
√

1
(

cos
(

0
n

)
+ i sin

(
0
n

))
= 1,

ξ1 = cos
(

2π
n

)
+ i sin

(
2π
n

)
,

...

ξk = cos
(

2kπ
n

)
+ i sin

(
2kπ
n

)
,

...

ξn−1 = cos
(

2(n− 1)π
n

)
+ i sin

(
2(n− 1)π

n

)
.

Zadanie 11. Znale¹¢ wszystkie pierwiastki stopni 3, 4, 6 z jedynki.

Zadanie 12. Pokaza¢ (przy powy»szych oznaczeniach), »e dla dowolnego 0 ¬ k ¬
n− 1

{skξ0, skξ1, . . . , skξn−1} = {s0, s1, . . . , sn−1}
(uwaga: kolejno±¢ elementów, tak jak s¡ wymienione, mo»e by¢ inna w obu zbio-
rach).

Zadanie 13. Znale¹¢ wszystkie pierwiastki stopnia 3 z liczb i oraz −i.
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Zadanie 14. Znale¹¢ wszystkie pierwiastki stopnia 4 z liczby −1.


