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WIELOMIANY

Wielomianem w dziedzine zespolonej nazywamy ka»d¡ funkcj¦ w : C→ C postaci

w(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a2z2 + a1z + a0,

gdzie a0, a1, . . . , an ∈ C. Liczby a0, a1, . . . , an nazywamy wspóªczynnikami wielo-

mianu w(z). Je±li n > 0 i w powy»szym wielomianie w(z) an 6= 0, to n nazywamy
stopniem wielomianu w(z). Je±li wielomian skªada si¦ tylko z jednego skªadnika a0,
to stopniem tego wielomianu jest zero. Stopie« wielomianu w(z) oznaczamy przez
deg(w(z)) Wielomianem zerowym nazywamy wielomian w(z) = 0, inaczej mówi¡c,
wielomian stopnia zero, gdzie a0 = 0. Pierwiastkiem wielomianu w(z) nazywamy
tak¡ liczb¦ z0, »e

w(z0) = 0.

Jak wiadomo, w dziedzinie rzeczywistej nie wszystkie wielomiany stopnia wi¦kszego
od 1 maj¡ pierwiastki. Mówili±my ju» o tym, omawiaj¡c istnienie rozwi¡za« równa«
kwadratowych stopnia 2. Przykªadem wielomianu rzeczywistego stopnia 2 nie ma-
j¡cego pierwiastka w dziedzinie rzeczywistej jest wielomian x2 + 1. Wiemy ju», »e
wielomian ten posiada dwa pierwiastki w dziedzinie zespolonej: i oraz −i. Prawdzi-
we jest nastepuj¡ce du»o silniejsze twierdzenie zwane podstawowym twierdzeniem
algebry.

Twierdzenie 3 (Podstawowe twierdzenie algebry) (Gauss). Ka»dy wielo-
mian w dziedzinie zespolonej stopnia wi¦kszego od zera ma pierwiastek.

Dowód, który wymaga nieco wi¦cej wiadomo±ci na temat analizy na liczbach ze-
spolonych, pomijamy.

Udowodnimy twierdzenie ª¡cz¡ce rozkªad wielomianu na czynniki z istnieniem pier-
wiastków. Zaczniemy od nast¦pujacego lematu

Lemat. Dla dowolnych dwóch liczb zespolonych zachodzi to»samo±¢

(1) an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + . . .+ a2bn−3 + abn−2 + bn−1).

Dowód. wykonajmy mno»enie po prawej stronie (1):

(a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + . . .+ a2bn−3 + abn−2 + bn−1) =

an+an−1b+an−2b2+. . .+a3bn−3+a2bn−2+abn−1−an−1b−an−2b2−. . .−a2bn−2−abn−1−bn =
an − bn.
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Twierdzenie 4. Liczba z0 jest pierwiastkiem wielomianu

w(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a2z2 + a1z + a0

wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian w(z) mo»emy zapisa¢ jako

w(z) = (z − z0)u(z),
gdzie u(z) jest pewnym wielomianem stopnia n− 1.

Dowód. Dowód jednej implikacji z tezy twierdzenia jest trywialny. Mianowicie, je±li
w(z) = (z − z0)u(z), to oczywiscie

w(z0) = (z − z0)u(z0) = 0.
Zaªó»my teraz, »e z0 jest pierwiastkiem wielomianu w(z), tzn.

w(z0) = 0.

Mamy wtedy, korzystaj¡c z powy»szego lematu,

w(z) = w(z)− w(z0) =

(anzn+an−1zn−1+. . .+a2z2+a1z+a0)−(anzn0+an−1zn−10 +. . .+a2z20+a1z0+a0) =

an(zn − zn0 ) + an−1(zn−1 − zn−10 ) + . . .+ a2(z2 − z20) + a1(z − z0) =
(z − z0) an(zn−1 + zn−2z0 + . . .+ zzn−20 + zn−10 )︸ ︷︷ ︸

Pn−1(x)

+

(z − z0) an−1(zn−2 + zn−3z0 + . . .+ zzn−30 + zn−20 )︸ ︷︷ ︸
Pn−2(x)

+

...

(z − z0) a2(z + z0)︸ ︷︷ ︸
P1(z)

+

(z − z0) · a1︸︷︷︸
P0(z)

=

= (z − z0)(Pn−1(z) + Pn−2(z) + . . .+ P1(z) + P0(z)).
Oczywi±cie

Pn−1(z) + Pn−2(z) + . . .+ P1(z) + P0(z)

jest wielomianem stopnia n− 1 i, przyjmuj¡c

u(z) = Pn−1(z) + Pn−2(z) + . . .+ P1(z) + P0(z),

dostajemy ostatecznie

w(z) = (z − z0)u(z).
�

Twierdzenie 5. Ka»dy wielomian

w(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a2z2 + a1z + a0

stopnia n > 0 w dziedzinie zespolonej mo»na zapisa¢ jako iloczyn n czynników
liniowych postaci z − αi i staªej an:

w(z) = an(z − α1)(z − α2) . . . (z − αn).
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Oczywi±cie αi s¡ pierwiastkami wielomianu w(z) (uwaga: niekoniecznie ró»nymi).
Co wi¦cej, z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci czynników to przedstawienie wielomianu
w(z) jest jedyne.

Dowód. Z podstawowego twierdzenia algebry (tw. 3) wiemy, »e w(z) posiada pier-
wiastek. Nazwijmy ten pierwiastek α1. Z poprzedniego twierdzenia wiemy, »e w(z)
jest iloczynem

w(z) = (z − α1)un−1(z),
gdzie un−1(z) jest wielomianem stopnia n− 1. Niech

un−1(z) = bn−1zn−1 + bn−2zn−2zn−2 + . . .+ b1z + b0.

Po pomno»eniu tego wielomianu przez z − α1 dostaniemy wielomian o wspóªczyn-
niku bn−1 przy z

n. St¡d bn−1 = an.

Nast¦pnie, tak jak to agumentowali±my dla w(z), przedstawiamy un−1(z) w postaci

un−1(z) = (z − α2)un−2(z)
gdzie un−2(z) jest wielomianem stopnia n − 2 ze wspóªczynnikiem an przy zn−2.
Zatem

w(z) = (z − α1)(z − α2)un−2(z).

Postepuj¡c tak dalej, ostatecznie uzyskujemy

w(z) = (z − α1)(z − α2) . . . (z − α2)an
(w ostatnim kroku wielomian u1(z) rozkªadamy na czynniki u1(z) = (z−αn)u0(z),
gdzie wielomian u0(z) jest wielomianem stopnia zero o wspóªczynniku an przy z

0 =
1, a zatem u0(z) = an).

Je±li istniaªyby dwa ró»ne przedstawienia wielomianu w(z) w postaci iloczynu czyn-
ników liniowych, to oznaczaj¡c przez A(Z) cz¦±¢ wspóln¡ tych przedstawie«, czyli
iloczyn czynników liniowych wystepuj¡cych w obu przedstawieniach, mieliby±my

w(z) = A(z)B(z) = A(z)C(z),

gdzie B(z) i C(z) byªyby ró»nymi wielomianami dodatniego stopnia. Zatem wielo-
mian B(z)− C(z) byªby niezerowym wielomianem i

0 = w(z)− w(z) = A(z)B(z)−A(z)C(z) = A(z)(B(z)− C(z))
te» byªby wielomianem niezerowym, co jest oczywist¡ sprzeczno±ci¡.

�

Dwa kolejne twierdzenia dotycz¡ wielomianów o wspóªczynnikach rzeczywistych.

Bedziemy korzystali z nast¦puj¡cych wªasno±ci sprz¦»enia:
addytywno±¢

z1 + z2 = z1 + z2;

multyplikatywno±¢:

z1 · z2 = z1 · z2;
a tak»e:

z · z = |z|2.

Zadanie 1. Przypomnie¢ dowody powy»szych wªasno±ci sprz¦»enia.
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Twierdzenie 6. Niech w(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0, gdzie wszystkie
wspóªczynniki a0, a1, . . . , an s¡ liczbami rzeczywistymi. Wtedy je±li α jest pierwiast-
kiem tego wielomianu, to tak»e α jest jego pierwiastkiem.

Dowód. Poniewa» ai ∈ R, 1 ¬ i ¬ n, wi¦c ai = ai. Mamy

w(α) = anαn + an−1αn−1 + . . .+ a1α+ a0 =

anαn + an−1αn−1 + . . .+ a1α+ a0 =

anαn + an−1αn−1 + . . .+ a1α+ a0 =

anαn + an−1αn−1 + . . .+ a1α+ a0 =

anαn + an−1αn−1 + . . .+ a1α+ a0 =

w(α) = 0 = 0.

�

Wykorzystamy to twierdzenie w dowodzie kolejnego twierdzenia b¦d¡cego odpo-
wiednikiem dla dziedziny rzeczywistej twierdzenia o rozkªadzie wielomianu zespo-
lonego na czynniki liniowe.

Bedzie nam potrzebny jeszcze nast¦puj¡cy fakt, który sformuªujemy jako zadanie.

Zadanie 2. Je±li w(z) = u(z)v(z) i w(z) oraz u(z) s¡ wielomianami o wspóªczynni-
kach rzeczywistych, to v(z) te» musi by¢ wielomianem o wspóªczynnikach rzeczy-
wistych.

Twierdzenie 7. Ka»dy wielomian w(x) = anx
n + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0 o

wspóªczynnikach rzeczywistych mo»na przedstawi¢ jako iloczyn wielomianów linio-
wych postaci x−α, gdzie α s¡ pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu w(x), pew-
nych nierozkªadalnych wielomianów kwadratowych postaci x2 + βx+ γ, gdzie β, γ
sa liczbami rzeczywistymi, oraz staªej an. Co wi¦cej, z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci
czynników to przedstawienie wielomianu w(x) jest jedyne.

Dowód. Rozwa»my wielomian w(z) w dziedzinie zespolonej. Niech α1 b¦dzie pier-
wiastkiem rzeczywistym wielomianu w(z). Wtedy (twierdzenie 4)

w(z) = (z − α1)u1(z)

dla pewnego wielomianu o stopniu o jeden mniejszym ni» wielomian w(z). Z zadania
2 wiemy, »e wielomian u1(z) ma wspóªczynniki rzeczywiste. Je±li wielomian u1(z)
ma pierwiastek rzeczywisty α2, to post¦pujemy jak wy»ej, rozkªadaj¡c tym razem
wielomian u1(z) na iloczyn wielomianów (z − α2)u2(z), gdzie u2(z) ma wszystkie
wspóªczynniki rzeczywiste. Post¦pujemy tak dalej, a» otrzymamy pewien rozkªad

w(z) = (z − α1)(z − α2) . . . (z − αk)uk(z),

gdzie uk(z) jest wielomianem o wspóªczynnikach rzeczywistych i nie ma ju» pier-
wiastków rzeczywistych. Je±li jest stopnia zero, to musi to by¢ staªa an, aby wspóª-
czynniki przy najwy»szej pot¦dze w wielomianach po obu stronach powy»szej rów-
no±ci byªy identyczne. To oczywi±cie ko«czy dowód w tym przypadku. Zaªózmy
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wi¦c, »e stopie« wielomianu uk(z) jest wi¦kszy od zera. Wtedy w dziedzinie zespo-
lonej uk ma pierwiastek ξ. Z twierdzenia 6 wiemy, »e wtedy tak»e ξ jest pierwiast-
kiem wielomianu uk(z). Powtarzaj¡c dwa razy u»yt¡ wyzej procedur¦ wyª¡czania z
wielomianu czynników liniowych, dostajemy rozkªad wielomianu uk(z) na iloczyn

uk(z) = (z − ξ)(z − ξ)uk+1(z).

Zadanie 3. Teraz zauwa»my, »e wielomian (z − ξ)(z − ξ) ma wspóªczynniki rzeczy-
wiste (jest to wi¦c wielomian nierozkªadalny postaci x2 + β1x+ γ1, β1, γ1 ∈ R).

Zatem z faktu z zadania 2 wiemy, »e tak»e wielomian uk+1(z) musi mie¢ wspóªczyn-
niki rzeczywiste. Proces ten kontynuujemy, a» w kolejnym rozkªadzie dostaniemy
wielomian uk+m(z) o stopniu zero, czyli

w(z) = (z − α1)(z − α2) . . . (z − αk)(x2 + β1x+ γ1) . . . (x2 + βmx+ γm)uk+m(z).

Wtedy, aby wspóªczynniki przy najwy»szych potegach byªy identyczne, uk+m(z) =
an.

Dowód jedyno±ci takiego przedstawienia jest analogiczny jak w dowodzie twierdze-
nia 5.

�

Liczby naturalne mo»emy dodawa¢ i mno»y¢, otrzymuj¡c w wyniku tych operacji
tak»e liczby naturalne. Podobnie wielomiany mo»na dodawa¢ i mno»y¢, otrzymuj¡c
w wyniku tych operacji tak»e wielomiany. Przy dzieleniu liczb naturalnych przez
siebie ogólnie dostajemy liczb¦ wymiern¡, nie zawsze caªkowit¡. Mianowicie dla
ka»dych dwóch liczb naturalnych n,m, gdzie m 6= 0

n = km+ r,

gdzie k, r s¡ liczbami naturalnymi oraz 0 ¬ r < m (r - reszta z dzielenia n przez m).
Podobnie rzecz si¦ ma dla wielomianów. Mianowicie, je±li w(z) i v(z) s¡ wielomiana-
mi w dziedzinie zespolonej, to dla pewnych jednoznacznie okre±lonych wielomianów
u(z) i r(z), gdzie »¡damy, aby deg(r(z)) < deg(v(z)), zachodzi równo±¢

w(z) = u(z)v(z) + r(z).

Oczywi±cie, gdy m < n wystarczy przyj¡¢ u(z) = 0 i r(z) = w(z).

Zachodzenie tego wzoru i dobór wielomianów u(z) i r(z) wynikaj¡ z algorytmu
dzielenia wielomianów, który teraz omówimy. Niech

w(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0

i niech

v(z) = αmzm + αm−1zm−1 + . . .+ α1z + α0,

gdzie an 6= 0, bn 6= 0. Zaªó»my tak»e, »e n  m.
Pomnó»my wielomian v(z) przez Pn−m(z) = zn−man/αm. W wyniku tego mno-
»enia dostajemy wielomian

Pn−m(z)v(z) = anzn +
αm−1an
αm

zn−1 + . . .+
α1an
αm

zn−m+1 +
α0an
αm

zn−m.

Zauwa»my teraz, »e odejmuj¡c wielomian Pn−m(z)v(z) od wielomianu w(z), do-
staniemy wielomian stopnia nie wiekszego ni» n−1 (bo skªadnik anzn si¦ redukuje).
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Oznaczmy wspóªczynniki tego wielomianu przez bi:

w(z)− Pn−m(z)v(z) = bn−1zn−1 + bn−2zn−2 + . . .+ b1z + b0.

(Oczywi±cie mo»e si¦ zdarzy¢, »e bn−1 = 0, co b¦dzie prowadzi¢ do "pustego" kroku
w algorytmie; co jednak nie koliduje z ogólnym opisem algorytmu). Pomnó»my
wielomian v(z) przez Pn−m−1(z) = zn−m−1bn−1/αm. W wyniku tego mno»enia
dostajemy wielomian

Pn−m−1(z)v(z) = bn−1zn−1+
αm−1bn−1

αm
zn−1+. . .+

α1bn−1
αm

zn−m+
α0bm−1
αm

zn−m−1.

Zauwa»my teraz, »e odejmuj¡c wielomian Pn−m−1(z)v(z) od wielomianu w(z) −
Pn−m(z)v(z), dostaniemy wielomian stopnia nie wiekszego ni» n− 2:

w(z)− Pn−m(z)v(z)− Pn−m−1(z)v(z) = cn−2zn−2 + cn−3zn−3 + . . .+ c1z + c0
(Oczywi±cie mo»e si¦ zdarzy¢, »e cn−2 = 0, co b¦dzie prowadzi¢ do "pustego" kroku
w algorytmie; to jednak nie koliduje z ogólnym opisem algorytmu).

...
Post¦pujemy tak dalej, a» ostatecznie uzyskamy w wyniku kolejnych odejmowa«
wielomian

r(z) := w(z)− Pn−m(z)v(z)− Pn−m−1(z)v(z)− . . .− P0v(z)

stopnia mniejszego ni» m. Przyjmuj¡c

u(z) = Pn−m(z) + Pn−m−1(z) + . . .+ P0,

dostajemy ostatecznie

w(z) = v(z)u(z) + r(z).

Wielomian r(z) nazywamy reszt¡ z dzielenia wielomianu w(z) przez wielomian v(z).
Je±li r(z) = 0, to mówimy, »e wielomian w(z) jest podzielny przez wielomian v(z)
lub, »e wielomian v(z) dzieli wielomian w(z).

Prze±led¹my teraz dziaªanie powy»szego algorytmu na przykªadzie.

Przykªad. Podzielmy wielomian w(z) = z5 − 3z3 + z2 − 4 przez wielomian v(z) =
z2 − 2.

z5 + 0z4 + 3z3 + z2 + 0x− 4 : z2 − 2 = z3 + 5z + 1
z5 − 2z3
������-

5z3 + z2 + 0z − 4
5z3 − 10z
�������

z2 + 10z − 4
z2 − 2
������-

10z − 2

W powy»szej operacji mamy: P3(z) = z3, P2(z) = 0, P1(z) = 5z, P0(z) = 1,
u(z) = z3 + 5z + 1 i r(z) = 10z − 2.
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Zadanie 4. Wykona¢ nast¦puj¡ce dzielenia wielomianów:
a) 2z6 − 2 : z3;
b) iz5 − z4 + iz3 − 2z2 + (1 + i)z − 2 : iz2 − 4;
c) z4 − 6z − 2i : z2 − 2;
d) z5 − z2 : z − 1.

Zadanie 5. Niech a ∈ C b¦dzie pierwiastkiem pewnego wielomianu v(z). Pokaza¢,
»e je±li w(z) jest wielomianem w dziedzinie zespolonej i r(z) jest reszt¡ z dzielenia
wielomianu w(z) przez wielomian v(z), to w(a) = r(a). Co mo»na powiedzie¢ o
r(z), gdy r(z) jest reszt¡ z dzielenia w(z) przez z − a?

Zadanie 6. Znale¹¢ wszystkie pierwiastki wielomianu w(z) = z3 + 2z2 − 3. Wsk.:
jeden pierwiastek ªatwo odgadn¡¢.

Zadanie 7. Dlaczego wielomian n-tego stopnia nie mo»e mie¢ wi¦cej ni» n pierwiast-
ków?

Zadanie 8. Udowodni¢, »e je±li wielomian w(z) ma pierwiaski zespolone α i α i pozo-
staªe same pierwiastki rzeczywiste, to istnieje staªa zespolona c, taka, »e wielomian
cw(z) ma wszystkie wspóªczynniki rzeczywiste.

Zadanie 9. Pokaza¢, »e wielomian stopnia nieparzystego o wspóªczynnikach rzeczy-
wistych musi mie¢ przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Zadanie 10. Pokaza¢, »e je±li w(z) i v(z) s¡ wielomianami, to przedstawienie w(z) =
u(z)v(z) + r(z), gdzie deg(r(z)) < deg(v(z)), jest jednoznaczne (chodzi o jedno-
znaczno±¢ doboru wielomianów u(z) i r(z)).


