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FUNKCJE WYMIERNE; ULAMKI PROSTE

Funkcja wymierna w dziedzinie zespolonej (i takze rzeczywistej) nazywamy ulamek
wielomianéw zespolonych Q(z) = 15((;)) (odpowiednio, rzeczywistych Q(z) = l;’((f)) ).

7 twierdzenia o dzieleniu wielomianéw wiemy, ze
w(z) = v(z)u(z) +7(2),

gdzie r(z) jest wielomianem stopnia nizszego niz stopien v(z). Dzielac obie strony
powyzszej rownosci przez v(z), dostajemy
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Zatem pelna informacje o funkcji wymiernej (

) dostajemy ze znajomosci wielo-
mianu (u(z)) i funkcji wymiernej, dla ktorej stopien licznika (deg(r(z))) jest mniej-
szy niz stopien mianownika (deg(v(z))). Funkcje wymierne o stopniu licznika mniej-
szym niz stopient mianownika mozna przedstwiaé w postaci sumy tzw. utamkow pro-
stych. Ze wzgledu na zastosowania w catlkowaniu szczegoélnie wazna jest tu dziedzina
rzeczywista. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8. Kazda funkcje wymierng w dziedzinie rzeczywistej
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gdzie deg(v(z) < deg(w(x)) i
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(wiemy, ze kazdy wielomian v(x) w dziedzinie rzeczywistej mozna tak rozlozyc)
mozna przedstawi¢ jako sume utamkéw prostych
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Dowod tego twierdzenia pomijamy. Wazna umiejetnoscia jest stosowanie algoryt-
mu prowadzacego do znajdowania powyzszego rozktadu, o ile umiemy przedstawic
mianownik v(x) funkcji wymiernej w postaci iloczynu czynnikéw liniowych i kwa-
dratowych. Rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad. Przedstawimy w postaci sumy ulamkow prostych funkcje wymierna f(x) =
22 —x+2
-2 D)

Zgodnie z powyzszym twierdzeniem istnieje jednoznaczny rozktad na utamki proste:
22 —2x+2 A B Cz+D
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Po sprowadzeniu do wspélnego mianownika prawej strony réwnosci otrzymujemy:

22 — 22+ 2 A(x—l)(a:2+1)+B(x2+1)+(Cx+D)(x—1)2.

(z—1)*(z*+1) (z —1)*(z* +1)
Wykonujac odpowiednie mnozenia i porzadkujac licznik utamka z prawej strony
rownodci, dostajemy po kolei:
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A(@® —2? + o — 1)+ B(a® + 1) + Ca® — 2C2? + Cx + Da* — 2Dz + D
(z —1)*(z*+1) ;
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Poréwnujac wspotczynniki przy odpowiednich potegach x w licznikach utamkow
ze skrajnych stron powyzszego ciagu réwnosci, otrzymujemy nastepujacy uktad
réwnan:

A+C=0
—-A+B-2C+D=1
A+C—-2D = -2
—A+B+D=2.
Na podstawie pierwszego i trzeciego réwnania dostajemy
—2D = =2,
czyli
D=1.
Dodajac pierwsze réwnanie do drugiego i podstawiajac D = 1, dostajemy:
B-C=0,
a wiec
B=C.



Dodajac pierwsze réwnanie do czwartego i zastepujac C' przez B, dostajemy

2B+ D =2,
a wiec, poniewaz, jak juz wiemy, D = 1, otrzymujemy
1
B=-—.
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Ostatecznie rozwiazaniem naszego ukladu réwnan jest

a=-tp-c=lp-1

2 2
Zatem rozklad funkcji wymiernej f(x) = (x_“”f);% na utamki proste wyglada
nastepujaco:
x? — 2z + 2 _ f% n % +%x+1
(z—1)2z2+1) -1 (x—-1)2 a2+1°

Zadanie 1. Przez sprowadzenie prawej strony do wspo6lnego mianownika sprawdzié¢
poprawno$¢ powyzszego rozwigzania.

Zadanie 2. Przedstawi¢ w postaci sumy utamkow prostych funkcje wymierna g(z) =

a:3fa:+2
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Zadanie 3. Przedstawi¢ w postaci sumy ulamkow prostych funkcje wymierna h(z) =
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Zadanie 4. Przedstawi¢ w postaci sumy utamkoéw prostych funkcje wymierna k(z) =

:133730+2
-1 -

Odpowiednikiem twierdzenia 7 dla dziedziny zespolonej jest nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 9. Kazdg funkcje wymierng w dziedzinie zespolonej

gdzie deg(v(z) < deg(w(z)) i
v(z) = (anz — 1) (aaz — B2)™* .. (agz — Br)™"

(wiemy, ze kazdy wielomian v(z) w dziedzinie zespolonej mozna tak roztozy¢) mozna
przedstawi¢ jako sume utamkéw prostych
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(Tutaj oczywiscie state Agj) moga by¢ zespolone.)
Zadanie 5. Funkcje wymierne f(z),g(2),h(z),k(z) z przyktadu i zadan 2-4 przed-
stawié¢ jako sumy utamkéw prostych w dziedzinie zespolonej.

Zadanie 6. Funkcje wymierna [(z) =
dziedzinie zespolone;j.

ﬁ roztozyc na sume utamkéw prostych w



