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FUNKCJE WYMIERNE; U�AMKI PROSTE

Funkcj¡ wymiern¡ w dziedzinie zespolonej (i tak»e rzeczywistej) nazywamy uªamek

wielomianów zespolonych Q(z) = w(z)v(z) (odpowiednio, rzeczywistych Q(x) = w(x)v(x) ).

Z twierdzenia o dzieleniu wielomianów wiemy, »e

w(z) = v(z)u(z) + r(z),

gdzie r(z) jest wielomianem stopnia ni»szego ni» stopie« v(z). Dziel¡c obie strony
powy»szej równo±ci przez v(z), dostajemy

w(z)
v(z)

= u(z) +
r(z)
v(z)

.

Zatem peªn¡ informacj¦ o funkcji wymiernej (w(z)v(z) ) dostajemy ze znajomo±ci wielo-

mianu (u(z)) i funkcji wymiernej, dla której stopie« licznika (deg(r(z))) jest mniej-
szy ni» stopie« mianownika (deg(v(z))). Funkcje wymierne o stopniu licznika mniej-
szym ni» stopie« mianownika mo»na przedstwi¡¢ w postaci sumy tzw. uªamków pro-

stych. Ze wzgl¦du na zastosowania w caªkowaniu szczególnie wa»na jest tu dziedzina
rzeczywista. Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 8. Ka»d¡ funkcj¦ wymiern¡ w dziedzinie rzeczywistej

f(x) =
w(x)
v(x)

,

gdzie deg(v(x) < deg(w(x)) i

v(x) = (α1x− β1)m1 . . . (αkx− βk)mk(γ1x2 + δ1x+ ξ1)n1 . . . (γlx2 + δlx+ ξl)nl

(wiemy, »e ka»dy wielomian v(x) w dziedzinie rzeczywistej mo»na tak rozªo»y¢)
mo»na przedstawi¢ jako sum¦ uªamków prostych

f(x) =
A
(1)
1

α1x− β1
+

A
(1)
2

(α1x− β1)2
+ . . .+

A
(1)
m1

(α1x− β1)m1

+
A
(2)
1

α2x− β2
+

A
(2)
2

(α2x− β2)2
+ . . .+

A
(2)
m2

(α2x− β2)m2
+

...

+
A
(k)
1

αkx− βk
+

A
(k)
2

(αkx− βk)2
+ . . .+

A
(k)
mk

(αkx− βk)mk
+

+
B
(1)
1 x+ C(1)1

γ1x2 + δ1x+ ξ1
+

B
(1)
2 x+ C(1)2

(γ1x2 + δ1x+ ξ1)2
+ . . .

B
(1)
n1 x+ C

(1)
n1

(γ1x2 + δ1x+ ξ1)n1
+

+
B
(2)
1 x+ C(2)1

γ2x2 + δ2x+ ξ2
+

B
(2)
2 x+ C(2)2

(γ2x2 + δ2x+ ξ2)2
+ . . .

B
(2)
n2 x+ C

(2)
n2

(γ2x2 + δ2x+ ξ2)n2
+

1



2

...

+
B
(l)
1 x+ C

(l)
1

γlx2 + δlx+ ξ2
+

B
(l)
2 x+ C

(l)
2

(γlx2 + δlx+ ξl)2
+ . . .

B
(l)
nl x+ C

(l)
nl

(γlx2 + δlx+ ξl)nl
.

Dowód tego twierdzenia pomijamy. Wa»n¡ umiej¦tno±ci¡ jest stosowanie algoryt-
mu prowadz¡cego do znajdowania powy»szego rozkªadu, o ile umiemy przedstawi¢
mianownik v(x) funkcji wymiernej w postaci iloczynu czynników liniowych i kwa-
dratowych. Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad.

Przykªad. Przedstawimy w postaci sumy uªamków prostych funkcj¦ wymiern¡ f(x) =
x2−x+2

(x−1)2(x2+1) .

Zgodnie z powy»szym twierdzeniem istnieje jednoznaczny rozkªad na uªamki proste:

x2 − 2x+ 2
(x− 1)2(x2 + 1)

=
A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+
Cx+D
x2 + 1

.

Po sprowadzeniu do wspólnego mianownika prawej strony równo±ci otrzymujemy:

x2 − 2x+ 2
(x− 1)2(x2 + 1)

=
A(x− 1)(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)2

(x− 1)2(x2 + 1)
.

Wykonuj¡c odpowiednie mno»enia i porz¡dkuj¡c licznik uªamka z prawej strony
równo±ci, dostajemy po kolei:

x2 − 2x+ 2
(x− 1)2(x2 + 1)

=
A(x3 − x2 + x− 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x2 − 2x+ 1

(x− 1)2(x2 + 1)
=

A(x3 − x2 + x− 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x2 − 2x+ 1
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=

A(x3 − x2 + x− 1) +B(x2 + 1) + Cx3 − 2Cx2 + Cx+Dx2 − 2Dx+D
(x− 1)2(x2 + 1)

=

(A+ C)x3 + x2(−A+B − 2C +D) + (A+ C − 2D)x−A+B +D
(x− 1)2(x2 + 1)

.

Porównuj¡c wspóªczynniki przy odpowiednich pot¦gach x w licznikach uªamków
ze skrajnych stron powy»szego ci¡gu równo±ci, otrzymujemy nast¦puj¡cy ukªad
równa«: 

A+ C = 0
−A+B − 2C +D = 1
A+ C − 2D = −2
−A+B +D = 2.

Na podstawie pierwszego i trzeciego równania dostajemy

−2D = −2,
czyli

D = 1.
Dodaj¡c pierwsze równanie do drugiego i podstawiaj¡c D = 1, dostajemy:

B − C = 0,
a wi¦c

B = C.
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Dodaj¡c pierwsze równanie do czwartego i zastepuj¡c C przez B, dostajemy

2B +D = 2,

a wi¦c, poniewa», jak ju» wiemy, D = 1, otrzymujemy

B =
1
2
.

Ostatecznie rozwiazaniem naszego ukªadu równa« jest

A = −1
2
, B = C =

1
2
, D = 1.

Zatem rozkªad funkcji wymiernej f(x) = x2−x+2
(x−1)2(x2+1) na uªamki proste wygl¡da

nastepujaco:

x2 − 2x+ 2
(x− 1)2(x2 + 1)

=
− 12
x− 1
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1
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(x− 1)2
+
1
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x2 + 1

.

Zadanie 1. Przez sprowadzenie prawej strony do wspólnego mianownika sprawdzi¢
poprawno±¢ powy»szego rozwi¡zania.

Zadanie 2. Przedstawi¢ w postaci sumy uªamków prostych funkcj¦ wymiern¡ g(x) =
x3−x+2

(x−1)2(x2+1) .

Zadanie 3. Przedstawi¢ w postaci sumy uªamków prostych funkcj¦ wymiern¡ h(x) =
x3−x+2
x4−1 .

Zadanie 4. Przedstawi¢ w postaci sumy uªamków prostych funkcj¦ wymiern¡ k(x) =
x3−x+2
x4−1 .

Odpowiednikiem twierdzenia 7 dla dziedziny zespolonej jest nast¦puj¡ce twierdze-
nie.

Twierdzenie 9. Ka»d¡ funkcj¦ wymiern¡ w dziedzinie zespolonej

f(z) =
w(z)
v(z)

,

gdzie deg(v(z) < deg(w(z)) i

v(z) = (α1z − β1)m1(α2z − β2)m2 . . . (αkz − βk)mk

(wiemy, »e ka»dy wielomian v(z) w dziedzinie zespolonej mo»na tak rozªo»y¢) mo»na
przedstawi¢ jako sum¦ uªamków prostych
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.
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(Tutaj oczywi±cie staªe A
(j)
i mog¡ by¢ zespolone.)

Zadanie 5. Funkcje wymierne f(z), g(z), h(z), k(z) z przykªadu i zada« 2-4 przed-
stawi¢ jako sumy uªamków prostych w dziedzinie zespolonej.

Zadanie 6. Funkcj¦ wymiern¡ l(z) = i
iz3−1 rozªo»yc na sum¦ uªamków prostych w

dziedzinie zespolonej.


