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WYZNACZNIKI

Permutacj¡ zbioru In = {1, 2, . . . , n} nazywamy ka»d¡ funkcj¦ ró»nowarto±ciow¡
z In na In. Zbiór wszystkich permutacji zbioru In oznaczamy przez Sn. Niech η
b¦dzie permutacj¡ z Sn. Zwyczajowo permutacj¦ η zapisujemy w postaci

η =
(

1 2 . . . n
η(1) η(2) . . . η(n)

)
lub po prostu

η = (η(1), η(2), . . . , η(n)).

Oczywiscie na permutacj¦ zbioru In = {1, 2, . . . , n} mo»emy patrze¢ jak na pewne
przestawienie elementów ciagu (1, 2, . . . , n): na pierwszym miejscu ustawiamy η(1),
na drugim η(2), itd, w ko«cu na n-tym η(n).

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ funkcj¦ η : I3 → I3: η(1) = 1, η(2) = 3, η(3) = 2. Oczywi±cie
η jest permutacj¡ i mo»emy j¡ zapisa¢ jako

η =
(

1 2 3
1 3 2

)
lub jako

η = (1, 3, 2).

Zadanie 1. Pokaza¢, »e wszystkich permutacji zbioru In jest n!; innymi sªowy, »e
|Sn| = n!.

Zadanie 2. Wypisa¢ wszystkie permutacje zbioru I4.

Nieporz¡dkiem w permutacji η ∈ Sn nazywamy ka»d¡ par¦ liczb 1 ¬ i < j ¬ n
tak¡, »e η(i) > η(j). Jesli permutacja ma parzyst¡ liczb¦ nieporz¡dków, nazywa-
my j¡ permutacj¡ parzyst¡, je±li ma nieparzyst¡ liczb¦ nieporz¡dków - permutacj¡

nieparzyst¡.

Znakiem permutacji ρ, sgn(ρ) jest liczba 1, je±li ρ jest permutacj¡ parzyst¡, lub
liczba −1, je±li ρ jest permutacj¡ nieparzyst¡.

Zadanie 3. Wskaza¢, które permutacje z S4 s¡ parzyste, a które nieparzyste.

Zadanie 4. Pokaza¢, »e je±li n > 1, to permutacji parzystych jest tyle samo co
nieparzystych (tzn. n!/2) Wsk.: zauwa»y¢, »e zamiana dwóch pierwszych elementów
ci¡gu η = (η(1), η(2), . . . , η(n)) zmienia permutacj¦ parzyst¡ na nieparzyst¡ i na
odwrót.
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Transpozycj¡ permutacji ρ ∈ Sn nazywamy tak¡ permutacj¦ ρ̄i,j gdzie dla pewnej
ustalonej pary liczb 1 ¬ i < j ¬ n ρ∗(i) = ρ(j) i ρ∗(j) = ρ(i), i dla wszystkich
liczb k ró»nych od i, j ρ∗(k) = ρ(k). Transpozycj¦ identyczno±ci, w wi¦c permutacj¦
πi,j tak¡, »e πi,j(i) = j, πi,j(j) = i, a poza tym πi,j(k) = k dla wszystkich liczb k
ró»nych od i, j. nazywamy po prostu transpozycj¡.

Zadanie 5. Pokaza¢, »e je±li ρ̄i,j jest transpozycj¡ permutacji ρ, to ρ̄i,j jest zªo»eniem
permutacji ρ i pewnej transpozycji.

Twierdzenie 13. Ka»da transpozycja zmienia parzysto±¢ permutacji.

Dowód. Niech 1 ¬ i < j ¬ n. Oznaczmy przez Pi, Ni liczb¦ odpowiednio porzadków
i nieporz¡dków w permutacji ρ dla par i, s, gdzie i < s < j, a przez Pj , Nj liczb¦
odpowiednio porzadków i nieporz¡dków dla par s, j, gdzie ponownie i < s < j.
Oznaczmy przez P̄i, N̄i liczb¦ odpowiednio porzadków i nieporz¡dków w permutacji
ρ̄i,j dla par i, s, gdzie i < s < j, a przez P̄j , N̄j liczb¦ odpowiednio porzadków i
nieporz¡dków dla par s, j, gdzie ponownie i < s < j. Zauwa»my, »e po zmianie ρ na
ρ̄i,j tylko porzadki i nieporz¡dki miedzy elementami i, j oraz elementami i < s < j
mog¡ ulec zmianie. Mamy

Pi +Ni = Pj +Nj = j − i− 1

oraz

Pi = N̄j ,

Ni = P̄j ,

Pj = N̄i,

Nj = P̄i.

�¡czna liczba nieporz¡dków dla par i, s, i dla par s, j, gdzie i < ρ(s) < j,dla
permutacji ρ wynosi

Ni +Nj = 2(j − i− 1)− (Pi + Pj) = 2(j − i− 1)− (N̄j + N̄i),

a zatem parzysto±¢ sum tych nieporz¡dków jest taka sama, bowiem ª¡cznie daj¡
liczb¦ parzyst¡:

(Ni +Nj) + (N̄j + N̄i) = 2(j − i− 1).

Dochodzi jednak lub ubywa nieporz¡dek dla pary i, j, bowiem zamieniamy miej-
scami ρ(i) i ρ(j). Ostatecznie liczba wszystkich nieporz¡dków zmienia parzysto±¢
po przej±ciu od permutacji ρ do permutacji ρ̄i,j .

�

Zadanie 6. Pokaza¢, »e ka»da permutacja parzysta (nieparzysta) jest zªo»eniem
parzystej (nieparzystej) liczby transpozycji. Wsk.: Zacz¡¢ od identyczno±ci i prze-
stawia¢ pary w permutacjach, a» dojdziemy do naszej rozwa»anej permutacji i sko-
rzysta¢ z zadania 5 (ka»de przestawienie pary elementów odpowiada zªo»eniu z
transpozycj¡).

Zadanie 7. Pokaza¢, »e permutacje parzyste zbioru {1, 2 . . . , n} tworz¡ grup¦ (a
wi¦c s¡ podgrup¡ Sn). W szczególno±ci permutacja odwrotna do danej ma ten sam
znak.
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De�nicja wyznacznika opiera si¦ istotnie na poj¦ciach permutacji i parzystosci per-
mutacji. Rozwa»my zaspolon¡ macierz kwadratow¡:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .
Wyznacznikiem macierzy A, oznaczanym przez det(A) lub przez∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
nazywamy liczb¦

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ :=
∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)a1ρ(1)a2ρ(2) . . . anρ(n).

Przykªad. Dla n = 2 mamy tylko dwie permutacje:

id2 =
(

1 2
1 2

)
oraz

ρ =
(

1 2
2 1

)
.

Mamy sgn(id2) = 1 (nie ma nieporz¡dków) i sgn(ρ) = −1 (jeden nieporz¡dek).
Zatem ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Przykªad. Dla n = 3 mamy sze±¢ permutacji:

id3 =
(

1 2 3
1 2 3

)
, ρ1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
ρ3 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, ρ4 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, ρ5 =

(
1 2 3
1 3 2

)
.

Mamy sgn(id3) = 1 (nie ma nieporz¡dków) i sgn(ρ1) = 1 (dwa nieporz¡dki),
sgn(ρ2) = 1 (dwa nieporz¡dki), sgn(ρ3) = −1 (trzy nieporz¡dki), sgn(ρ4) = −1
(jeden nieporz¡dek), sgn(ρ5) = −1 (jeden nieporz¡dek).

Mamy wi¦c: ∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
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a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Tak wi¦c po rozszereniu macierzy o dwie pierwsze kolumny iloczyny elementów na
niebieskich przek¡tnych sumujemy ze znakiem dodatnim, a elementów na czerwo-
nych przek¡tnych ze znakiem ujemnym:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Zadanie 8. Pokaza¢, »e dla dowolnej macierzy kwadratowej A zachodzi równo±¢

det(A) = det(AT ).

U»yjemy teraz twierdzenie 13, aby wykaza¢, »e zamiana wierszy w macierzy kwa-
dratowej zmienia znak wyznacznika.

Twierdzenie 14. Je±li w macierzy kwadratowej A zamienimy wiersz i-ty z j-tym,
to wyznacznik tak otrzymanej macierzy A′ bedzie równy:

det(A′) = −det(A).

Dowód. Niech A′ = [a′rs]1¬r,s¬n, gdzie a
′
r,s = ar,s, jesli r 6= i, j oraz a′is = ajs

i a′js = ais (tzn. wiersz i-ty macierzy A′ to wiersz j-ty macierzy A, a wiersz j-ty
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macierzy A′ to wiersz i-ty macierzy A; poza tym wszystkie wiersze w obu macierzach
s¡ takie same).

Niech np. i < j. Obliczamy z de�nicji wyznacznika:

det(A′) =∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)a′1ρ(1)a
′
2ρ(2) . . . a

′
i−1ρ(i−1)a

′
iρ(i)a

′
i+1ρ(i+1) . . . a

′
j−1ρ(j−1)a

′
jρ(j)a

′
j+1ρ(j+1) . . . a

′
nρ(n) =

∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)a1ρ(1)a2ρ(2) . . . ai−1ρ(i−1)ajρ(i)ai+1ρ(i+1) . . . aj−1ρ(j−1)aiρ(j)aj+1ρ(j+1) . . . anρ(n) =

∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)a1ρ(1)a2ρ(2) . . . ai−1ρ(i−1)aiρ(j)ai+1ρ(i+1) . . . aj−1ρ(j−1)ajρ(i)aj+1ρ(j+1) . . . anρ(n) =

∑
ρ∈Sn

(−sgn(ρ̄))a1ρ̄(1)a2ρ̄(2) . . . ai−1ρ̄(i−1)aiρ̄(j)ai+1ρ̄(i+1) . . . aj−1ρ̄(j−1)ajρ̄(i)aj+1ρ̄(j+1) . . . anρ̄(n) =

(ρ̄ = ρ̄i,j jest transpozycj¡ permutacji ρ ze wzgl¦du na miejsca i i j; zauwa»amy
tu tak»e, »e odwzorowanie ρ 7→ ρ̄i,j odwzorowuje w sposób 1 − 1 zbiór wszystkich
permutacji Sn na Sn)∑
ρ̄∈Sn

(−sgn(ρ̄))a1ρ̄(1)a2ρ̄(2) . . . ai−1ρ̄(i−1)aiρ̄(j)ai+1ρ̄(i+1) . . . aj−1ρ̄(j−1)ajρ̄(i)aj+1ρ̄(j+1) . . . anρ̄(n) =

−
∑
ρ̄∈Sn

sgn(ρ̄)a1ρ̄(1)a2ρ̄(2) . . . ai−1ρ̄(i−1)aiρ̄(j)ai+1ρ̄(i+1) . . . aj−1ρ̄(j−1)ajρ̄(i)aj+1ρ̄(j+1) . . . anρ̄(n) =

= −det(A).

�

Wnioskiem z twierdzenia 14 jest nastepuj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 15. Je±li w macierzy kwadratowej A dwa wiersze sa identyczne, to
wyznacznik tej macierzy jest równy zeru.

Zadanie 9. Udowodni¢ twierdzenie 15.

Twierdzenie 16. Niech macierze kwadratowe A = [ak,l], A′ = [a′k,l] ∈Mn×n ró»ni¡

si¦ tylko jednym, powiedzmy i-tym wierszem. Inaczej mówi¡c: a′k,l = ak,l dla k 6= i.

Niech C = [ck,l] b¦dzie macierz¡, której w wiersz i-ty jest sum¡ wierszy i-tych
macierzy A i A′, a pozostaªe wiersze s¡ identyczne z wierszami macierzy A (i A′).
Inczej mówi¡c: ci,l = ai,l + a′i,j oraz ck,l = ak,l = a′k,l = ak,l dla k 6= i. Wtedy

det(C) = det(A) + det(A′).

Dowód. Obliczamy:

det(C) =∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)c1ρ(1)c2ρ(2) . . . ci−1ρ(i−1)ciρ(i)ci+1ρ(i+1) . . . cnρ(n) =

∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)a1ρ(1)a2ρ(2) . . . ai−1ρ(i−1)(aiρ(i) + a′iρ(i))ai+1ρ(i+1) . . . anρ(n) =
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ρ∈Sn

sgn(ρ)a1ρ(1)a2ρ(2) . . . ai−1ρ(i−1)aiρ(i)ai+1ρ(i+1) . . . anρ(n)+∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)a1ρ(1)a2ρ(2) . . . ai−1ρ(i−1)a
′
iρ(i)ai+1ρ(i+1) . . . anρ(n) =

det(A) + det(A′).
�

Twierdzenie 17. Je±li w macierzy A ∈Mn×n pomno»ymy jeden wiersz przez staª¡
α, to wyznacznik tak utworzonej npowej macierzy A′ jest równy wyznacznkowi
macierzy A pomno»onemu przez α:

det(A′) = αdet(A).

Zadanie 10. Udowodni¢ powy»sze twierdzenie.

Operacj¡ elementarn¡ na macierzy nazywamy zast¡pienie wiersza, powiedzmy j-
tego, wierszem powstaªym przez pomno»enie przaz staª¡ innego wiersza, powiedzmy
i-tego, i dodanie do zast¦powanego wiersza (j-tego). Innymi sªowy operacj¡ elemen-
tarn¡ na macierzy [ak,l]1¬k,l¬n nazywamy utworzenie nowej macierzy [a′k,l]1¬k,l¬n,
gdzie a′k,l = ak,l dla k 6= j oraz a′j,l = aj,l+ai,l, gdzie i 6= j s¡ ustalonymi numerami
wierszy.

W dowodzie kolejnego twierdzenia (19) b¦dziemy korzysta¢ z nastepuj¡cego faktu.

Zadanie 11. Niech A = [ai,j ] ∈ Mn×n, B = [bi,j ] ∈ Mn×n 0n ∈ Mn×n bedzie
macierz¡ zªo»on¡ z samych zer. Niec D ∈M2n×2n bedzie zde�niopwana jako (zapis
blokowy)

D =
[
A C
0n B

]
.

Pokaza¢, »e det(D) = det(A)det(B).

Twierdzenie 18. Operacja elementarna nie zmienia warto±ci wyznacznika macie-
rzy.

Dowód. Niech A = [ak,l], A′ = [a′k,l], gdzie a
′
k,l = ak,l dla k 6= j, a′j,l = αai,l.

Zatem macierz A′ powstaje z macierzy A przez zastapienie wiersza j-tego i-tym
pomno»onym przez staª¡ α. Zatem na postawie twierdze« 15 i 17: det(A′) = 0.
Macierze A i A′ ró»ni¡ sie tylko wierszem j-tym, a wi¦c, korzystaj¡c z twierdzenia
16, dostajemy dla macierzy C = [ck,l], zde�niowanej jako ck,l = ak,l dla k 6= j i
cj,l = aj,l + a′j,l:

det(C) = det(A) + det(A′) = det(A) + 0 = det(A).

�

Jednym z podstawowych i najwa»niejszych twierdze« algebry wyznaczników jest
twierdzenie Cauchy'ego o multyplikatywno±ci wyznacznika.

Twierdzenie 19 (Cauchy). Niech A,B ∈Mn×n. Wtedy



7

det(AB) = det(A)det(B).

Dowód. Niech A = [aij ]1¬i,j¬n i B = [bij ]]1¬i,j¬n. Przeprowadzimy dowód dla
n = 3, jednak idea dowodu ma charakter ogólny i przepisanie dowodu dla dowolnego
n jest tylko kwesti¡ zmiany indeksów. Rozwa»my macierz D ∈M2n×2n:

D =


b11 b12 b13 −1 0 0
b21 b22 b23 0 −1 0
b31 b32 b33 0 0 −1
0 0 0 a11 a12 a13

0 0 0 a21 a22 a23

0 0 0 a31 a32 a33


Przy pomocy operacji elementarnych trzema pierwszymi wierszami "wykasujemy"
wyrazy postaci aij . Mianowicie: pierwszy wiersz pomno»ymy przez a11 i dodamy
do czwartego, pierwszy wiersz pomno»ymy przez a21 i dodamy do pi¡tego, pierwszy
wiersz pomno»ymy przez a31 i dodamy do szóstego, drugi wiersz pomno»ymy przez
a12 i dodamy do czwartego, drugi wiersz pomno»ymy przez a22 i dodamy do piatego,
drugi wiersz pomno»ymy przez a32 i dodamy do szóstego, trzeci wiersz pomno»ymy
przez a13 i dodamy do czwartego, trzeci wiersz pomno»ymy przez a23 i dodamy do
pi¡tego, trzeci wiersz pomno»ymy przez a33 i dodamy do szóstego. Nasza macierz
b¦dzie wtedy miaªa posta¢:

D′ =


b11 b12 b13 −1 0 0
b21 b22 b23 0 −1 0
b31 b32 b33 0 0 −1

a11b11 + a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b32 a11b13 + a12b23 + a13b33 0 0 0
a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b32 a21b13 + a22b23 + a23b33 0 0 0
a31b11 + a32b21 + a33b31 a31b12 + a32b22 + a33b32 a31b13 + a32b23 + a33b33 0 0 0

 .

Zamieniaj¡c miejscami wiersze pierwszy z czwartym, drugi z pi¡tym i trzeci z szó-
stym, otrzymujemy macierz

D′′ =

=


a11b11 + a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b32 a11b13 + a12b23 + a13b33 0 0 0
a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b32 a21b13 + a22b23 + a23b33 0 0 0
a31b11 + a32b21 + a33b31 a31b12 + a32b22 + a33b32 a31b13 + a32b23 + a33b33 0 0 0

b11 b12 b13 −1 0 0
b21 b22 b23 0 −1 0
b31 b32 b33 0 0 −1

 ,

i

det(D′) = −det(D′′),
poniewa» trzy razy zamieniali±my wiersze miejscami. Zauwa»my, »e górny lewy róg
3× 3 zaj¦ty jest przez podmacierz b¦d¡c¡ iloczynem macierzy A i B. Macierz D′′,
zapisana blokowo, ma posta¢
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D′′ =
[
AB 03

B −I3

]
.

Z zadania 11 dostajemy:

det(D) = det(B)det(A).

Analogicznie do zadania 11 (lub wr¦cz korzystaj¡c z zdania 11; jak?) dostajemy

te»
det(D′′) = det(AB)det(−I3) = −det(AB),

a poniewa» det(D′′) = −det(D), ostatecznie dostajemy

det(AB) = det(A)det(B).

�
Jeden ze sposobów obliczania wyznacznika, czasami te» bardzo por¦czny nume-

rycznie, dany jest przez tzw. rozwini¦cie Laplace'a. Najpierw jednak kilka de�nicji.
Niech dana bedzie macierz kwadratowa A = [aij ]1¬i,j¬n ∈Mn×n Jej minorem stop-

nia k (lub te» minorem jej wyznacznika), k ¬ n, nazywamy wyznacznik macierzy
kwadratowej k × k utworzonej z A przez skreslenie n − k wierszy i n − k kolumn
lub, inaczej mówi¡c pozostawienie elementów nale»¡cych wyª¡cznie do jednego z
pewnych k wierszy i jednocze±nie do jednej z pewnych k kolumn w macierzy A.
Przykªadowo rozwa»my macierz

A =


a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55

 .
Skre±lamy w tej macierzy druga kolumn¦ i trzeci¡ kolumn¦ i drugi i pi¡ty wiersz.
Uzyskujemy w ten sposób macierz

B =

 a11 a14 a15

a31 a34 a35

a41 a44 a45

 ∈M3×3.

Wyznacznik tej mecierzy, det(B), jest minorem stopnia 3.

Dopeªnieniem algebraicznym elementu akl macierzy A = [aij ] nazywamy liczb¦
Mkl = (−1)k+ldet(Akl) gdzie Akl jest macierz¡ powstaª¡ z A przez skreslenie k-
tego wiersza i l-tej kolumny. Przykªadowo, dopeªnieniem algebraicznym elementu
a12 w macierzy A b¦dzie liczba

M12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23 a24 a25

a31 a33 a34 a35

a41 a43 a44 a45

a51 a53 a54 a55

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23 a24 a25

a31 a33 a34 a35

a41 a43 a44 a45

a51 a53 a54 a55

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Przy pomocy poj¦cia minora lub dopeªnienia algebraicznego, mo»na poda¢ nast¦-
puj¡c¡ metod¦ oblicznia wyznacznika, która ma charakter rekurencyjny - jesli umie-
my oblicza¢ wyznaczniki macierzy kwadratowych stopni mniejszych ni» n, przy ich
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pomocy mo»emy obliczy¢ wyznacznik macierzy stopnia n. Zachodzi mianowicie na-
st¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 20. Dla macierzy kwadratowej A = [aij ]1¬i,j¬n i dowolnego ustalo-
nego m, 1 ¬ m ¬ n, zachodzi nast¦puj¡cy wzór:

det(A) = am,1Mm,1 + am,2Mm,2 + . . .+ am,nMm,n.

Podany wzór nosi nazw¦ rozwini¦cia Laplace's wyznacznika det(A) wzgl¦dem k-tego
wiersza macierzy A.

Dowód. Przyjmijmy najpierw k = 1 (tzn. rozwa»my pierwszy wiersz). Przypomnij-
my, »e wyznacznik det(A) zde�niowany jest nast¦puj¡cym wzorem

det(A) =
∑
ρ∈Sn

(−1)sgn(ρ)a1ρ(1)a2ρ(2) . . . anρ(n).

Je±li ρ(1) = k to pozostaªe czynniki iloczynnu maj¡ posta¢ a2ρ(2) . . . anρ(n), gdzie
ρ(j) 6= k dla wszystkich j > 1. Rozwa»my permutacj¦ ρ̄ ∈ Sn−1:

ρ̄(i) =
{

ρ(i+ 1) je±li ρ(i+ 1) < k
ρ(i+ 1)− 1 je±li ρ(i+ 1) > k.

Zauwa»my, »e w permutacji ρ̄ jest tyle samo nieporz¡dków co w permutacji ρ mi¦-
dzy elementami ρ(2), ρ(3), . . . , ρ(n). Zatem liczba nieporz¡dków permutacji ρ, to
liczba nieporz¡dków permutacji ρ̄ plus liczba nieporz¡dków w permutacji ρ mi¦dzy
elementem ρ(1) = k, a pozostaªymi elementami ρ(j). Tych ostatnich jest jednak
dokªadnie k − 1 (taki nieporz¡dek pojawia si¦ zawsze, gdy ρ(j) < k dla j > 1 i
tylko wtedy). Zauwa»my te», »e, rozwa»aj¡c wszystkie permutacje ρ ∈ Sn takie,
»e ρ(1) = k, przy pomocy powy»szego wzoru otrzymamy wszystkie permutacje ρ̄ z
Sn−1 i »e nasze odwzorowanie jest ρ 7→ ρ̄ jest 1− 1. Zatem, oznaczaj¡c, jak wy»ej,
przez A1k macierz powstaª¡ z A przez skre±lenie pierwszego wiersza i k-tej kolumny,
a tak»e wprowadzaj¡c oznaczenie a′ij = a(i+1)j dostajemy, sumuj¡c wyª¡cznie po
tych permutacjach ρ ∈ Sn, dla których ρ(1) = k:∑

ρ∈Sn,ρ(1)=k

(−1)sgn(ρ)a1ka2ρ(2) . . . anρ(n) =

a1k

∑
ρ̄∈Sn−1

(−1)sgn(ρ)(−1)k−1a2,ρ̄(1), a3,ρ̄(2), . . . , an,ρ̄(n−1) =

a1k

∑
ρ̄∈Sn−1

(−1)sgn(ρ)(−1)k−1a′1,ρ̄(1), a
′
2,ρ̄(2), . . . , a

′
(n−1),ρ̄(n−1) =

a1k(−1)k−1
∑

ρ̄∈Sn−1

(−1)sgn(ρ)a′1,ρ̄(1), a
′
2,ρ̄(2), . . . , a

′
(n−1),ρ̄(n−1) =

a1k(−1)k+1det(A1k) = a1kM1k.

St¡d, sumuj¡c teraz po wsztkich mo»liwych k (jako warto±ciach ρ(1)) dostajemy

det(A) =
∑
ρ∈Sn

(−1)sgn(ρ)a1ρ(1)a2ρ(2) . . . anρ(n) =
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n∑
k=1

∑
ρ∈Sn,ρ(1)=k

(−1)sgn(ρ)a1ka2ρ(2) . . . anρ(n) =
n∑
k=1

a1kM1k.

Dowodzi to naszej tezy dla rozwini¦cia wzgl¦dem pierwszego wiersza.

Zadanie 12. Doko«czy¢ dowód, pokazuj¡c, »e wzór z tezy jest prawdziwy dla do-
wolnego m. Wskazówka: Przesun¡¢ w macierzy A m-ty wiersz na pozycj¦ pierwsz¡
(uwaga! to nie to samo, co zamieni¢ miejscami wiersz pierwszy i m-ty). Tak otrzy-
man¡ macierz nazwijmy A′. Zauwa»y¢, »e A′1k = Am,k.

Zadanie 13. Z zadania 8 wywnioskowa¢, »e wyznacznik, w taki sam sposób jak dla
wierszy, mo»na oblicza¢ przez rozwini¦cia wzgl¦dem kolumn.


