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PRZESTRZEN LINIOWA, NIEZALEZNOSC WEKTOROW, BAZA

Przestrzeniq liniowg (méwimy tez: wektorowq) nad ciatem skalaréw K (u nas zawsze
K =R lub £ = C, tzn. skalarami beda zawsze badz wszystkie liczby rzeczywiste
badZ wszystkie liczby zespolone) nazywamy tzw. zbidr wektoréw, oznaczmy go V,
z dziataniem dodawania wektoréow @, jesli spelnione sa nastepujace warunki:

1) v®w = w® v, dla dowolnych v,w € V (przemienno$é¢ dodawania wektoréw);

2) u® (vdw) = udv)dw, dla dowolnych u,v,w € V (lacznosé dodawania
wektorow);

3) istnieje wektor 0 (tzw. wektor zerowy) taki, ze u ® 0 = wu, dla kazdego wektora
uev;

4) dla kazdego wektora wu istnieje wektor —u taki, ze u @ (—u) = 0;

(Wtasnosci 1)-4) okreslalajg strukture (V, @), tzn. zbioru wektoréw z operacja ich dodawania. W
algebrze zbidr z dzialaniem o takich wlasnosciach nazywa sie grupg (wlasnosci 2)-4)) przemienna,
czy tez abelows (wlasnoéé 1)); kolejne wlasnosci laczg dodawanie wektoréw z kolejng operacja,

mianowicie mnozeniem ® wektoréw przez skalar.)
5) a® (6O u) = (af) ®u, dla wszystkich skalaréw «, 5 € K i wektoréw u € V;

6) a®(udv) = a@uda®v dla wszystkich skalaréw «, € K 1 wektoréw u,v € V.
(rozdzielno$é mnozenia przez skalar wzgledem dodawania wektoréw);

7 (a+0)du=a0vdl0u dla wszystkich skalaréw «, 5 € K i wektoréw u € V
(rozdzielno$¢ mnozenia przez skalar wzgledem dodawania skalaréw);

8) 1 ® u = u dla kazdego wektora u € V.

Ponizsze fakty zawarte w kolejnych zadaniach pokazuja, ze intuicje i oczekiwania
co do wlasnosci operacji okreslajacych przestrzen liniowa sa istotnie spelnione przy
takiej definicji przestrzeni liniowej.

Zadanie 1. Pokazaé, ze istnieje tylko jeden wektor zerowy.

Zadanie 2. Pokazaé, ze dla danego wektora u istnieje tylko jeden wektor —u do
niego przeciwny.

Zadanie 3. Pokazaé, ze dla kazdego wektora u zachodzi réwnos¢ 0 © u = 0.

Zadanie 4. Pokazaé, ze dla kazdego skalara « zachodzi réwnos¢ a ® 0 = 0.



Zadanie 5. Pokazaé, ze dla kazdego wektora u zachodzi réwnosé (—1) ®© u = —wv.

UWAGA!!! Dalej zamiast oznacza¢ dodawanie wektorow przez u @ v bedziemy
po prostu pisa¢ u + v, a takze zamiast oznaczaé mnozenie wektora przez skalar
przez o ® u bedziemy po prostu pisa¢ au. Nie bedzie to prowadzi¢ do niejasnosci,
gdyz znaczenie operacji dodawania (to czy dodajemy wektory czy skalary) oraz
mnozenia (to czy mnozymy wektor przez skalar czy dwa skalary) bedzie zawsze
jasne z kontekstu, m.in. dlatego, ze wektory oznaczamy pogrubiong czcionka.

Podamy teraz kilka przykladéw przestrzeni liniowych.

Przyktad 1. v = R?, K = R. (plaszczyzna). Dodawanie wektoréw definiujemy w

sposob nastepujacy:
|:=T1:| |:y1] . [961 +y1]
+ = .
) Y2 T2 + Y2

Mnozenie wektora przez skalar definiujemy w sposéb nastepujacy:
{xl} {(Ml}
e = .
T2 AT

Przyklad 2 (ten przyklad uogdlnia poprzedni). V. = R, K = R. (n-wymiarowa
przestrzen rzeczywista). Dodawanie wektoréw definiujemy w sposéb nastepujacy:

T1 Y1 1+
AR
Tn Yn T + Yn
Mnozenie wektora przez skalar definiujemy w sposéb nastepujacy:

I axy

Tn (657

Przyklad 3. V = C", K = C. (n-wymiarowa przestrzen zespolona). Dodawanie i
mnozenie przez skalar definiujemy analogicznie do definicji w przyktadzie 2.

Przyklad 4. V. = C[0,1] = {f : [0,1] — R : f jest funkcja ciagla}, £ = R
(przestrzen rzeczywistych funkeji ciagltych na odcinku [0, 1]). Wektorami sa tu wiec
funkcje. Suma dwdch wektoréw powinna wiec tez byc funkcja i istotnie definiujemy
taka sume jako zwykla sume funkcji, definiujac jej wartos¢ w argumencie x jako

(f +9)(x) := f(x) + ().

Mnozenie zas funkcji przez skalar definiujemy jako

(af)(z) := af (z).

Zadanie 6. Pokazaé, ze zbiory z dzialaniami zdefiniowane w przykladach 1)-4) sa
przestrzeniami liniowymi.



Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. Méwimy, ze podzbiér W jest podprzestrzenig
liniowa, piszemy W < V| jedli W tez jest przestrzenia liniows.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. Wektor u € V' jest kombinacja liniowg wek-
toréw vy, ..., v, € V, jesli dla pewnych skalaréow aq,...,a, € K:

U=oV1+ ...+ 0,Uy,.

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Méwimy, ze wektory vy, ..., v, € Vsa liniowo
niezalezne, jesli z réwnosci

a1+ ...V, =0

wynika

a; =...a, =0.

Twierdzenie 1. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. Wektory v1,...,v, € V sa
liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy zaden z nich nie jest kombinacja liniows,
pozostaltych.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo niezalezne. Jesli np.
wektor v bylby liniowo zalezny od pozostatych wektoréw wva, ..., vy, czyli istnia-
tyby skalary as,...,a, € K, takie ze

v = CY21)2—|—...—|—Oén’Un,

to

(=Dv1 + agva + ... + @y, =0,
a to przeczy liniowej niezaleznosci wektoréw w1, . .., v, (wspdlezynnik przy vy nie
jest réwny zeru).
Zalézmy teraz, ze zaden z wektorow vy, ..., v, nie jest kombinacjg liniowa pozo-
statych. Zalézmy tez nie wprost, ze nie sa to wektory liniowo niezalezne. Zatem
zachodzi rownosé

a1V1 + ... QpUn =0

i nie wszystkie skalary agq, ..., a, sa zerami. Zalézmy, nie tracac nic z ogélnosci, ze
np. aq # 0. Mamy wtedy

wbrew zalozeniu, ze v1 nie jest kombinacja liniowa pozostalych wektordw.

O
1
Zadanie 7. Rozwiazujac odpowiedni uklad réwnan, przedstawi¢ wektor |2 jako
3
1 -1 0
kombinacje liniowa wektoréw |1]|, | 1 | i |0| . Czy przedstawienie to jest jedno-
1 -1 1

znaczne?



Zadanie 8. Pokazac¢, ze jesli wektor 4 mozna przedstawi¢ na dwa istotnie rézne
sposoby jako kombinacje liniowa wektorow vq, ..., vy, to wektory vy, ..., v, nie sa
liniowo niezalezne.

Zadanie 9. Pokazaé, ze w C[0, 1] funkcje f(z) = z i g(z) = z? sa liniowo niezalezne
(jako wektory tej przestrzeni).

Bazqg przestrzeni liniowej V' nazywamy kazdy taki uktad wektoréw liniowo niezalez-
nych, ze kazdy wektor przestrzeni jest kombinacjg liniowa pewnych wektoréw tego
uktadu.

Pokazemy, ze kazde dwie bazy sa réwnoliczne. Wynikaé to bedzie z twierdzenia 2.

Sformulujmy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat 1. Jedli w pewnej przestrzeni liniowej wektory as,...,a, sa niezalezne, i
ai, ..., np—1 83 dowolnymi skalarami, to wektory a1 — aian,...,ap—1 — ap_1ay
tez sa liniowo niezalezne.

Zadanie 10. Udowodni¢ lemat 1.

Twierdzenie 2. Jesli wektory aq, ..., a, sa niezalezne, a takze wektory by, ..., b,
sa niezalezne oraz n > m, to nie mozna przedstawié¢ wszystkich wektoréw aq, ..., an,
jako pewnych kombinacji liniowych wektoréw by, ..., by,.

Dowéd. Zatézmy, ze jednak mozna, tzn. istniejg skalary 5; ;, 1 <i < n, 1 <j < m,
takie, ze

(1) a; = Bi1b1 + ...+ Bimbm

dla kazdego 1 <7 < n.

Zalézmy tez, ze m jest najmniejsza liczba, dla ktorej taka sytuacja moze zajsc,
tzn.przy pomocy pewnych m wektoréw niezaleznych mozna reprezentowaé¢ w po-
staci ich kombinacji liniowych pewna wieksza niz m liczbe innych wektoréw liniowo
niezaleznych. Od razu widaé¢, ze m > 1, bo przy pomocy jednego wektora b, nie
mozna reprezentowaé¢ dwoch wektoréw liniowo niezaleznych, bo wszystkie reprezen-
tacje maja posta¢ Ob i sa liniowo zalezne.

7 naszego zalozenia o minimalnoéci m wynika teraz, ze cho¢ jeden wspolczynnik

Bi.ms - - s PBn,m musi byé rézny od zera. Zatézmy nie tracac nic z ogdlnosci, ze B, m #
0. Wektory
p, B, P,
a1 — " an = (11— S Bna ) b1+ Brme1 — T Bam—1 | bm—1
6n,m ﬁn,m ﬂ”vm

an—lfﬂg_Lm Ap = <ﬂn—1,1 - ﬂn_Lm ﬁn,l) b1+ . -+<Bn—1,m—1 - ﬂn_Lm ﬁn,m—l) bm—l

n,m Bn,m ﬁn,m

sa na podstawie lematu 1 liniowo niezalezne. Tak wiec przy pomocy m —1 wektoréw
b1,...,bm—1 reprezentujemy n — 1 (> m — 1) wektoréw niezaleznych. Tu jednak



uzyskujemy sprzecznosé z zalozeniem, ze m byla najmniejsza liczba wektorow, dla
ktoérych cos takiego moglo si¢ zdarzy¢. To konczy dowod twierdzenia,
O

Twierdzenie 3. Zalézmy, ze pewna baza przestrzeni liniowej V' ma n elementow.
Wtedy kazda inna baza ma tez n eleemntéw.

Dowdéd. Teza wynika natychmiast z definicji bazy i twierdzenia 3.
|

Najprostszym i najwazniejszym przyktadem bazy w przestrzeni R" jest uktad wek-
toréw

1 0 0

0 1 0
€] = , €2 = ) y En =

0 0 1

Na podstawie twierdzenia 3 mozemy teraz wprowadzi¢ nastepujaca definicje. Wy-
miarem przestrzeni liniowej nazywamy liczbe elementéw jej bazy. Twierdzenie 3
méwi, ze definicja ta jest poprawna, czyli jednoznaczna. Wymiar przestrzeni linio-
wej V oznaczaé bedziemy przez dim(V'). Mdéwiagc o wymiarze, rozwazaé bedziemy
dalej wylacznie przestrzenie, dla ktérych dim(V) < oo, a wiec takie, ktére maja
baze skonczona.

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Niech wq, uz, ..., U, beda pewnymi wektora-
mi z tej przestrzeni. Przestrzeniq rozpietq nad wektorami wy, Uz, . . . , Uy, NAZywamy
zbiér wszystkich kombinacji liniowych tych wektorow. Oznaczamy ten zbior przez

span({u1, ug, ..., Um}) = {aur + ... + @pum @, € K, 1 <i < m}.

Zadanie 11. Pokazaé, ze W = span({u1, w2, ..., Uy }) jest przestrzenia liniowa.

Twierdzenie 4. Kazdy maksymalny uktad wektoréow liniowo niezaleznych w prze-
strzeni liniowej jest jej baza. Takze na odwrot, kazda baza jest maksymalnym ukta-
dem wektoréw liniowo niezaleznych.

Dowdd. Jesli pewien uklad wektoréw liniowo niezaleznych A nie bytby baza, istnial-
by wektor u, ktéry nie dawalby sie przedstawié¢ jako liniowa kombinacja wektorow z
ukladu A. Zatem uklad AU {u} bylby tez ukladem wektoréw liniowo niezaleznych
(dlaczego?), czyli A nie bylby maksymalny. Niech teraz B bedzie baza przestrzeni
liniowej. Jest to uklad maksymalny wektoréw liniowo niezaleznych, bowiem kaz-
dy inny wektor z przestrzeni przedstawia si¢ jako kombinacja liniowa wektoréow z
B, a wiec nie mozna juz dolaczyé¢ do B zadnego wektora, tak aby uklad pozostal

ukladem wektoréw liniowo niezaleznych.
O

Twierdzenie 5. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa i dim(V') = n. Kazdy uktad
wektorow liniowo niezaleznych w przestrzeni liniowej mozna powigkszy¢ do bazy.



Dowéd. Niech A = {a1,...,am} bedzie ukladem wektoréw liniowo niezaleznych.
Jesli uklad ten nie jest baza, to, na podstawie twierdzenia 4, nie jest maksymalny.
Mozna wigc znalezé wektor amy1, taki, ze A; = {a1,...,a@m,a@m+y1} jest ukla-
dem wektoréw niezaleznych. Jesli nie jest to jeszcze baza, to mozna znalezé wektor
Qm+2, taki, ze As = {a1,...,Am, @m+1, @m42} jest ukladem wektoréw niezalez-
nych. Kontynuujemy ten proces, az uzyskamy uklad maksymalny. Jedli tak mialoby
si¢ nie sta¢, to w pewnym momencie w systemie A, bedzie wiecej niz n wektoréw
liniowo niezaleznych i kazdy z nich bylby kombinacja liniowa wektoréow z bazy, a to
jest niemozliwe z twierdzenia 2.

|

Zadanie 12. Pokazaé, ze jedli dim(V) =n, A = {a1,...,am}, C ={c1,...,¢r} sa
uktadami wektoréw liniowo niezaleznych i 7 > m, to w C istnieje 7 — m wektoréw,
ktére mozna dodaé do A, tak aby nowy, w ten sposéb otrzymany, uktad r wektoréw
skladal sie z wektoréw liniowo niezaleznych. W szczegdlnosci jesli B = {by,...,bn}
jest baza w V, a A = {a1,...,am} jest ukladem wektordéw liniowo niezaleznych,
to A mozna uzupelni¢ do bazy n — m wektorami z B.



