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RODZINY JEDNOSTAJNIE CALKOWALNE

Rodzina zmiennych losowych {X,, : @ € A} jest jednostajnie calkowalna, jesli

(1) sup/ | Xo|dP — 0,
€A J[|Xo|>M)]
dla M — co.
Bardzo uzyteczna jest nastepujaca charakteryzacja rodzin jednostajnie cakowal-
nych.

Twierdzenie 1. Rodzina zmiennych losowych {X, : a € A} jest jednostajnie
catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy posiada nastepujace dwie wlasnosci:

1) sup,ep B Xa| < o0;
2) sup{ [, |Xo|dP : P(A) <doraz € A} — 0, dlad — 0.
Dowdéd. Najpierw udowodnimy, ze z jednostajnej catkowalnosci rodziny {X, : a €

A} wynikaja wlasnosci 1) i 2). Tak wiec zalézmy, ze rodzina {X, : a € A} jest
jednostajnie catkowalna. Wtedy dla dostatecznie duzego M mamy

/ | XoldP < 1.
[1Xal>M]

BIX.| :/ |Xa|dP+/ |Xo|dP < M+ 1.
([ Xal<M] ([ Xal2M]

To dowodzi 1).

Stad

Teraz udowodnimy 2). Niech € > 0 | i niech M bedzie na tyle duze, aby

/ X |dP < €/2,
| Xal>M]

dla kazdego a € A. Niech teraz P(A) < Me/2. Mamy wtedy

/\Xa|dP:/ |Xa|dP+/ | XaldP <
A AN[Xo>=M)] AN[Xo<M]

/ Xo|dP + MP(A) < /24 ¢/2 = c.
[(Xo>M]
Zatem wlasnosé 2) jest udowodniona.

Udowodnimy teraz odwrotna implikacje, czyli pokazemy, ze z warunkéw 1) and 2)
wynika jednostajna catkowalnosé.
Niech € > 0. Z 2) istnieje § > 0 taka, ze

/ |Xo|dP < e,
A
1
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oile P(A) < 4.7 1) supyecp E|Xq| jest liczba skonczong. Niech R = sup,cp E|Xql.
Niech M > R/§. Wtedy

1 1 R
Pl|X,| > M] < — Xo|dP < —E|Xa| < — < 4.
IXol > M < 7 [ IXaldP < GBI < g

Stad

/ IX.|dP < e.
(| Xa|>M]

O

Udowodnimy teraz lemat, ktéry bedzie przydatny w dowodzie kolejnego twierdze-
nia.

Lemat. Je$li Y € Ly, Y, € L1, n € N, sa nieujemnymi zmiennymi losowymi,
Y, £ Y lim, EY, = EY oraz lim, P(A,) = 1, to
lim Y, =0.

moJAg

Dowdéd. Zalézmy nie wprost, ze teza nie zachodzi. Przechodzac do podciagu, mo-
zemy zalozy¢, ze

lim Y, dP =a > 0.

n—oo [ 4c
n

Ewentualnie przechodzac ponownie do podciagu mozemy zalozyé, ze Y, — Y p.w.
oraz 14, — 1 p.w. Mamy

(2) EYnfEY:/ YndP+/ Ynde/ Yde/ Y dP.
A, A¢ Ay A¢
7 zalozenia wiemy, ze
(3) lim EY, = EY.
n—0o0

Poniewaz 14, — 1 p.w., wiec z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej
mamy

(4) lim [ YdP=limEl, Y = EY.

n—oo A n
n

Zatem z (2), (3), (4) dostajemy:

0 = lim (EY—-FEY,)+ lim Y dP > liminfn — oo/ Y,, dP—FEY +lim inf/ Y, dP =

liminf E[14,Y,] — EY +a > E[liminf(14,Y,,)] - EY +a=EY —EY +a=a>0

n—oo n—oo

a to daje sprzecznosc.
O

Mozemy teraz udowodni¢ nastepujace twierdzenie, ktére zawiera m.in. nowe twier-
dzenie graniczne typu ”calka z granicy jest granica calek”.
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Twierdzenie 2. Niech p > 1 i niech X,, bedzie ciagiem zmiennych losowych zbiez-
nych do X wg prawdopodobienstwa. Zakladamy takze, ze zmienne losowe X oraz
Xn, n € N, nalezg do L,. Wtedy naste¢pujace warunki sg réwnowazne:

L
)X, 2 x,
ii) rodzina {|X,|? : n € N} jest jednostajnie calkowalna,

i) E|Xa|P — B|X|P.

Dowdéd.

i) =>ii).

L
Poniewaz, wobec X,, — X, mamy E|X,|P — E|X|?, skad wynika, ze sup,, E|X,,|? <

L
0o. Z X,, =% X wynika tez, ze dla kazdego ustalonego zdarzenia A

(5) /\Xn|de—>/ IX|P dP.
A A

Zalézmy nie wprost, ze istnieje € > 0 oraz taki ciag zdarzen (Ay), i indekséw (ny),ze
limy, P(Ag) = 0 oraz

/ | Xpn, [PdP > e > 0.

k

Przechodzac ewentualnie do podciagu, mozemy zatozyé, ze P(Ag) < 1/2F. Niech

B = Ak

k>m
Wtedy P(By,) < 1/2™ czyli P(B,,) — 0, a wigc dla pewnego m, wobec F|X P < oo,
otrzymamy
/ |X|PdP < ¢,
B

m

ale dla kazdego k > m mamy

/ |Xnk\de>/ X P > <.

m k
7, atem

/ X, [P dP /> /B X dP,

m

a to daje sprzecznosé z (5).

ii)=-iii). Zalézmy teraz, ze rodzina {X, : n € N} jest jednostajnie catkowalna.
Niech € > 0. Zauwazmy, ze jesli zmienne losowe X,, zbiegaja do X wg prawdopodo-
biefistwa, to takze zmienne losowe | X, |P zbiegaja do | X|P wg prawdopodobiefistwa.
Mamy

(BIX, P — EIX[P| = |E[[Xal? — [XP]| < EI|X,[? — |X]?| =

/ 1, ~ X7 P+ [ 1P~ 1XP7] 4P <
(1 XnlP—|X]|P|<e] (1 XnlP—|X]|P|>e€]

g+/ \Xn|”dP+/ 1X|P dP.
[l Xn|P—]|X|P|>€] (1 Xn|?—|X|P|>e]
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Poniewaz P[||X,[P — |X|P| > ¢] — 0 dla n — oo i rodzina {X,, : n € N} jest
jednostajnie catkowalna, wiec

lim | X,|PdP = 0.
I X [P~ X [P >e]
Poniewaz |X|P € L1, wiec takze
lim |X|PdP = 0.
TS| Xn P =X [P >e]
Zatem wobec dowolnosci € > 0 dostajemy
lim |E|X,|P — E|X|?| =0.

iii)=1). Niech Y = | X|P 1 Y,, = | X,,|?. Mamy pokazaé
lim E|X, — X|? =0.
Mamy dla dowolnego ¢ > 0

E|X, - X]P = /

[|zn—X]|>€]

|Xn—X|”dP+/ X, — X|PdP <

[lzn—X|>¢]

/ | X, — X|PdP +¢.
[lzn—X]|>e€]
Wobec dowolnosci € > 0 wystarczy pokazac

lim | X, — X|P=0.
n—0oo |lzn—X|>€]
Mamy z nieréwnosci Minkowskiego:

1 1
/ X, — X|PaP| < / X, 7P| + / X[Pdp| .
(| Xn—X|>¢] (1 Xn—X|>¢] (1 Xn—X|>€]

Podstawiajac w udowodnionym wyzej lemacie Y = |X|P, Y,, = | X,|?, A = [|lz, —
X| < ¢], dostajemy z tezy lematu

lim |X,|P dP = 0.
n=0 J[1 X, — X | >e]

lim / |X|p dP =0
n—oo I Xn—X|>€]

ta czes¢ dowodu jest zakonczona.

Poniewaz takze

=

Zatem wszystkie implikacje zostaly udowodnione.



