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WARUNKOWA WARTOSC OCZEKIWANA; DEFINICJA
Przypomnijmy twierdzenie Radona-Nikodyma.

Twierdzenie Radona-Nikodyma. Niech (X, F, 1) bedzie przestrzenig miarowa,
z miara p o-skonczona. Niech v bedzie o-skoficzona miarg abosulnie ciagla wzgle-
dem p (v << ), tzn. taka, ktéra jest réwna zeru na wszystkich tych zbiorach, na
ktorych p jest réwna zeru. Wtedy istnieje funkcja F-mierzalna f : X — [0, 00),

taka, ze
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dla kazdego zbioru A € F. Funkcja f wyznaczona jest jednoznacznie z doktadnoscia
do zbioréw miary p zero.

v

Funkcje f oznaczamy f := Z—# i nazywamy pochodng Radona-Nikodyma miary v
wzgledem miary pu.

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Niech G bedzie o-algebra za-
warta w F, G C F. Niech X bedzie nieujemna zmienng losowa. Niech teraz

:/Xdp,
A

dla A € G. Tak zdefiniowana miara v jest absolutnie ciggta wzgledem prawdopodo-
bienstwa. Z twierdzenia Radona-Nikodyma, zastosowanego do przestrzeni probabi-
listycznej (€2, G, P), istnieje G-mierzalna zmienna losowa Y > 0, taka, ze

m:AYM

dla kazdego A € G. Funkcje Y oznaczamy przez E(X|G) i nazywamy warunkowq
wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X wzgledem o-algebry G. Podsumowujac,

E(X|G) jest regularyzacja zmiennej losowej X, o ile interesuja nas jedynie calki po
zbiorach z G, inaczej méwiac E(X|G) jest G-mierzalna oraz
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Przyklad 1. Rzucamy dwa razy moneta. Przestrzen zdarzen elementarnych €2 to

Q= {(Ov O)v (OvR)a (R7 O)a (Ra R)}

dla kazdego A € G.

o-algebra, ktéra zawiera wszystkie informacje o mozliwych wynikach to

F=P(Q),
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tzn. F jest rodzing wszystkich podzbioréw zbioru (2. Na przyklad zawiera zdarzenie
S = [woburzutach otrzymali$my ten sam wynik] = {(O0, O), (R, R)}.
Niech G C F bedzie g-algebra opisujaca tylko pierwszy rzut. Mamy
G={0.{(0,0),(0,R)},{(R,0), (R, R)},2}.

Niech X bedzie zmienna losowa opisujaca catkowita wygrana w grze, w ktorej

wygrywamy 1 za orta and 0 za reszke, tzn.
X((0,0))=2, X((O,R))=1, X((R,0))=1, X((R,R)) =0.

Warunkowa warto$é oczekiwana E(X|G) musi by¢ stala na atomach algebry G

tj. na zdarzeniach {(0,0), (0, R)}, i {(R,0),(R, R)} i spelnia¢ réwnosci:

3
/ E(X]6) dP:/ xdp =3
{(0,0),(0,R)} {(0,0),(0,R)} 4

/ E(X\g)dP:/ xap =1
{(R,0),(R,R)} {(R,0),(R,R)} 4
Stad
E(X19)((0,0)) = E(X|G)((O,R)) = g
E(X[G)((R,0)) = E(X|G)((R,R)) = %

Nasz nastepny przyktad zbudowany jest juz na przestrzeni nieprzeliczalne;j.

Przyklad 2. Niech Q = [0,1], F = B[0,1] (B0, 1]- o-algebra zbioréw borelow-
skich na odcinku [0, 1]), i niech prawdopodobiefistwem w tym modelu bedzie miara
Lebesgue’a A na odcinku [0, 1]. Niech

ool [12)[])

Niech X (t) = ¢?. Odcinki [0,1/4), [1/4,1/2) and [1/2,1] sa atomami o-algebry G,
skad warunkowa warto$é oczekiwana E(X|G) musi by¢ stala na tych odcinkach.
Musza takze zachodzi¢ réwnosci:
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Niech E(X|G)|(0,1/4) = a. Z pierwszej réwnodci dostajemy
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skad a = 4—18. Poprzez podobne obliczenia dostajemy
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Zdefiniujmy teraz warunkowsg warto$¢ oczekiwana w p;rzypadku ogdlnym: X €
L1(Q, F, P). Przypomnijmy: X (w) = max{X(w),0}, X~ (w) = max{—X(w),0}.
Latwo sprawdzi¢, ze X = XT — X~. Takze X+, X~ > 0. Naturalng wigc definicja
(podobnie jak dla zwyklej wartosci oczekiwanej, czyli po prostu calki) jest dla o-
algebry G C F:

E(X|G) := E(XT|G) — E(X|G).



