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WARUNKOWA WARTOSC OCZEKIWANA - WEASNOSCI

W calym tym rozdziale zakladamy, ze dana jest przestrzen probabilistyczna (2, F, P),
a wszystkie zmienne losowe sa F-mierzalne.

Zauwazmy, ze warto$¢ oczekiwana jest funkcjonalem (przyporzadkowuje zmiennej
losowej liczbe), natomiast warunkowa warto$é¢ oczekiwana jest operatorem (przypo-
rzadkowuje zmiennej losowej zmienng losowa). Tak wieé, pewne wlasnosci warunko-
wych wartosci oczekiwanych, bedace analogonami wtasnosci wartosci oczekiwanej,
a wlasciwie ich uogélnieniami, czesto wymagaja dowodow bardziej zlozonych niz ma
to miejsce w przypadku wartosci oczekiwanej. O takich podstawowych wlasnosciach
warunkowych wartosci oczekiwanych orzeka ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. Niech H C G bedg o-algebrami podzbiorow €2 zawartymi w F. Niech
X,Y beda zmiennymi losowymi. Wtedy zachodza (p.w.) ponizsze réwnosci:

1) E(X +Y|G) = E(X|G) + E(Y|9);
ii) E(aX|G) = aE(X|G) for a € R;
iii) B(E(X|G)|H) = E(X|H).

Aby uidowodnié i) zal6zmy najpierw, ze X, Y > 0. Let A € G. Mamy

/(X+Y)dP:/XdP+/YdP:
A A A

/ E(X|G)dP + / E(Y|G)dP = / (E(X|G)+ E(Y|G))dP.

A A A

Z jedynosci warunkowych wartosci oczekiwanych (z doktadnoscia do zbioréw miary
zero) dostajemy juz i) dla X,Y > 0.

Przejdzmy teraz do ogdlnego przypadku X,Y € L;. Udowodnimy najpierw naste-
pujacy claim.

Claim. Jesli X > Y > 0 sa zmiennymi losowymi, to

E(X -Y|9) = E(X[G) — E(YG).

Dowéd claimu. Wiemy juz, ze i) zachodzi dla nieujemnych zmiennych losowych.
Zatem

E(X -Y|9)+ E(Y|G) = E(X|G),

a stad juz wynika teza claimu. %

Mamy

E(X+Y|G) = E(X +Y)"|g) - E(X +Y)7[9).
1
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Z zachodzenia tezy twierdzenia dla nieujemnych zmiennych losowych oraz z claimu
mamy:
E(X+Y)"G) =

E<1[X>O]O[Y20] (X +Y)+

1ix oy <ojnix sy (X = [Y]) + Lx <oy oy > xp (Y — |X|)\g) =
E(lixzony>0X19) + E(Qxsonpy=0Y9)+
Eixso0ny<onx =y X19) — EQxsony <onix=vilY19)+

E(lx<onyzony>xnY19) — Elx<ojnpy o0ny > x| X[|9)-
Podobnie,

E((X +Y)719) =
E(lix<ony <o (| X+ [Y])+
1ix<oniyzonx =y (X[ = Y) + 1ixsony <ongyisx (Y] = X)\g) =
E(l[X<0]ﬂ[Y<0} |X|\Q) + E(l[X<0]m[Y<0]|Y||g)+
E(1x<onpyzon)xzv)|X19) = Ex <oy s0nx >y Y 19)+
Exzony<ony>x)Y|9) — EQxony <ony)>x1X9)-

Tak wiec, uzywajac ponownie tezy, ktéra zostata juz udowodniona dla nieujemnych
zmiennych losowych, dostajemy

E(X+Y)*9) - E(X+Y)7|6) =
E((Lxz0ny=0 + Lixzony<onx=|y)] + Lxzony<onyi>x)X|G)+
E((Axz0npy=0 + lx<onyzony>|x|] + lx<onyzonix|>y)Y19)—
E((1ix<o)npy =0niy>| x| + Lx<opny <o + 1ix <ojniy sonx|>v) I X1G)—
E((Axz0ny <onx>y) + Lix<oniy <o + xzony<onyi>x)IYG) =
E(XT|G)+ E(YT|G) - B(X|G) = E(Y™|G) = E(X|9) + E(Y[G).

Tak wiec czeéé 1) twierdzenia jest udowodniona.

Dla dowodu ii) zalézmy najpierw, ze X > 0 oraz a > 0. Niech A € G. Mamy

/AaXdP:a/AXdP:a/AE(mg):/AaE(X|g)dP,

a wiec w tym przypadku ii) zachodzi.
Zalézmy teraz, ze X € L1 i a > 0. Na podstawie tego, co udowodniliSmy wyzej,
mamy
E(aX|G) = E((aX)"|G) — E((aX)™|G) = E(aXT|G) — E(aX"|G)
= aE(X+|g) —aE(X7|G) = aE(X|G).

Zalézmy teraz, ze o < 0. Na podstawie zachodzenia tezy w rozwazonym wyzej
przypadku mamy:

E(aX|G) = E(la|(=X)9) = |a|E(-X|9) =
la[(B(X7|G) — E(XT]G)) = |al(-E(X|G) = aEB(X]G).

Tak wiec czeé¢ ii) twierdzenia jest udowodniona.
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Aby udowodnié iii) zal6zmy najpierw, ze X > 0. Niech A € H. Poniewaz H C G,
mamy

/ X dP = / E(X|G)dP = / E(E(X|G)|H) dP.
To dowodzi tezy ;unktu iii) (ﬁa nieujemnych zfniennych losowych.
Zalézmy teraz, ze X € L1(Q, F, P). Mamy
E(X[H) = B(X*|H) — E(X~|H) =
E(E(XT|G)H) - E(E(X™|G)[H) = E(E(X|G)|H)

gdzie ostatnia réwno$¢ is otrzymana jest na podstawie juz udowodnionej w i) i ii)
liniowosci warunkowej wartosci oczekiwane] (zauwazmy, Ze nie wynika ona wprost
z definicji E(X|H), poniewaz zmienna losowa E(X |G) nie jest, w ogélnosci, réwna
E(X|G)™, i nie zachodzi takze analogiczna réwnosé¢ dla dla E(X~|G) - ¢w.).

(Il

Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej posiada swoje uogdlnienie dla
warunkowych wartosci oczekiwanych.

Twierdzenie 2. Niech (Z,), bedzie niemalejacycm ciagiem nieujemnych zmien-
nych losowych oraz lim,, .., Z, = Z, and Z € L.
Wtedy

lim E(Z,|G) = E(Z|G).

Dowéd. Musimy sprawdzié, czy dla dowolnego A € G zachodzi réwnosé
/ ZdP = lim E(Z,|G)dP.
A AT

Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej

/ lim E(Z,|G)dP = lim [ E(Z,|G)dP =
A’I’L‘?OO n—oo A

lim ZndP = / lim Z,dP = | ZdP.
n—oo [ 4 A M0 A

To konczy dowdd.
O

Nastepujace twierdzenie orzeka o kolejnej bardzo waznej wtasnosci warunkowej war-
tosci oczekiwane;j.

Twierdzenie 3 Niech X,Y, XY € L. Wtedy E(YX|G) =YE(X|G) p.w., jesli Y

jest G-mierzalng zmienng losowa.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze X,Y > Ooraz Y =Y ' a;14,, AiNAj =01ia; # a;
for i # j. Wtedy A; = Y~ 1[{a;}] € G. Niech A € G. Mamy

/YXdP:/ > aily, XdP:Zai/lAiXdP:
A A \i=1 =1 A



|

ANA;

XdP = Zal/

ANA;

E(X|G)dP = /(Za,1,4> (X|G)dP

_ / YE(X|G) dP
A
co pokazuje ze E(XY|G) =Y E(X|G) p.w. dla Y jak wyzej.

Aby pokazaé zachodzenie tezy dla dowolnych nieujemnych zmiennych losowych X
i Y zastosujemy twierdzenie 3.

Niech
n2"

1—1
Y, = Z 7271 1[7;2}1\ i2—nl .

i=1

Poniewaz zmienne losowe maja postaé, ktéra zakladaliémy wyzej, mamy F (Y, X|G) =
Y, E(X|G). Z twierdzenia 3 dostajemy

E(YX|G) = E( lim Y,X|G) = lim E(Y,X|G) =

lim Y, E(X|G) = YE(X|G).

Teraz rozwazmy przypadek ogdlny dowolnych zmiennych losowych X, Y speliaja-
cych zatozenia twierdzenia. Mamy

E(XY|)=E((Y" Y ) (X' -X7)|g) =
EYTXTG) —-EY XTG) -EYTX |G)+EY X|G) =
YTE(XTIG) - Y EX'G) - Y E(X™|G)+Y E(X™|g) =
YHE(XT|G) - E(X7|9)) — (BE(XT|9) - B(X™|9)) =
YTE(X|G)-Y EX|G) =T -Y )EX|G) = YE(X|G).
O
Twierdzenie 4 Jedli zmienna losowa X € L; i o-algebra G sa niezalezne (tzn.

dla kazdego zbioru B € B(R) i A € G zdarzenia X ~![B] i A sa niezalezne), to
E(X|G) = EX p.w.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze dla kazdego A niezaleznego od wszystkich zdarzen
7z G E(14]G) = P(A) p.w.
Mamy dla C' € G

/ 14dP = El¢l, = E1,E1¢ = P(A)P(C) = / P(A)dP
C C

Jedli X jest dyskretna zmienng losowa X = Y1 a;la,, AiNA; =01 a; #a; dla
i #j (wtedy A; = X7 1[{a;}]), mamy p.w.

E(X|G) = Zal (14,16) =Y a;P(A;) = EX
1=1

Zalézmy teraz X jest nieujemng zmienng losowa niezalezna od G. Niech (X,,),, be-
dzie niemalejacym ciggiem dyskretnych zmiennych losowych punktowo zbieznym
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do X. Z twierdzenia 2 oraz klasycznego twierdzenia Lebesgue’s o zbieznos$ci mono-
tonicznej dostajemy

E(X|9) = E( lim X,|G) = lim E(X,|G) =
lim EX, = E lim X, = EX.

n—oo n—oo

Aby zakonczy¢ dowdd rozwazmy przypadek ogélny dowolnej zmiennej losowej X €
Ly niezaleznej od G. Mamy

E(X|G) = E(X*|g) - E(X~|g) = EX* - EX™ = EX.
O

Twierdzenie 5 (Nieré6wno$é¢ Jensena dla warunkowych wartosci oczekiwa-
nych). Niech ¢ : R — R bedzie funkcja wypukla. Niech X bedzie zmienna losowa.
Zalézmy, ze X € Ly and o(X) € Ly. Wtedy zachodzi nastepujaca nieréwnosé:

(1) E(p(X)|9) > p(E(X|9)) a-e.



