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MARTYNGALY Z CZASEM DYSKRETNYM, TWIERDZENIE DO-
OBA O ZBIEZNOSCI SUBMARTYNGALU

Niech r < s beda liczbami rzeczywistymi. Zdefiniujmy liczbe przecie¢ w gore odcinka
[r, s] przez skonczony ciag liczb rzeczywistych aj,as,...,an. Niech ¢; = min{i <
N : a; < r}. Jesli zbiér, po ktérym bierzemy tu minimum jest pusty, definiuje-
my t; = N. Niech to = min{i < N : 4 > t1 1 a; > s}. I znéw, jesli zbidr, po
ktérym bierzemy tu minimum jest pusty, definiujemy to = N. Zalézmy, ze liczby
t1,ta, ..., tak_1,ta zostaly juz zdefiniowane. Niech teraz tor11 = min{i < N : i >
tor 1 a; < r}. Jedli zbidr, po ktérym bierzemy tu minimum jest pusty, definiujemy
tog+1 = N. Niech top1o = min{i < N : 4 > topy1 1 a; > s}.I znéw, jesli zbiér, po
ktérym bierzemy tu minimum jest pusty, definiujemy ¢ox+2 = N. Liczbe [ przecigé

w gore odcinka [r, s] clagiem ay,as, ...,ay definiujemy jako
[:= l[(;l’;)]KN =max{k : a,,_, <71 a, > s}

Niech teraz dana bedzie przestrzen probabilistyczna (2, F, P) i proces stochastycz-
ny (X;)i<i tegn adaptowany do filtracji (F))1<: 1eqn- Rozwazamy dla odcinka [r, s]
jow. liczbe l(w) przecig¢ w gore odcinka [r,s] ciagiem X;(w), Xao(w),..., Xn(w).
Zauwazmy, ze | jest zmienna losowa, tzn. jest F-mierzalna:
k
(1>k = U ) (X, <N (X, >s]).

1<i1 <ia< .. <igp KN j=1

Lemat 1. Niech (X;)1<i<n bedzie submartyngatem adaptowanym do filtracji (F;)1<i<n-
Dlal = l[(j(;]) mamy
1

sS—T

1
El < E(Xy —1)" < ——(EX{ +|r)).
S—Tr

Dowéd. Zauwazmy, ze liczba [(w) przecie¢ w gére odcinka [r, s] ciagiem X (w) ... X, (w)
jest réwna liczbie przecie¢ w gére odcinka [0, r— 5| ciagiem ciagiem Y7, ..., Yy, gdzie

Y; = (X;(w)—r)*t. Zauwazmy, ze (Y;)Y, jest takze submartyngalem (adaptowanym
do tej samej filtracji). Niech Yy = 0. Poniewaz zmienne losowe Y;, i > 0, sa nieujem-
ne ciag (V;)¥, jest nadal submartyngalem, gdzie do filtracji dodajemy jakakolwiek
o-algebre Fy C Fj.

Poniewaz réznice Y;,, — Y3,, , sa zawsze nieujemne, dla dowolnej w € {2 mamy

1
l(w) < E[(Yzz (w) - Y;fl (w)) + (Y%4 (w) - Yrts (w)) Tt (Ygsz (w) - Y%2N—1 (w))]
(Zauwazmy, ze czasy zatrzymania t; zostaly zdefiniowane dla kazdego i € N i pewna
liczba ostatnich skladnikéw powyzszej sumy jest rowna zeru; nie ma to jednak zad-
nego znaczenia dla naszych dalszych obliczen.) Nakladajac na obie strony powyzszej
1



rownosci wartos¢ oczekiwang i korzystajac z lematu o opcjonalnym zatrzymaniu,
mamy £(Y;, , —Y;,) > 0 dlakazdego i € N (to uzasadnia druga nieréwnosé ponizej)
i otrzymujemy:

1
E]l((“‘))< S_T[E(Y;fz_yh)_FE(}/tzL_Y753)+"'+E(}/t21\1_Ytszl)]<
1
SiT[E(}/tl_KO)+E(Y22_Kl)+"'+E(K2N_K2N—1)]:
L gy, =L gy, =L gy —LE(X )+<L(EX++| )
s—r tzN_S—T‘ tN_S—?” N_S—’l” N —T \S—T‘ N T
g

JesteSmy juz teraz gotowi do przedstawienia twierdzenia Dooba o zbieznosci sub-
martyngatu. Jest to jedno z fundamentalnych twierdzen calej teorii martyngalow.

Twierdzenie 1 (Dooba o zbieznos$ci). Niech (X;);cz bedzie submartyngatem
adaptowanym do filtracji (F;);cz. Wtedy

i) X o =lim;__o X; € R istnieje p.w.;

i) EXT < oo;

iii) dla dowolnego A € F_,

/X_oodP</XidP
A A

dla kazdego i € Z. Tak wiec, jesli EX~ < oo, dla F_oo = (i, F-i, (Xi)iezu{—oo}
jest submartyngatem adaptowanym do filtracji (F;)iczuf—oo}-

Dalej zakladamy dodatkowo, ze sup;c;, EX;" < co. Wtedy

iv) granica X = lim;_, o, X; istnieje p.w;

V) Bl Xs| < 005

vi) proces (X;)iezu{—oo,00} jest submartyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina
{X;" :i € Z} jest jednostajnie catkowalna.

Dowdd.

i). Dazac do sprzecznosci, zalézmy, iz zdarzenie, ze granica lim;_, ., X; nie istnieje
ma prawdopodobiefistwo wieksze niz zero (jest latwym ¢wiczeniem sprawdzenie, ze
ten zbidr jest zdarzeniem, tzn. jest F-mierzalny). Zatem zakladamy

P[liminf X; < limsup X;] > 0.

1—— 00

i— —00
Jako ze
[liminf X; < limsup X;] = U liminf X; <7 < s < limsup Xj],
e e r<s,r,s€Q e e

mozemy znalezé dwie liczby wymierne r < s, takie, ze

Plliminf X; <7 < s < limsup X;] > 0.
Niech I(M) (w) bedzie liczba przecie¢ w gére odcinka [r, 5] przez ciag X _ n(w), . .., Xo(w).
7 definicji lim sup and lim inf
1N (W) — oo
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dla w € [liminf;, o X,, < r < slimsup, ,__ X;]. Stad EI'N) — oo, poniewaz
Plliminf, . X; < r < s < limsup,_, ., X;] > 0. Z drugiej strony, z poprzedzaja-
cego twierdzenie lematu wiemy, ze dla kazdego N € N

1

s —

1
EIYN) < (EXo —1r)"T < ——(EX] +|r]) < oo
r S—rT

Jest to oczywista sprzecznosé.

ii) Wiemy z i), ze granica X' = lim;,_o, X;” € R istnieje p.w. Wiemy tez, ze
(Xi+ , Fi)icz jest submartyngalem. Stosujac lemat Fatou, otrzymujemy

EX = F lim X llmlnfEX+ EXS' < 0.

13— 00 1—00

iii). Niech A € F_,. Wtedy takze A € F; dla i € Z. Pokazemy teraz, ze
/ X_dP < / X;dP
A A
dla kazdego i € Z.

Niech ig € Z. Niech n € N. Ciag (max(X;, —n));ecz jest submartyngalem. Stosujac
lemat Fatou aby otrzymaé¢ druga z ponizszych nieréwnosci, dostajemy

1—00

/ max(X;,,—n)dP > lim maX(X_“ —n)dP > / max(X_so, —n) dP.
A
7 twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej mamy
lim [ max(X;,,—n)dP = / X, dP
oraz

lim [ max(X_,—n) dP:/X_Oo dP.
A

n—oo A

iv). Tu dowdd jest analogiczny do dowodu i). Dla oszacowail uzywamy sup,, oy (E X, +
) < oo zamiast EXJ + |r|.

v). Zauwazmy najpierw, ze takze sup,, oy E|X,,| < co. Mamy
EX' - EX. = EX, > EX),

i stad

EX; < EX; — EX; < sup EX; + E|X].
neN

Stad wynika, ze

sup FX, < oo,
neN

i dostajemy

sup F|X,,| < cc.
neN

7 lematu Fatou

E|X»| <sup E|X,| < cc.
neN
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vi). (<) Zalézmy najpierw, ze rodzina {X;" : i € Z} jest jednostajnie catkowalna.
Wtedy dla dowolnego m € N rodzina {max(X;,—m) : i € Z} jest jednostajnie
calkowalna. Istotnie, niech A bedzie dowolnym zdarzeniem. Mamy

(1) / |max(Xi,fm)|dP</ X;"dP +m - P(A).
A A
Tak wiec z jednostajnej catkowalnosci rodziny {X;™ : i € Z} dostajemy
sup{/ | max(X;,—m)|dP : P(A) <e,i € Z} — 0,
A
dla € — 0, poniewaz zbiezne do zera sa jednostajnie ze wzgledu na e (tzn. niezaleznie
od A) oba sktadniki po prawej stronie nieréwnosci (1). Mamy takze
sup{E| max(X;,—m)| :i € Z} < sup{EX;" :i € Z} + m < o,

znéw z jednostajnej catkowalnosci rodziny {X;r : i € Z}. Tak wiec rodzina {max(X;, —m) :
i € Z} jest jednostajnie catkowalna.

Niech teraz ng € N i niech A € F,,,. Z twierdzenia o calkowaniu granicy ciggéw
jednostajnie catkowalnych

lim [ max(X,,—m)dP = / max(Xs, —m) dP,
A

n—oo A

i cilag z lewej strony nieréwnoéci jest niemalejacy dla n > ng. To daje
/ max(X,,, —m)dP < / max(Xeo, —m) dP,
A A

Stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej dla m — oo, dostajemy

/Xnodpg/xoodp.
A A

Ze wzgledu na i) to koiiczy dowdd, ze proces (X;)iezu{—oo,00} jest submartyngatem
ze wzgledu na filtracje (F;)iczuf—oo,00}-

(=) Zalézmy teraz, ze (X;)iczu{—oo,00} jest submartyngatem ze wzgledu na filtracje
(Fi)iezuf—o0,00}- Teza wynika z lematu 2 z wykladu 4.



