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NIEROWNOSCI MARTYNGALOWE; SUBMARTYNGALY L,

Udowodnimy twierdzenie wiazace wartos¢ oczekiwana supremum po trajektoriach
z supremum wartoéci oczekiwanych na poziomach czasowych dla submartyngatu
L,, p > 1. Kluczowe znaczenie bedg mialy tu dwa nastepujace lematy.

Lemat 1. Niech p > 1. Jedli X,Y sg nieujemnymi zmiennymi losowymi, X € L,
oraz dla kazdego t > 0 zachodzi nieréwnosé

tPlY > 1] < X dP,
(Y>t]

to
1Ylp < allX]]p,
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Dowéd. Niech F(t) = P[Y < t] and G(t) = P[Y > t]. Mamy
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Poréwnujac skrajne wyrazy w powyzszym ciggu nieréwnosci, otrzymujemy:

EY? < q||X]|, - (BY")'F,

skad ostatecznie
1Yl < al|X|]p-

Dla dowolnego procesu stochastycznego (X,,), zdefiniujmy

X" (w) = stle Xn(w).
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Lemat 2. Niech (X, )nenufoo} bedzie nieujemnym submartyngatem, gdzie Xo, =
lim,, .o X,,. Wtedy dla kazdego o > 0:

(1) aP[X* > a] < /

Xoo <sup FX .
[X*2>a] n

Dowdd. Jesli @ = 0 teza jest oczywista. Zalézmy, ze o > 0. Niech 0 < § < «.
Zdefiniujmy nastepujace czasy zatrzymania

S(w) = min{i : X; > £}
oraz
Sy, = min(S, n).

Poniewaz S,, < k, z twierdzenia o opcjonalnym zatrzymaniu dwuelementowy proces
(X;n,Xk) jest submartyngatem (wzgledem filtracji (Fg, , Fr)). Zatem

BP[Xs, >6]+/ Xs, dP < EXg, < EXj.
[Xs, <B]

Dla n — oo w nieréwnoéci poréwnujacej skrajne wyrazy wyzej, dostajemy z jedno-

stajnej calkowalnosci ciagu (X, ),

BPIX* > f] +lim E[lix, < Xa] = BPIX" > 8] + E[Lpxe < Xoc] < EXoc.

7 ostatniej nier6wnosci otrzymujemy nierownosé

BP[X* > (] < / X dP.
[X*>p]

Przechodzac z 8 do granicy [ ' a dostajemy nieréwnosé z tezy.
O

Mozemy teraz sformutowaé¢ i udowodni¢ anonsowane na poczatku tego paragrafu
twierdzenie o calce z supremum po trajektoriach submartyngatu.

Twierdzenie 1. Niech (X,),cy bedzie nieujemnym submartyngatem i p > 1 .
Wtedy
[ X*]]p < gsup || Xnllp,
n

el 1
gdzie St =1
Dowéd. Jedli sup,, || Xn||p = 00, teza jest oczywista. Zalézmy wiec, ze

(2) sup || Xy ||, < oc.
n

Zauwazmy, ze ciag (X, ), jest jednostajnie catkowalny, czyli

lim X, dP =0.
M —o00 [Xn>M]

Istotnie, stosujac nieréwnos$é¢ Holdera, otrzymujemy

/[x M) X dP = Elix, 50 Xn < |1, 500l Xall, = (P[X0 > MDY|X,],,
n>



wystarczy wigc wykazac, ze

(3) lim sup P[X,, > M]=0.
—X0 n

Mamy z nieréwnosci Markowa

1 1
P[Xo > M) < 2B X, < Sosup BX,

i wobec sup,, EX,, <1+ sup, ||EX,||, < oo dostajemy (3).

Z jednostajnej catkowalnosci (X,,), na podstawie twierdzenia Dooba o zbieznosci
wnosimy, ze granica X, := lim, X,, istnieje i (X,,), z dolaczona zmienng losowa
X jest submartyngalem. Z lematu 2 dostajemy

aP[X* > a] < / Xo.
[X*2>a]
Przyjmujac wiec w oznaczeniach lematu 1: X = X, oraz Y = X* zauwazamy, ze
zalozenia lematu 1 dla tak zdefiniowanych X i Y sa spelnione, zatem zachodzi teza
lematu 1, co daje
1711y < all Xl < gsup 1K,

(ostatnia nieréwno$¢ wynika z lematu Fatou).
]

Whiosek. Niech (X,,)nen bedzie nieujemnym submartyngalem i p > 1, oraz sup,, || X, ||, <
oo. Wtedy (XP),, jest jednostajnie catkowalnym submartyngalem.

Dowéd. Rodzina (X,,)nen jest ograniczona z géry L, zmienng losowa X*, co daje
jednostajng catkowalnosé.
O

Z lematu 2 mozemy takze wyprowadzi¢ tak zwana nieréwno$é¢ maksymalng Dooba.

Twierdzenie 2. Jesli (X,,), jest martyngalem, to dla kazdego nieujemnego «

aP[X* > a] < sup [|Xall1.

Dowéd. Niech k € N. Niech Z = min(| X, k). (Z,(lk))n jest submartyngatem
jednostajne catkowalnym, do ktérego mozna dodaé Zé’.f) = limy, 00 ZT(Lk). Na pod-
stawie lematu 2 mamy

aP[Z®" > a] < |28y = sup || 2|1

Poniewaz oba ciagi (a«P[Z®)), oraz (sup, |\Z,(Lk)||1);C sa niemalejace, ich grani-
ce istnieja i nieréwnosé dla granic zostaje zachowana. Z twierdzenia Lebesgue’a o
zbiezno$ci monotonicznej (zastosowanej do prawej strony nieréwnosei) jest to nie-
rownosé z tezy twierdzenia.
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