Celem kursu jest zapoznanie Panstwa z technikami umozliwiajacymi postugiwanie
sie zaawansowanymi metodami analitycznymi, a przede wszystkim probabilistycz-
nymi. Chcac wykroczy¢ poza elementarny rachunek prawdopodobienstwa na prze-
strzeniach dyskretnych, musimy odwolywaé sie do glebszych metod analitycznych.
Ten kurs ma wyposazy¢ shuchaczy w wiedze z zakresu topologii i teorii miary pozwa-
lajaca na studiowanie juz bez ograniczen rachunku prawdopodobienstwa i analizy
matematyczne;j.

Prosze zapoznaé sie¢ z materialem, szczegélnie zwracajac uwage na zadania pozo-
stawione do samodzielnego rozwiazania. Zadania te stanowia czesto istotna czesé
wyktadu i nie moga by¢ pomijane.

PRZESTRZENIE METRYCZNE, PODSTAWOWE POJECIA

Podstawowym pojeciem topologii metrycznej jest pojecie przestrzeni metrycznej.
Wiemy juz, ze na prostej czy na plaszczyznie, majac dwa punkty, mozemy okresli¢
odleglo$¢ miedzy nimi. Na prostej rzeczywistej R punkty to po prostu liczby; niech
wiec a, b € R. Odlegloéé od punktu a do b to po prostu |a — b|. Na plaszczyznie R?
punkty to pary liczb, niech wiec a = (a1,a2) i b = (b1,b2). Odleglosé od a do b to
zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa: \/(a1 —b1)2+ (az — b2)2.

Przestrzen metryczna to zbiér, w ktorym okreslona jest odlegto$é miedzy elemen-
tami tego zbioru, nazywanymi punktami. Bardziej precyzyjnie: przestrzenig me-
tryczng nazywamy pare (X,d), gdzie X jest dowolnym ustalonym zbiorem, za$
d: X? — [0,00) jest funkcja z kwadratu kartezjanskiego zbioru X (czyli zbioru
wszystkich par punktéw zbioru X) w zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych spel-
niajaca nastepujace trzy warunki dla dowolnych punktéw a,b,c € X:

1) d(a,b) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = b;

2) d(a,b) = d(b,a) (symetria);

3) d(a,b) +d(b,c) > d(a,c) (warunek tréjkata).

Powyzsza funkcje d nazywamy metrykg lub odlegloscig na X.

W ponizszych éwiczeniach znajduja sie przyktady przestrzeni metrycznych. Wyka-
zanie, ze dana para (X, d) jest przestrzenia metryczna sprowadza sie zazwyczaj do

pokazania, ze d spelnia warunek tréjkata (warunek 3); pozostale dwa warunki sa
zazwyczaj trywialnie spetnione.

Zadanie 1. Pokazaé, ze para (R,dy), gdzie di(a,b) := |a — b|, jest przestrzenia
metryczna. Odlegloéé di nazywamy odlegloscig euklidesowq na prostej.

Zadanie 2. Pokazaé, ze para (R?,dy), gdzie

dz((a1,az), (b1,b2)) = v/(a1 — b1)% + (az — b)?,
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jest przestrzenia metryczng. Odlegloéé do nazywamy odleglosciq euklidesowg na
plaszczyznie.

Zadanie 3. Pokazad, ze para (R™,d,), gdzie n € N
dn((a,l, . 7(1”), (bl, ey bn)) = \/(a,l — b1)2 + ...+ (an — bn)Q,

jest przestrzenig metryczna. Odleglo$é d, nazywamy odleglosciq euklidesowqg w
przestrzeni n-wymiarowej, a przestrzen (R"™, d,,) nazywamy n-wymiarowa przestrze-
nig euklidesowq.

Zadanie 4. Pokazadé, ze para (R™, p,,), gdzie n € N

(a1, ... an), (b1, .., bn)) == lar — b1 + ... + |an — bnl,
jest przestrzenia metryczna.
Zadanie 5. Pokazadé, ze para (R™,6,), gdzie n € N

On((a1,...yan), (b1,...,by)) := max{|ay — b1],...,|an — bal},
jest przestrzenia metryczna.
Zadanie 6. Niech a,b € R2. Odlegtoéé d(a,b) od a do b definijemy jako 0, jesli a = b
(skadinad, jesteSmy do tego zmuszeni, prawda?), natomiast jesli a # b, to d(a,b) to
suma odlegtosci (euklidesowych) tych punktéw od punktu (0,0). Pokazaé, ze (R2, d)
jest przestrzenia metryczna.

Zadanie 7. Zadanie to jest pewna modyfikacja zadania poprzedniego. Niech a,b €
R2. Odlegtosé d'(a, b) od a do b definijemy jako 0, jeéli a = b; natomiast jesli a # b,
to d'(a,b) jest euklidesowa odlegloscia od a do b, jesli punkty a,b, (0,0) leza na
jednej prostej, jesli za$ nie, to to d’(a,b) jest suma odleglodci (euklidesowych) tych
punktéw od punktu (0,0). Pokazaé, ze (R?, d’) jest przestrzenia metryczna.

Zadanie 8. Niech X bedzie dowolnym zbiorem i a,b € X. Niech
0, jesli a=05b

d(a,b) = { 1, jesli a #b.
Pokazaé, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna.

Zadanie 9. Niech [c, d)l*? bedzie rodzing wszystkich funkcji z odcinka [a,b] w od-
cinek [c, d]. Niech dla f, g € [¢, d]l*")

d(f,g9) = sup{|f(z) — g(z)| : = € [a,b]}.
Pokazaé, ze ([c,d][@? d) jest przestrzenia metryczna.

Zadanie 10. Niech C[0,1] bedzie rodzina wszystkich funkeji ciaglych na odcinku
[0, 1]. Niech

d(f,g) = sup{|f(z) — g(z)| : = € [a,b]}.
Pokazaé, ze (C[0, 1], d) jest przestrzenia metryczna. Pokazaé, ze tu ”sup” w definicji
mozna zastapi¢ przez "max”.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Kulg otwartg B(z,r) o srodku w punk-
cie g € X i promieniu r > 0 nazywamy zbiér

B(zo,7) ={z € X : d(z,z0) < r}.

Czasami bedziemy méwié¢ po prostu: kula.



Kulg domknietq Blxg,r] o $rodku w punkcie g € X i promieniu r > 0 nazywamy
zbiér
Blzg,r] = {z € X : d(x,z0) <7}

Sferg S(xzg,r) o érodku w punkcie 29 € X i promieniu r > 0 nazywamy zbiér

S(zo,r) ={z € X :d(z,x0) =1}

Zadanie 11. Czym jest kula otwarta na prostej w metryce euklidesowej o srodku w
xg € R?

Zadanie 12. W przestrzeniach w zadaniach 4,5 dla n = 2 wyznaczy¢ B((0,0),1).
Zadanie 13. W przestrzeniach w zadaniach 6,7 wyznaczy¢ kule B((1,1),2).

Zadanie 14. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna z zadania 9. Niech z € X.
Czym sa kule B(z,1) i B(x,2)?

Zadanie 15. Niech f : [0, 2] — [0, 2] bedzie dana wzorem

1, jesli =1,

f(x):{o, jesli @ # 1.

Pokazac, ze w kuli B(f,1/2) w przestrzeni ([0, 2]? d) z zadania 9 nie ma funkcji
ciaglych. A w kuli B(f,1)?

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Zbiorem otwartym w tej przestrzeni
nazywamy kazdy zbiér U o tej wlasnosci, ze jesli x € U, to istnieje € > 0, takie,
ze B(xz,¢) C U. Slowem, jesli punkt nalezy do zbioru otwartego, to w tym zbiorze
zawiera si¢ tez pewna kula otwarta o $rodku w tym punkcie. Zbiér F' C X nazywamy
domknietym, jesli dopelnienie tego zbiéru, F° = X \ F, jest zbiorem otwartym.
Zbior, ktéry jest jednoczesnie zbiorem otwartym i domknietym nazywamy zbiorem
otwarto-domknietym.

Zauwazmy, ze zbior pusty jest zaréwno domkniety jak i otwarty. To samo mozemy
powiedzieé¢ o calej przestrzeni X. Sa to wiec w kazdej przestrzeni zbiory otwarto-
domkniete.

Zadanie 16. Udowodnié, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej kula otwarta jest
zbiorem otwartym, a kula domknigta i sfera sa zbiorami domknietymi.

Zadanie 17. Pokaza¢, ze suma dowolnej ilosci zbioréw otwartych w danej przestrzeni
metrycznej jest zbiorem otwartym.

Zadanie 18. Pokazaé, ze przekrdj dwéch zbiordw otwartych w danej przestrzeni me-
trycznej jest zbiorem otwartym. Wyprowadzi¢ stad wniosek, ze przekrdj skonczonej
liczby zbioréw otwartych w danej przestrzeni metrycznej jest zbiorem otwartym.

Zadanie 19. Pokazaé, ze przekrdj dowolnej ilosci zbioréw domknietych w danej
przestrzeni metrycznej jest zbiorem domknietym.

Zadanie 20. Pokazaé, ze suma dwoch zbioréw domknietych jest zbiorem domknie-
tym. Wyprowadzi¢ stad wniosek, ze suma skoniczonej liczby zbioréw domknigtych
w danej przestrzeni metrycznej jest zbiorem domknietym.



Zadanie 21. Podaé przyklad ciagu zbiorow otwartych na prostej, przekrédj ktérych
nie jest zbiorem otwartym.

Zadanie 22. 7 zadania 21 wyprowadzi¢ wniosek, ze suma przeliczalnie wielu zbioréw
domknietych nie musi by¢ zbiorem domknietym.

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Niech (z,), bedzie ciggiem punktéw
z X. Mdwimy, ze ciag ten jest zbieiny do pewnego punktu x € X, jedli ciag od-
leglosci d(x,,, ) jest zbiezny do zera, d(x,,x) — 0 . Piszemy wtedy z, — x lub
lim,, 00 T, = . Punkt o nazywamy granicg ciagu ().

Podamy teraz pewna bardzo uzyteczna charakteryzacje zbioréw domknigtych.

Twierdzenie 1. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczng. Zbior F C X jest
zbiorem domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbieznego ciggu punktow
z I jego granica lezy takze w zbiorze F.

Dowdd. Zalézmy, najpierw, ze F' jest podzbiorem domknietym X. Niech z, — =
iz, € F dla kazdego n € N. Mamy wykaza¢, ze v € F. Zalézmy nie wprost, ze
x € F° = X\ F. Poniewaz, z zalozenia, F'° jest zbiorem otwartym, wiec dla pewnego
e > 0 kula B(z,¢) lezy w F°. Poniewaz z,, — z, czyli d(z,,z) — 0, wiec, z definicji
zbieznosci ciggu liczbowego, dla dostatecznie duzych n mamy d(z,,x) < e, czyli
xn € B(x,¢€), ale tu juz dostajemy sprzecznosé, bo z,, € F' i B(x,e) C F°.
Zalézmy teraz, ze kazdego zbieznego ciagu punktow z F' jego granica lezy takze w
zbiorze F'. Mamy wykazaé, ze F' jest zbiorem domknietym, tzn. F¢ jest zbiorem
otwartym. Zalézmy nie wprost, ze tak nie jest. To oznacza, ze istnieje taki punkt x
w zbiorze F°, ze dla kazdego € > 0 kula B(z, ) nie lezy w calosci w F, tzn. pewien
jej punkt x lezy w F. Dla ¢ = 1/n wybierzmy taki punkt i nazwijmy z,. Mamy
d(zp,x) < 1/niz, € F. Zatem dostaliémy ciag punktéw z F taki, ze d(z,,z) — 0,
czyli x, — x. Stad, z naszego zalozenia o F, i punkt x powinien by¢ w F, ale
x € F°. I tu dostaliSmy sprzeczno$c.
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Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i A C X. Domknieciem zbioru A nazy-
wamy zbiér wszystkich takich punktow x z przestrzeni F, dla ktérych istnieje ciag
(,)n punktéw z A zbiezny do x. Domknigcie A oznaczamy symbolem cl(A) lub A.
Whnetrzem zbioru A nazywamy zbidr tych punktéw x z A, dla ktérych istnieje takie
e >0, ze B(xz,e) C A (e oczywiscie zalezy od x). Wnetrze A oznaczamy symbolem
int(A).

Zadanie 23. Pokazadé, ze dla kazdego podzbioru A przestrzeni metrycznej zbior cl(A)
jest domkniety, a zbiér int(A) jest otwarty.

Zadanie 24. Pokazaé, ze zbior A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy cl(A) =
Zadanie 25. Pokazaé, ze zbiér A jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy int(A) =
Zadanie 26. Zauwazy¢, ze int(A) C A oraz A C cl(A).

Zadanie 27. Niech Q bedzie zbiorem liczb wymiernych na prostej. Pokazaé, ze

int(Q) = 0 oraz cl(Q) = R.



Zadanie 28. Pokazaé, ze domknigcie kuli otwartej jest podzbiorem kuli domkniete;j.
Podaé przyktad, ze moze to byé¢ podzbioér wlasciwy.

Zadanie 29. pokazad, ze cl(A) jest najmniejszym zbiorem domknietym zawierajacym
A, a int(A) jest najwiekszym zbiorem otwartym zawartym w A.

Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Zbior A C X nazywamy gestym w
X, jesli dla kazdego x € X i kazdego ¢ > 0 w kuli B(z,¢) lezy punklt z A, tzn.
B(z,e)NA#0.

Twierdzenie 2. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng. Zbiér A jest gesty w
X wtedy i tylko wtedy, gdy cl(4) = X.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze cl(A) = X. Niech € X i e > 0. Mamy pokazaé, ze
B(z,e) N A # (). Z zalozenia istnieje ciag punktéw z A x,, — x. Zatem z definicji
zbieznosci od pewnego indeksu wszystkie punkty x, leza w kuli B(x,e). Zatem
istotnie A jest gesty w X.

Zalozmy teraz, ze A jest gesty w X. Niech x € X bedzie dowolnym punktem. Mamy
pokazad, ze x € cl(A), tzn. istnieje ciag punktéw (z,,), z A zbiezny do x. Z gestosci
A wiemy, ze B(z,1/n) N A # () dla kazdego n. Niech z,, bedzie pewnym punktem
z B(z,1/n) N A, Zatem d(z,,z) < 1/n. Stad d(z,,x) — 0, czyli z,, — x.
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