W tym wykladzie omowimy pojecie przestrzeni zupelnej. Jedna z najwazniejszych
cech prostej rzeczywistej jest wlasnie jej zupelnosé. Okazuje sie, ze jest to takze
wlasnosé wielu innych naturalntych przestrzeni metrycznych. Jest to wlasno$é me-
tryczna, a nie topologiczna, tzn. istnieja przyklady przestrzeni metrycznych, ktére
sa homeomorficzne, ale jedna z nich jest zupelna, a druga nie.

PRZESTRZENIE METRYCZNE ZUPELNE

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Ciag (x, ), punktéow tej przestrzeni
spelnia warunek Cauchy’ego (méwimy tez, ze ciagiem Cauchy’ego), jesli dla kaz-
dego ¢ > 0 istnieje taki indeks N € N, ze dla wszystkich m,n > N zachodzi
nieréwnosé¢ d(x.,,x,) < €. Przestrzen metryczna nazywamy zupelna, gdy kazdy
ciag Cauchy’ego w tej przestrzeni ma granice.

Przykladem przestrzeni metrycznej jest kazda przestrzen euklidesowa R™, w szcze-
gblnoéci prosta i plaszczyzna z metryka euklidesowa. Jest to fakt dowodzony na
kursie analizy i jedna z najwazniejszych wtasnosci tych przestrzeni stale w analizie
wykorzystywana.

Zauwazmy najpierw, ze kazdy ciag zbiezny w przestrzeni metrycznej (dowolnej)
spelnia warunek Cauchy’ego.

Twierdzenie 6. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Niech ciag (2,)n
punktéw z X bedzie zbiezny do pewnego punktu x € X. Wtedy ciag (z,), spelnia
warunek Cauchy’ego.

Dowéd. Niech € > 0. Poniewaz ciag (x,,)n jest zbiezny do punktu x, wiec z definicji
zbieznosci istnieje taki indeks N, ze dla wszystkich n > N zachodzi nier6wnosé

d(zy,x) <e/2.
Mamy wiec dla m,n > N z nieréwnosci tréjkata:

AT, ) < AT, x) +d(z,2,) < = +

IR
IR

O

Niech (X,d) bedzie przestrzenia mmetryczna. Niech A C X. Srednicg zbioru A
nazywamy supremum zbioru odlegloéci pomiedzy punktami tego zbioru, tzn. liczbe

d(A) :=sup{d(z,y) : z,y € A}.

Jedna z najwazniejszych wtasnoSci przestrzeni metrycznych zupelnych jest fakt,
ze przekroje malejacych do zera ciagéw zbioréw domknietych sa niepuste. Jest to
trescia nastepujacego twierdzenia Cantora.
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Twierdzenie 7. Niech (X,d) bedzie zupelna przestrzenia metryczna oraz niech
Fy O F;, D F3 O ... bedzie ciagiem niepustych podzbioréw domknietych tej prze-
strzeni, ktérych srednice maleja do zera: §(Fy) — 0. Wtedy

ﬂ@#&

k=1

Dowéd. Niech z,, € F),. Niech € > 0. Poniewaz §(F,,) — 0, wiec istnieje takie N € N,
ze 6(Fy) < e. Niech m,n > N. Mamy z.,, € F,,, C Fy oraz x,,, € F,,, C F. Zatem

A(@m, Tn) < I(Fn) < €.

Zatem ciag (z,), spenia warunek Cauchy’ego. Poniewaz (X, d) jest przestrzenia
zupelna, wiec ciag ten ma granice: x,, — x. Poniewaz dla kazdego k € N wyrazy
ciagu (x,)n naleza do Fi dlan > k (bo x,, € F,, C Fy), 1 zbiér Fj, jest domkniety,
wiec x € F}. Zatem
o0
x e m Fy,
k=1

skad
ﬂm#&

k=1

TWIERDZENIE BAIRE’A

W matematyce czesto orzeka sie o istnieniu pewnych, czasami bardzo egzotycznych
obiektow. Zazwyczaj ich konstrukcja jest trudna i technicznie zmudna. Ponizsze
twierdzenie, tzw. twierdzenie Baire’a, jest srodkiem dowodowym dla wykazywania
bez specyficznej konstrukeji istnienia takich egzotycznych obiektéw. Zanim je sfor-
mutujemy i udowodnimy, wprowadzmy jeszcze pojecie zbioru nigdziegestego. Niech
(X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Zbiér A C X nazywamy zbiorem nigdziege-
stym, jesli domkniecie zbioru A ma wnetrze puste.

Twierdzenie 8 (Baire’a). Suma przeliczalnie wielu zbioréw niegdziegestych w
przestrzeni metrycznej zupelnej nie moze by¢ cata przestrzenia, tzn. ma dopelnienie
niepuste.

Dowéd. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zupelna. Niech A;, A,, ... beda
nigdziegestymi podzbiorami X. Niech D; = cl(A;). Poniewaz zbiér D; ma z zalo-
zenia wnetrze puste, wiec istnieje punkt x; poza D1, czyli 1 € X \ D;. Poniewaz
dopelnienie D; jest zbiorem otwartym, wiec istnieje takie 1, ze B(x1,r1) C X\ Ds.
Oczywiscie mozemy przyjaé, ze 71 < 1. Poniewaz zbiér Ds nie ma wnetrza, wiec
kula otwarta B(x,r1/2) nie moze by¢ w calodci zawarta w Do (bo bylaby wtedy
jako zbidr otwarty czescia wnetrza). Niech wiec o € B(x1,71/2) \ D2. Poniewaz
zbiér B(x1,71/2) \ D2 jako réznica zbioru otwartego i domknietego jest zbiorem
otwartym, wiec dla pewnego ro > 0 kula otwarta B(z2,72) jest jego podzbiorem:
B(zg,r2) C B(x1,71/2)\ D2. Oczywiscie mozemy przyjaé ro < 1/2. Poniewaz zbidr
D3 nie ma wnetrza, wiec kula otwarta B(x, r/2) nie moze byé w calodci zawarta w
Ds. Niech wige z3 € B(z2,r2/2) \ Da. Poniewaz zbiér B(z2,72/2)\ D3 jako réznica



zbioru otwartego i domknietego jest zbiorem otwartym, wiec dla pewnego r3 > 0 ku-
la otwarta B(zs,rs) jest jego podzbiorem: B(xzs,r3) C B(xa,72/2)\ Ds. Oczywiscie
mozemy przyjaé¢ rs < 1/3. W ten sposéb kontynuujemy wybér punktéw z,,, osta-
tecznie dostajac ciag punktdéw: 21, xg, ... oraz liczb: r1 < 1,79 < 1/2,7r3 < 1/3,...
takich, ze dla kazdego n:

B(mnarn) g B(xn—larn—l/Q)\Dn g B(xn—larn—l) g B(xn—Qarn—2/2)\Dn—l g e

Zatem dla kazdych m < n mamy

(1) T € B(@myTm/2) € B(Xpm,m) € X \ Dy
Zatem
(2) AT, Tm) < Tm < 1/m.

Niech € > 0. Niech N > 1/e i niech n,m > N i n > m. Wtedy na podstawie (2)
d(xp,zm) <1/m < 1/N <e.

Zatem ciag (2, )y spelnia warunek Cauchy’ego, a wiec, poniewaz (X, d) jest zupelna,
ma w X granice:
Ty — T.
Ustalmy m. Z (1) dostajemy
x € (B(@m,mm/2)) C Blzm, m/2] C B(xm,Tm) C X \ D,

Poniewaz m bylo dowolne, wiec

x ¢ U D,,,
m=1
a wiec tym bardziej
g |J Am-
m=1
Stad
U A, # X,
m=1

0.

Zbiory, ktore zawarte sa w przeliczalnych sumach zbioréw domknietych bez wne-
trza, nazywamy zbiorami pierwszej kategorii. Ich dopelnienia nazywamy zbiorami
rezydualnymi. Topologicznie zbiory pierwszej kategorii uwazamy za mate, bo nawet
ich przeliczalne sumy w przestrzeniach zupelnych nie moga da¢ calej przestrzeni
(wynika to bardzo latwo z twierdzenia Baire’a).

W serii zadan ponizej uzyjemy twierdzenie Baire’s do wykazania isnienia pew-
nego dziwnego obiektu, z ktérym na co dzieh w naszej praktyce matematyczno-
informatycznej raczej si¢ nie spotykamy. Mianowicie udowodnimy istnienie funkcji
ciaglej f : [0,1] — R, ktéra nie jest monotoniczna, a wiec ani stabo rosnaca, ani
slabo malejaca, na zadnym pododcinku [a,b] C [0, 1].

Zadanie 1. Pokazaé, ze C[0, 1] z metryka z zadania 1.10 jest przestrzenia zupelna.
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Zadanie 2. Niech 0 < a < b < 1. Pokazaé, ze w przestrzeni C[0, 1] zbiér funkeji
Riap) = {f € C[0,1] : fjest stabo rosnaca na odcinku [a, b] }

jest zbiorem domknietym.

Zadanie 3. Niech 0 < a < b < 1. Pokazaé, ze w przestrzeni C[0, 1] zbiér funkcji
Miq ) = {f € C[0,1] : f jest stabo malejaca na odcinku [a, b] }

jest zbiorem domknigtym.

Zadanie 4. Pokazaé, ze zbiory z zadan 1,2 maja wnetrza puste.

Wsk.: Dla dowolnej funkcji ciaglej f : [0,1] — [0, 1] i dowolnego £ > 0 skonstruowaé
funkcje ciagla ¢ : [0,1] — [0, 1] taka, ze d(f,g) < € i g nie jest stabo monotoniczna
na odcinku [a,b]. Mozna te konstrukcje przeprowadzi¢ tak, ze f(z) = g(x) dla

€ [0,a] U [b,1], zas na odcinku [a, ] zadbaé o to, aby g nie byla monotoniczna,
ale jednoczesnie, aby byla blisko f.

Zadanie 5. Na podstawie poprzednich zadan oraz twierdzenia Baire’a wyciggnaé
wniosek o istnieniu funkcji ciaglej f : [0,1] — [0, 1], ktéra nie jest stabo monoto-
niczna na zadnym odcinku [a, b], gdzie liczby a,b € [0, 1] sa wymierne.

Zadanie 6. Z zadania 5 wywnioskowaé, ze istnieje funkcja ciagta f : [0,1] — [0, 1],
ktéra nie jest slabo monotoniczna na zadnym odcinku [a, b] C [0, 1].



