W tym wykladzie oméwimy pojecie przestrzeni zwartej. To kolejna wlasno$é topo-
logiczna bedaca uogdlnieniem wilasnosci znanej z kursu analizy matematyczne;j.

PRZESTRZENIE METRYCZNE ZWARTE

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Méwimy, ze podzbiér K przestrzeni
X jest zbiorem zwartym, jesli kazdy ciag punktéw (x,), z K posiada podciag
zbiezny (zy,); do punktu z K: z,,, — x € K. Jesli K = X, to méwimy o przestrzeni
zwartej.

Pojecie to jest silniejsze niz domknietos¢ zbioru.

Twierdzenie 9. Kazdy zbior zwarty w przestrzeni metrycznej jest domkniety.

Dowéd. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Niech K C X bedzie zbiorem
zwartym. Niech (x,), bedzie ciggiem zbieznym do pewnego punktu z przestrzeni
X. Ciag (x,)n z K posiada podciag zbiezny (x,,); do punktu z K: x,,, — = € K.
Ale podciag jest zbiezny do tego samego punktu co caly ciag, a zatem z = x i
z € K.
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Zadanie 1. Pokazaé, ze podzbiér domkniety zbioru zwartego jest zwarty.

Wazna wlasnoéciag zbioréow zwartych jest to, ze przekrdj malejacego ciagu zbiorow
zwartych jest niepusty.

Twierdzenie 10. Niech K1 O Ky DO Kj... bedzie ciagiem zwartych niepustych
podzbioréw przestrzeni metrycznej. Wtedy
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Dowéd. Niech z,, € K,,. Ciag (x,), posiada podciag zbiezny (zy,);. Niech z,, — .
Dla kazdego m € N od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu naleza do K,,.
Poniewaz granica ciggu nie zalezy od skonczonej ilosci poczatkowych wyrazow i
kazdy zbiér K, jest domkniety, wiec x € K, dla kazdego m.
|
Wilasno$¢ zwartoéci zachowuje sie dla produktow.

Zadanie 2. Niech (X1,d;), (X2,ds) beda przestrzeniami metrycznymi, a K; C Xy,
K5 C X5 zbiorami zwartymi. Wtedy K7 X K5 jest zwartym podzbiorem przestrzeni
Xl X X2.

Przez indukcje, powyzszy fakt uogdlnia sie na dowolne skonczone produkty.
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Zadanie 3. Niech (X;,d;), i < n, beda przestrzeniami metrycznymi, a K; C X,
1 < n, zbiorami zwartymi. Wtedy H?Zl K, jest podzbiorem zwartym przestrzeni

[T X

Okazuje sig, ze takze dla produktow nieskonczonych takie twierdzenie pozostaje
nadal prawdziwe.

Zadanie 4. Niech (X;,d;), i € N beda przestrzeniami metrycznymi d; < 1, a K; C
X, i < n zbiorami zwartymi. Wtedy [[;=, K, jest podzbiorem zwartym przestrzeni

Hj; Xi.

W znanych nam i najczedciej uzywanych przestrzeniach metrycznych, mianowicie
w przestrzeniach euklidesowych R™ zbiory zwarte maja szczegdlnie prosty opis.

Zaczniemy od pokazania, ze odcinek na prostej rzeczywistej jest zwarty.
Twierdzenie 11. Odcinek domkniety jest zbiorem zwartym na R.

Dowdd. Niech (), bedzie dowolnym ciagiem punktéw z odcinka I = [a, b]. Wtedy
przynajmniej jedna z poléwek I = [a, ‘”‘b] I, = [%‘H’, b] odcinka I zawiera wyrazy
pewnego nieskonczonego podciagu (:Cn)l wyjéciowego ciggu. Niech bedzie to np.
I;. Niech y; = z,,,. I znéw przynajmniej jedna z potéwek odcinka I; musi zawieraé
wyrazy pewnego nieskoficzonego podciagu (zn,, )i clagu (zy,);. Niech ta poléwka
bedzie np. I1 o = [3“—“’ ”"‘b] Niech yo = @, . w ten sposéb dostajemy podciag
clagu wyjsciowego (zn)n, ktérego wszystkie wyrazy od n — tego poczawszy leza
w odcinku o dlugosdci (b — 2)/2™. Zatem ciag ten spelnia warunek Cauchy’ego, a
poniewaz prosta rzeczywista jest przestrzenia zupelna, jest zbiezny do pewnego x.
Poniewaz odcinek [a, b] jest domkniety, wiec = € [a, b]. To koniczy dowdd zwartosci
odcinka [a, b].
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Zbiér A C R™ jest ograniczony, jesli istnieje takie r > 0, ze A C B((0,...,0),7).

Zadanie 5. Pokazaé, ze zbior A C R" jest ograniczony, jesli istnieje takie r > 0, ze
A C[—rr]™

Twierdzenie 12. Zbiér K C R" jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest do-
mkniety i ograniczony.

Dowéd. (=) Zalézmy, najpierw, ze K jest zwarty. Wiemy juz, ze w dowolnej prze-
strzeni metrycznej zbiér zwarty jest domkniety. Pozostaje pokazaé, ze K jest ogra-
niczony. Jesli tak by nie bylo, to dla kazdego m € N istniatby punkt (") ze zbioru
K, ktéry lezalby poza kula B((0,...,0),m). Zatem odlegoéci d,(z(",(0,...,0))
daza do nieskonczonosci. I tak byloby dla kazdego podciagu (z(™*));. Zatem zaden
podciag (x(mk))k) nie moze by¢ zbiezny do pewnego punktu z, bo wtedy odleglosci
od srodka uktadu wspélrzednych jego wyrazéw dazylyby do odlegtosci od $rodka
uktadu wspélrzednych punktu x:

Jim d, (x me) (0,...,0)) = Jim dp (™) (0,...,0))



(pokazaé to). Mamy tu sprzecznosé.

(<) Zalézmy teraz, ze K jest ograniczony i domkniety. Poniewaz K jest ograniczo-
ny, wiec istnieje takie r > 0, ze K C [—r,r]™. Jak wiemy, odcinki [—r, r] sa zwarte.
Zatem ich produkt [—r,r|™ tez jest zwarty w metryce produktowej, a wiec tez i w
metryce euklidesowej (bo zbieznosé w jednej jest réwnowazna zbieznosci w drugiej).
Wiemy, ze K jest domkniety, wiec z zadania 1 dostajemy zwartosé K.
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Zadanie 6. Pokazaé ze zbiezno$é ciagu w metryce produktowej (produkt metryk eu-
klidesowych z prostej) w R™ jest réwnowazna ze zbieznoscia w metryce euklidesowej
w samej przestrzeni R".



