Kontynuujemy w tym wykladzie omawianie rodzin zbioréw zamknietych na opera-
cje teoriomnogosciowe.

Klasy monotoniczne Niech X bedzie ustalonym zbiorem. Klase M podzbioréw
zbioru X o nastepujacych wlasnoéciach nazywamy klasg monotoniczng:

1) jesli zbiory A; C Ay C ... naleza do klasy M, to takze ich suma J;-, A; nalezy
do M;

2) jedli zbiory A; D Ay D ... naleza do klasy M, to takze ich przekréj (o, A;
nalezy do M.

Zadanie 1. Pokazaé, ze rodzina pozbioréw R zlozona za zbioréw przeliczalnych i
ko-przeliczalnych (tzn. takich, ktérych dopelnienia sa przeliczalne) jest klasa mo-
notoniczng.

Zadanie 2. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, a A podzbiorem X. Pokazaé, ze
rodzina wszystkich pozbioréw X, ktére albo sa podzbiorami A, albo sg nadzbiorami
A°¢ = X \ A jest klasg monotoniczna.

Zadanie 3. Pokazaé, ze klasa podzbioréw X, ktora jest jednoczeénie klasa monoto-
niczna i algebra podzbioréow X, jest o-algebra podzbioréw X.

Zadanie 4. Niech X bedzie dowolnym ustalonym zbiorem. Niech D bedzie dowolng
rodzina podzbioréw X. Pokazaé, ze istnieje najmniejsza klasa monotoniczna M (D)
zawierajaca D. Wsk.: Rozwazy¢ wszystkie klasy monotoniczne zawierajace D i po-
kazaé, ze ich przekréj tez jest klasg monotoniczna.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 20. Jelsi A jest algebra podzbioréw X, to najmniejsza klasa mono-
toniczna zawierajaca A, M(A), jest o-algebra zbioréw.

Dowéd. Pokazemy, ze M (A) jest algebra zbioréw. Z zadania 3 wynikaé juz bedzie,
ze jest to takze o-algebra.

Niech A € A bedzie ustalonym zbiorem. Niech
Sa={BeM(A):BUAc M(A)}
Pokazemy, ze
Sa=M(A).

Wystarczy pokazaé, ze Sa jest klasa monotoniczng i zawiera A, poniewaz wtedy
M (A) jako najmniejsza taka klasa monotoniczna musi byé podzbiorem tej rodziny,
ale tez, z definicji, S4 jest podrodzina M (A).
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Poniewaz A jest algebra zbioréw, wiec dla kazdego B € A mamy oczywiscie BUA €
A. Zatem istotnie

ACSa.
Zalézmy takze, ze B; C Bo C B3 C ... sa elementami S4. Mamy

[j B, € M(A)
i=1

poniewaz M (A) jest klasa monotoniczna, oraz

i=1 i=1

Zbiory B; U A sa elementami M (A) (bo B; € S4) i

BiUACB,UACB3sUAC ...,
a zatem . .

(U Bi> UA=|JBiuA) e M(A).

i=1 i=1
A wiec zbiér ;- B; nalezy do Sa.
Podobnie pokazujemy, ze jesli By 2 By O Bs O ... sa elementami Sy, to

o0

ﬂ B; € S4.

i=1
Zatem istotnie S4 jest klasa monotoniczna i zawierajaca A.
Do tej pory wiec pokazaliémy, ze suma dowolnego zbioru B z M(A) i dowolnego
zbioru A z A nalezy do M (A). Musimy pokaza¢ jednak wiecej, mianowicie, ze suma
dowolnego zbioru B z M (A) i dowolnego zbioru A takze z M (A) nalezy do M (A).
Dopasowujac sie do notacji z czeSci dowodu powyzej, ustalmy teraz zbior B €
M(A). Wiemy juz, ze rodzina

Sp={AeM(A): BUAe M(A)}

zawiera A (to wlasnie pokazaliSmy dotychczas).
To, ze Sp jest klasa monotoniczna, tzn. jest rodzing zamknieta na przeliczalne sumy
zbioréw wstepujacych i przeliczalne przekroje zbioréw zstepujacych, pokazujemy
krok po kroku tak jak wyzej.
Zatem M (A) musi by¢ podrodzina Sg, bo M(A) jest najmniejsza klasa mono-
toniczng zawierajaca A. Poniewaz Sp byla zdefiniowana jako podrodzina M (A),
wiec

Sgp=M(A).
A zatem sumujac dowolny zbiér A z M(A) z dowolnym zbiorem B z M(A) nie
wychodzimy poza M (.A).
Wiemy juz, ze M(A) jest zamknieta na skoficzone sumy. Aby pokazaé, ze jest
algebra zbioréow, musimy jeszcze pokazaé, ze jest zamknieta na dopelnienia.
Niech

D:={AeM(A): A°c M(A)}.

Pokazemy, ze D jest klasa monotoniczng zawierajaca algebre A.



Zawieranie A C D jest oczywiste z definicji D.
Niech
A CA CA3C ...
beda elementami D. Chcemy pokazaé, ze takze |J; A; € D. Poniewaz zbiory A; sa
elementami D, wiec z definicji D zbiory

ASDASDASD ...

sa elementami A. Mamy:
(A0 = ()45 € M(A)

poniewaz M (A) jest klasa monotoniczng. Zatem istotnie | J; A; € D.
Podobnie pokazujemy (), A; € D.
A zatem D jest klasa monotoniczng zawierajaca A, a wiec
M(A) € D,
a poniewaz z definicji D
DC M(A)
wiec ostatecznie
(1) D =M(A).

(1) oznacza, ze rodzina M (A) zamknieta jest na dopelnienia zbioréw.
Pokazalismy wiec, ze rodzina M (A) zamknieta jest na skoficzone sumy zbioréw
i dopelnienia zbioréw. A zatem jest algebra zbioréw, a poniewaz jest tez klasa
monotoniczna, wiec jest tez o-algebra (zadanie 3).
|



