Abstrakcyjna miara pozwala takze na uogdlnienie pojecia catki oznaczonej. Po
pierwsze mozliwe bedzie wprowadzenie calki na dowolnej przestrzeni miarowej, po
drugie pojecie to zastosowane dla przestrzeni miarowej (R, B(R),\), a wiec pro-
stej z miara Lebesgue’a na zbiorach borelowskich, pozwola na znaczne rozszerzenie
pojecia calki oznaczonej Riemanna na prostej rzeczywiste;j.

Calka z nieujemnej funkcji mierzalnej

Niech (X,F,u) bedzie przestrzenia miarowa, F € F i niech f : E — [0,00)
bedzie funkcja F-mierzalna, gdzie mierzalno$é odnosimy do przestrzeni miarowej
(E, FNP(E), | 7rp(E)), tzn. przestrzeni zrelatywizowanej do E). Definiujemy catke
z funkcji f na zbiorze E jako

e}
=1

/Ef(a:) du(x) := sup {Zinf{f(m) cx € B bu(E;) ¢

oo
E:UEi,Eief,z'?éj:»EmEj:@}.

=1

Poniewaz, dla dowolnego zbioru liczb nieujemnych A i nieujemnej stalej o > 0
zachodzi wzér

inf(aA) = ainf(A4),

gdzie aA = {ax : x € A}, wigc

[ af@duta) = o [ j@ duta).

Latwo widaé tez, ze dla nieujemnych funkcji mierzalnych f,g : E — [0,00) jesli
f(x) < g(z) dla kazdego x € E, to

/E F(z) du(z) < /E o) du(z).

Zachodzi tez inna monotonicznos$é, mianowicie ze wzgledu na zbiory, po ktérych
calujemy.

Twierdzenie 34. Jesli £ C Fi E,F € F, to dla dowolnej funkcji mierzalnej
f: F —[0,00) zachodzi nieréwnosé:

[ @ duta) < [ 1@ duto)
1
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Dowéd. Mamy dla dowolnego rozbicia zbioru E na sume parami roztacznych zbio-
réw mierzalnych E = | J;2, E;:
o0

me{f(x) cx € Biyu(E;) <

> inf{f(x) : x € Ei}u(E;) + inf{f(z) : 2 € F\ E}u(F \ E) < /Ff(ac) du(z).
i=1

Zatem, biorac supremum lewego wyrazenia po wszystkich rozbiciach £ = Uf; E;,
otrzymujemy

[ @ duta) < [ 1@ duto).

O
Ustalmy teraz funkcje mierzalna f : X — [0,00). Gdy zbiory z F, po ktérych
catkujemy, traktujemy jako argumenty, calka z tej ustalonej funkcji f okazuje sie
by¢ miara.

Twierdzenie 35. Jesli (X, F,u) jest przestrzenia miarowa, a f : X — [0,00)
funkcja mierzalna, to funkcja zbioru

v(4) = [ f@)ua)
jest miara na przestrzeni mierzalnej (X, F).

Dowéd. Réwnosé
M@-Af@MMM—O
wynika natychmiast z definicji catki.

Pokazemy teraz przeliczalng addytywnosé v.
Niech A :=J;2, 4;, gdzie A; € F sa parami roztaczne. Niech € > 0. Niech

a<umwaéfummm.

Niech A = U]Oil Bj bedzie takim rozbiciem zbioru A na roztaczne zbiory B; z F,

ze
00

> inf{f(x):x € B;j}u(B)) > a.
j=1
Niech
Cz',j = A; N Bj.
Oczywiécie, przy ustalonym j zbiory C;; stanowia rozlaczne rozbicie zbioru A.
Mamy wiec

i=1

a< Zinf{f(x) cx € Bj}u(Bj) = Zinf{f(x) cx € Bjlp (U Cm-> =
j=1

=1

Zinf{f(ac) (x € Bj}Zu(CZ-,j) = szf{f(x) cx € Bju(C ;) <
j=1 i=1

j=11i=1



SO S t{(f(e) 2 € CuybuCis) = 30 S it f(w) 1o € O () <
j=11i=1 i=1 j=1
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i=1

Poniewaz a byla dowolng hczbad rzeczywista mniejsza od v(A) = v (U;=, 4;), wiec

otrzymujemy
A =v (UAZ) < ZV(A
i=1 i=1

Pokazemy, ze zachodzi takze nieréwnosé odwrotna. Jesli

/A @) dnt) =

dla ktéregokolwiek zbioru A; to z monotonicznosci calki (twierdzenie 34), czyli
funkcji p, wnioskujemy, ze

/A £(&) du(z) = o0,

skad zachodzi juz réwnoscé

p(A) = v(A)
i=1
Zalézmy wiec, ze dla kazdego ¢ calka jest skonczona v( = [ f A, x) jest

skonczona. Niech € > 0. Niech

A=Ay
bedzie rozbiciem zbioru A; na takie rozltaczne zbiory z F, ze

oo

S inf{f(x) @€ Aihu(Aiy) +e 27 > w(Ay).

j=1
Zauwazmy tu, ze rodzina zbioréw {4, ; : i,j € N} stanowi rozbicie na przeliczalnie
wiele zbioréw z F zbioru A, a wiec z definicji catk mamy

A)> 303 inf{f(@) o € Auhu(dig) > Y (A — 227 = > (A — e,

Wobec dowolnosci € > 0 otrzymujemy nieréwnosé
v(A) > (v(A),

ktéra konczy dowod.



