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Zadanie 89. Niech (Ai,j)(i,j)∈I×J b¦dzie indeksowan¡ rodzin¡ zbiorów. Poka», »e⋂
i∈I

⋃
j∈J

Ai,j =
⋃
f∈JI

⋂
i∈I

Ai,f(i) .

Rozwi¡zanie: We¹my dowolny x. Wtedy

x ∈
⋃
f∈JI

⋂
i∈I

Ai,f(i) ≡
(
∃ f ∈ J I

)
(∀ i ∈ I) x ∈ Ai,f(i) → (∀ i ∈ I)

(
∃ f ∈ J I

)
x ∈ Ai,f(i)

→ (∀ i ∈ I)(∃ j ∈ J) x ∈ Ai,j ≡ x ∈
⋂
i∈I

⋃
j∈J

Ai,j .

Niech teraz x ∈
⋂
i∈I

⋃
j∈J

Ai,j i Ai(x) = {j ∈ J : x ∈ Ai,j}. Wtedy A(x) = {Ai(x) : i ∈ I} jest rodzin¡

niepustych zbiorów. Wobec tego istnieje pewien jej selektor, który wybiera z ka»dego ze zbiorów po
jednym elemencie. W ten sposób selektor wyznacza nam pewn¡ funkcj¦ f : I → J (tzn. pami¦taj¡c,
»e (∀ i ∈ I) Ai(x) ⊂ J , mamy (∀ i ∈ I)(∃! j ∈ Ai(x)) f(i) = j). Zatem funkcja f speªnia warunek:
(∀ i ∈ I) x ∈ Ai,f(i). Wobec tego, literalnie, istnieje f ∈ J I (któr¡ wr¦cz wskazali±my), »e dla wszystkich
i ∈ I, x ∈ Ai,f(i), co z kolei jest równowa»ne z x ∈

⋂
i∈I

⋃
j∈J

Ai,j.

Zatem z aksjomatu ekstensjonalno±ci otrzymujemy równo±¢ dwóch zbiorów.

Uwagi: W rozwi¡zaniu wykorzystali±my milcz¡co pewne warianty zada« 57. i 60.
W rozwi¡zaniu skorzystali±my równie» z aksjomatu wyboru. Po prawdzie, nie jest on tu niezb¦dny.
Miast niego, mo»na nieco zmody�kowa¢ powy»sze rozwi¡zanie, aby pracowa¢ na inkluzach i operacjach
mnogo±ciowych.
Warto porówna¢ to zadanie z podpunktami 2. oraz 4. z zadania 23.

1


