Wstep do Logiki 1 Struktur Formalnych
Lista zadan

Jacek Cichon
Politechnika Wroctawska, WIT

Wroclaw e 2023

G1: Rachunek Zdan

Zadanie 1
Niech 7 bedzie waluacja okreslona na zbiorze zdan {pi,pi1,p2,...} taka, ze m(p;) = 1
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest liczba parzysta. Oblicz
val(po — (p1 A p2), )
val((p1 V p2) A (po V p1), )
- val(L — (p1 Ap2), )
. val(pp — (T A L),7)

—_

Zadanie 2
Ktoére z nastepujacych zdania sa tautologiami:
(pA(gVvr)) <= ((pAgV(pAT)
(p—q)—p <p
(pV(gAr)) = (Ve A(pVr)
~(pAgq) < (mpA—q)
=(pAq) < (=pV —q)
(p—=a)A(@g—r)—(—r1)
p— (-p—q)
(pe=q) = ((pAqV(-pA—q))

O NSO W=

Zadanie 3
Pokaz, ze nastepujace zdania sg tautologiami:

L (=(p1 V... Vpn)) < ((5p1) Ao A(=pn))
2. (—|(p1 VAP Apn)) — ((—\pl) V...V (ﬁpn))
3. (p1— (p2 — (p3 = pa))) <= (=p1V —=p2 V —p3 V p4)

Zadanie 4

Drziatanie binarne e na zbiorze X nazywamy {gcznym, jesli x o (yeoz) = (zeoy) ez dla
dowolnych x,y, z € X. Dzialanie e nazywamy przemiennym jeéli rey = yex dla dowolnych
z,y € X.



1. Pokaz, ze z tacznoéci dziatania e wynika, ze dla dowolnych p, ¢, r i s ze zbioru X
mamy
pe(qe(res)) =((peg)erjes=((peg)e(res).
2. Pokaz, ze potegowanie A okre§lone na zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich wzorem
x Ay = x¥ nie jest dziataniem }gcznym oraz ze nie jest dzialaniem przemiennym.
Zadanie 5
Pokaz, ze jedli érednia arytmetyczna liczb x1,...,x, jest wieksza od liczby a, to co

najmniej jedna z tych liczb jest wieksza od liczby a. Przeprowadz doktadna analize prze-
prowadzonego rozumowania.

Zadanie 6

Zgodnie z uzywanym obecnie kalendarzem gregorianskim:

Rok jest przestepny, jesli dzieli sie przez 4, lecz nie dzieli sie przez 100, chyba,
ze dzieli sie przez 400.

Niech p oznacza zdanie ,rok R jest podzielny przez 47, q - ,rok R jest podzielny przez 1007,
ir -, rok R jest podzielny przez 400”.

1.
2.
3.

Zapisz za pomoca zdan p, g i r zdanie ,rok R jest przestepny”.
Napisz w jezyku C funkcje stuzaca do sprawdzania, czy dany rok jest przestepny.

Sprobuj zrobié to samo w jezyku JavaScript.

Zadanie 7

Spdjnik Pierce, zwany rowniez operatorem NOR, jest zdefiniowany wzorem p 1 q¢ =
(=p A —q). Kreska Sheffera, zwana rowniez operatorem NAND), jest zdefiniowana wzorem

pTq

1.

= (-pVg).

Wyraz alternatywe, implikacje oraz rownowaznosé za pomoca negacji oraz koniunk-
cji.

Wyraz koniunkcje, implikacje oraz réwnowaznosé za pomocs negacji oraz alterna-
tywy.

Wyraz negacje, koniunkcje, alternatywe, implikacje oraz réwnowaznosé za pomoca
spojnika Pierce’a.

Wyraz negacje, koniunkcje, alternatywe, implikacje oraz réwnowaznosé za pomoca
kreski Sheffera.

Zadanie 8

Spojnik A, zwany operatorem XOR, jest zdefiniowany wzorem p A ¢ = (pA—q)V(—pAq).

1.
2.
3.

Udowodnij tacznodé oraz przemiennosé spdjnika A.
ObliczpAp, (pArq)Ag,pA L, pAT.

Zastanow sie jak mozna wykorzysta¢ wtasnosci spéjnika A do kodowania informacji.

Zadanie 9

Jezyk C posiada nastepujace operatory logiczne: && (koniunkcja), || (alternatywa) oraz
I (negacja). Zdefiniuj w tym jezyku pozostate standardowe operatory logiczne.



Zadanie 10

Udowodnij poprawnosé nastepujacych regut dowodzenia:
{r} Ep,

{p,a} EpAg,

{pAat Ep,

{p.—p} Eq,

{p,p — ¢} = q, (reguta Modus Ponens)

AN ol

{aVp,~aVq} =pVq (reguta rezolucji).

Zadanie 11

Zalozmy, ze {¢1,...,¢n} = (. Niech a bedzie dowolnym zdaniem. Pokaz, ze nastepujace
zdania sa robwnowazne

L. {é1,..., o0}t F a
2. {¢1,...,0n,(} F «

Zadanie 12

Bez korzystania z tabelek zero-jedynkowych pokaz, ze
L. {p1,—p1V p2,—p2V p3, 03V pa} = pa
2. {=p1,p1V p2,7p2V p3,—p3V ps} F pa

Zadanie 13

Zapisz w notacji polskiej nastepujace formuty: ((pV q)Vr)Vs, (pVq) — (—rAs),
(=(pV q) = (=p A —q).

* Zadanie 14

Pokaz, ze jesli zdanie jest zbudowane tylko ze stalych zdaniowych 1 i T, to jest ono
tautologia lub zdaniem sprzecznym.

* Zadanie 15

Zalézmy ze ¢(po,...,pn) jest tautologia oraz ze 1y, ..., sa ustalonymi zdaniami.
Pokaz, ze zdanie ¢ (v, ..., 1) jest rowniez tautologia.
Zadanie 16

Niech ¢g = p oraz ¢p+1 = (¢n) — p dla liczb naturalnych n. Dla jakich liczb natural-
nych n zdanie ¢, jest tautologia?

Zadanie 17

Niech ¢¢ = p oraz ¥,+1 = p — (1) dla liczb naturalnych n. Dla jakich liczb natural-
nych n zdanie v, jest tautologia?

* Zadanie 18

Ile istnieje nieréwnowaznych formut rachunku zdari zbudowanych ze zmiennej zdaniowe
p? lle istnieje nieré6wnowaznych formut rachunku zdan zbudowanych ze zmiennych zdanio-
wych p, q7



* Zadanie 19

Tle jest waluacji m okredlonych dla zmiennych zdaniowych p1, ps, ..., p, takich, ze
L. val((p1 Vp2) Aps Apa A ... App,m) =1
2. val((pr = p2) A(p2 = p3) Ao A (Pp—1 = pn), ™) =1

Zadanie 20 (Lewis Carroll)

Pokaz, ze z nastepujacego zbioru zdan
1. wszyscy moi synowie sa szczupli,
2. wszystkie moje zdrowe dzieci uprawiaja sport,
3. zadne moje dziecko ktore jest takomczuchem nie jest szczupte,
4. 7zadna moja corka nie uprawia sportu

wynika, ze “zadne moje zdrowe dziecko nie jest takomczuchem?”.
Wskazowka: Skorzystaj z reguly rezolucji (patrz zadanie 10)

** Zadanie 21

Pokaz, ze za pomoca koniunkeji i alternatywy nie mozna zdefiniowa¢ negacji. Pokaz, ze
za pomocy alternatywy i koniunkcji nie mozna zdefiniowa¢ implikacji
* Zadanie 22
Zapisz w postaci DNF (dysjunkcyjno normalnej) oraz CNF (koniunkcyjno normalnej)
zdanie (p < q).
Zadanie 23

Definiujemy dlugos$¢ zdania: I(p) = 1 dla zmiennych zdaniowych p; [(=¢) = I(¢) + 1;
Upny) = UpVe) = 1($)+I(¢)+1. Niech ¢ = (p11/Ap12)V (p21Ap22)V (P31 Ap32)V (P41 Apaz)-

1. Oblicz ()

2. Przeksztalé¢ zdanie ¢ do réwnowaznego zdania ¢ w postaci koniunkcyjno-normalnej.

3. Oblicz I(1)).

4. Sprobuj uogblni¢ to zadanie.

Zadanie 24
Uprosé¢ nastepujace wyrazenia jezyka C:
L if (M (x>0) || '(x>10)) {...}
2. if ((x<0) |l (' (x<0) && (y>0))) {...}
3. if (1 (1 (x<0) Il (y>0))) {...}

** Zadanie 25

Na pewnej wyspie mieszka dwéch tubylcow. Jeden z nich zawsze méwi prawde, drugi
- zawsze klamie. Na wyspe dostal sie wedrowiec. Stanat przed rozwidleniem drég. Spotkat
tubylca. Chce dowiedzie¢ sie ktoéra z dwoch drog doprowadzi go do stolicy. Moze zadac
tylko jedno pytanie. Jak powinien je sformutowac?



Zadanie 26 (Logika SQL)

1

Rozwazamy zbi6r wartosci logicznych S = {0, 5,1}. Wartos¢ % interpretujemy jako ,nie
zdefiniowana”. Podstawowe dziatania logiczne definiujemy nastepujaco: x A y = min(z,y),
xVy=max(r,y), v =1—x,x—>y=(-x)Vyorazx —y=(x —y)A(y — z).

1.

2.
3.

Zdefiniuj samodzielnie pojecie waluacji zdania rachunku zdai w zbiorze wartosci
logicznych S i pokaz, ze w tej logice zadne zdanie nie zawierajace symboli T i L nie
jest tautologia.

Co mozesz powiedzie¢ o ,prowdziwosci” zdan p A (=p) ipV (—-p)?

Dla jakich waluacji zdanie p — ¢ jest falszywe (przyjmuje wartosé 0)

Zdania ¢, 1) nazywamy rownowazne (¢ = 1) jesli dla dowolnej waluacji 7 mamy val(¢, 7) =

val (¢, 7).

4.
d.

G2:

Pokaz, ze =(p V q) = (—p) A (—q). Sformutuj i pokaz dualne prawo de Morgana.
Czy spojniki A iV sg taczne?
Uwaga: Rozwazana logika to jedna z najprostszych ,logik nieklasycznych”.

Zbiory

Zadanie 27

Ktore z nastepujacych zdan sg prawdziwe dla dowolnych zbioréw A, B:

1.

CUo N

AUB=BUA,
AUB=BNA,
AU(ANA)=ANA,
AANA=BAB,
ANA=(BAB)AA

Zadanie 28

Pokaz, ze z Aksjomatu Ekstensjonalnosci wynika, ze operacja przekroju jest poprawnie
okredlona. To znaczy, pokaz ze jesli A i B sg dowolnymi zbiorami, to istnieje tylko jeden
zbior C' taki, ze v € C' — (x € ANz € B). Pokaz to samo dla réznicy zbioréw.

Zadanie 29
Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C prawdziwe sg nastepujace réwnosci:
ANA=A,
AUB=BUA,

SRR AR oal e S

ANn(BNnC)=(AnB)NC,
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).
(AAB)AC=AAN(BAC)
(AAB)NC=(ANC) A (BNCO).

Zadanie 30

Zapisz za pomocg symbolu inkluzji Aksjomat Ekstensjonalnogci.

Zadanie 31

Pokaz, ze dla dowolnych zbiorow A, B i C prawdziwe sa nastepujace zdania:



ACA,
(ACB)A(BC(C)— ACC,

AC AUB,
(ACC)AN(BCC)—AUBCC,
ANBC A,
(ACB)AN(ACC)—-ACBNC,
(ACB)A(CCD)—-AUCCBUD,
(ACB)A(CCD)—-ANCCBND.

© NS P WD

Zadanie 32

Niech A i B beda podzbiorami ustalonej przestrzeni ). Pokaz, ze
(A9)° = A,

A\ B=AnN B

(AU B)¢ = A°N B¢,

(AN B)¢ = A°U B¢,

0° = Q,

)

AC B — B¢ C A

N Ot =

Zadanie 33

Pokaz, ze AU B jest najmniejszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawierajacym jedno-
czesnie zbiory A oraz B. Sformutuj i udowodnij analogiczny fakt dla przekroju dwéch
zbiorow.

Zadanie 34
Pokaz, ze (A\ B)\C = A\ (BUC) oraz A\ (B\C) = (A\ B)U(ANC) dla dowolnych
zbiorow A, B, i C.
Zadanie 35
Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A1 B mamy A\ (A\ (A\ B)) = A\ B.

Zadanie 36

Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A i B prawdziwa jest rownowaznos¢ A = B «— A\ B =
B\ A.

Zadanie 37

Rozwiaz rownanie [0,1] A X = [—1, %) Niech A = {1,3,5}, B ={2,4} i C = {1,5}.
Znajdz taki zbior X, ze (A A X) A B = C.

Zadanie 38

Dlaczego {0} # (07 Pokaz, ze zbiory 0, {0}, {{0}}, ...sa parami rézne. Wyznacz zbiory
P(0), P(P(0)), P({a,b}) i P({a,b,c}). lle elementéw maja te zbiory?

Zadanie 39
Niech S(z) = xU{z}. Niech zy = () oraz x,,11 = S(zy,) dla wszystkich liczb naturalnych

1. Wyznacz z, dla wszystkich n <5.



2. Pokaz, ze jesli n < m to x,, € Tp,.
3. Pokaz, ze zp41 = {xo,x1,..., 20}
Uwaga: Metoda ta mozna zdefiniowa¢ liczby naturalne za pomoca zbioréw.
Zadanie 40

Czy iloczyn kartezjariski jest operacja laczna? Czy jest przemienny? Pokaz, ze dla
dowolnych zbioréw A, B i C' prawdziwe sg nastepujace rownosci:

1. (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C),

2. (ANB)xC=(AxC)N (B xC).

Zadanie 41
Pokaz, ze A x B = B x A wtedy i tylko wtedy, gdy A=BVA=0V B ={.

Zadanie 42

Pokaz, ze A C B wtedy i tylko wtedy, gdy P(A4) C P(B). Czy dla dowolnych zbiorow
A1 B prawdziwe sg rownosci P(A)NP(B) =P(ANB)iP(A)UP(B)=P(AUB)?

Zadanie 43

Niech A, B C Q. Opisz rodzine wszystkich zbioréw ktére moga zostac¢ zdefiniowane ze
zbioréw A i B za pomoca operacji sumy, przekroju i dopehienia.

Zadanie 44

Niech A = {1,2,6,7,8}, B = {2,3,4,7,8} 1 C = {4,5,6,7,8}. Ile roznych zbioréw
mozesz zbudowaé za pomoca operacji U, N, ¢ ze zbiorow A, B i C? Czy zbior {8} nalezy
do tej rodziny zbioréw?

Zadanie 45

Zapisz w postaci “nawiasowej’ wyrazenia ABCUU, ABUCU oraz ABCUUABUCU =.

Zadanie 46

Niech ¢(z) i ¢ (x) beda funkcjami zdaniowymi okreslonymi dla elementéw przestrzeni
Q. Pokaz, ze

L {zeQ:p@)}={rec: o)},
2. {zeQ:p@) NyY(x)}={xeQ:pl@)}n{zreQ:P(x)},
3. {zeQ:p(x) V() ={x € Q:p(@)}U{zr e Q:¢Y(x)}.

* Zadanie 47
Pokaz, ze dla kazdego zbioru A zachodzi nier6wnosé A # P(A).

* Zadanie 48

Pokaz, ze nie istnieje taki zbior 2, ze A C Q) dla dowolnego zbioru A.

Zadanie 49

Niech £ oznacza zbiér wszystkich zdan rachunku zdari. Zbiorem konsekwencji zbioru
P C L nazywamy zbior
Cons(P)={a e L:PEa}.
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G3:

Wyznacz Cons({p, —p}).

Wyznacz Cons(0).

Pokz, ze jesli {a, a — B} C Cons(P), to B € Cons(P).
Pokaz, ze jesli P C Q, to Cons(P) C Cons(Q).

Pokaz, ze Cons(Cons(P)) = Cons(P).

Kwantyfikatory

Zadanie 50

Zakresem zmiennoéci zmiennych jest zbiér liczb naturalnych. Zapisz przy uzyciu sym-
boli 0,1, +, -, <, | oraz symboli logicznych nastepujace funkcje zdaniowe:

1. x jest liczba parzysta,
2. x jest liczba pierwsza,
3. x jest liczba zlozona,
4.
5
6
7

r = NWD(y, =),

. kazde dwie liczby maja najmniejsza wspo6lng wielokrotnosdé,
. nie istnieje najwieksza liczba pierwsza.

. kazda liczba parzysta wieksza od 2 jest sumg dwoch liczb pierwszych (hipoteza

Goldbacha)

kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratow liczb naturalnych (twierdzenie
Lagrange’a)

Zadanie 51

Niech zakresem zmiennosci zmiennych jest zbiér liczb rzeczywistych. Zapisz za pomoca
symboli logicznych oraz symboli =, <, <, +, - i Q nastepujace formuty:

1.

kwadrat kazdej liczby jest nieujemny,

2. liczba a jest ograniczeniem gérnym zbioru A,
3.
4

. pomiedzy dowolnymi dwoma réznymi liczbami rzeczywistymi istnieje liczba wy-

liczba a jest kresem gérnym zbioru A,

mierna,

funkcja f jest malejaca.

Zadanie 52

Zmajdz wykresy nastepujacych formut zmiennych x i y, o zakresie zmiennosci réwnym
REzx=y, o<y z<yry<l |v-y<l,(@<0)V(Ez=y,v-y<l—z-y=1

Zadanie 53

Zapisz za pomocy kwantyfikatorow zdanie “g jest granica ciagu (ap)nen’

1.
2.

Zastosuj prawa de’Morgana do uproszczenia negacji tego zdania.
Pokaz, ze liczba 1 nie jest granica ciagu a, = n%rl

Zadanie 54

Niech predykat r(x,y) oznacza, ze = jest rodzicem y, niech m(z) oznacza, ze x jest
mezczyzng. Zdefiniuj za pomoca formut r oraz m nastepujace formuty:



1. “x jest bratem y”
2. “x jest kuzynka y”
3. “x jest pradziadkiem y”

Zadanie 55
Dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ niech Ay = {(z,tx) : x € R}. Niech A = {A; : t € R}.
Wyznacz zbior | A.
Zadanie 56

Pokaz, ze dla dowolnych dwoch rodzin zbiorow A i B zachodzi rownosé J(A U B) =
UAUUB.

Zadanie 57
Zaloz ze Q) jest zbiorem skoriczonym i niech Q = {wy,...,w,}. Pokaz, ze
L (Va)(Vy)i(z,y) < </\1 ,Alw(wi,wj),
1=1)=
2. () @)(ey) = AV vlenw).
1=1)=

3. (32) Tz, y) = V Olwwi,wj),

i=1j=

Zadanie 58
Rozstrzygnij, ktory z graczy ma strategie zwycieska w grze ,trzech zapalek” zaczynajaca
sie od 30 zapatek. Opisz te strategie.
* Zadanie 59

Pokaz, ze jesli a,b € A to (a,b) € P(P(A)). Wykorzystaj te obserwacje do zdefiniowanie
iloczynu kartezjanskiego dwoch zbioréw A i B za pomoca operacji zbioru potegowego oraz
wyrdzniania.

* Zadanie 60
Okreslmy nastepujace dwa kwantyfikatory stosowane do liczb naturalnych:
(V°n)p(n) < (Fk € N)(Yn > k)p(n)

oraz

(F*n)Y(n) « (Vk € N)(3n > k)p(n) .

1. Sformutuj i udowodnij prawa de Morgana dla tych kwantyfikatoréw.

2. Pokaz, ze dla dowolnej formuty 1 zdanie

(V*n)ip(n) — (3n)¢(n)

jest prawdziwe.
3. Sformutuj przy pomocy tych kwantyfikatoréw pojecie granicy ciagu oraz pojecie
punktu skupienia.

4. Bezposrednio z wlasnosci tych kwantyfikatoréw pokaz, ze granica ciagu jest jego
punktem skupienia.



Zadanie 61
Pokaz, ze dla kazdego zbioru A zachodzi rownos¢ A = [JP(A).

* Zadanie 62

Niech zakresem zmiennogci zmiennych bedzie zbiér liczb catkowitych. Zapisz za pomoca
symboli logicznych oraz symboli +, - predykat ,x > 0.
Wskazowka: Zapoznaj sie z twierdzeniem Lagrange’a o sumach czterech kwadratow.

*** Zadanie 63

Niech zakresem zmiennosci zmiennych bedzie zbiér liczb naturalnych. Pokaz, ze za po-
moca symboli 0, 1, + oraz | mozna zdefiniowa¢ predykat ,z -y = 2" (symbol | oznacza
podzielnos¢ bez reszty).

Wskazowka: Zdefiniuj najpierw predykat (Jy)(z = 3?). Przydac ci sie moga nastepujace
tozsamosdci: (z+y)? = 22 +ay+ay+y?, NWD(z,x+1) = 1 oraz 22 +2 = NWW (2, 2+1),
gdzie NW D oznacza najwiekszy wspolny dzielnik, NWW oznacza najmniejsza wspolna
wielokrotnogs¢.

Zadanie 64

Wymien wszystkie poznane do tej pory warianty praw de’Morgana.

G4: Relacje i funkcje

Zadanie 65

Podaj przyktad relacji ktéra jest symetryczna, ale nie jest zwrotna ani przechodnia.

Zadanie 66

Pokaz, ze relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C R. Pokaz, ze
relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R 1=R.

Zadanie 67
Niech R = {(z,y) € R? : |z| = |y|} oraz Q = {(x,y) € R? : y = sin(x)}. Narysuj wykres
relacji R, Q, Ro Q) oraz Q o R.
Zadanie 68

Niech R = {(n,n + 1) : n € N}. Wyznacz najmniejsza relacje przechodnia na zbiorze
liczb naturalnych N zawierajaca relacje R.

Zadanie 69

Niech R = {(x,y) € [0,1]?: 2 < y}.
1. Wyznacz relacje Ro R.

2. Wyznacz relacje Ro R™%.

3. Wyznacz relacie R~ o R.

Zadanie 70

Wyznacz zbiory 0°, X? oraz 0, gdzie X jest dowolnym zbiorem niepustym.
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Zadanie 71

Niech f bedzie funkcjg roznowartosciowa. Pokaz, ze wtedy dla dowolnych zbiorow A i
B mamy f[AN B] = f[A] N f[B]. Sformutuj i udowodnij twierdzenie odwrotne.

Zadanie 72
Niech f bedzie funkcja. Pokaz, ze nastepujace dwa zdania sa réwnowazne:
L. (VA, B)(f[A\ B] = f[A]\ f[B]),
2. f jest injekcja

Zadanie 73
Niech f: B — C bedzie funkcja. Pokaz, ze nastepujace dwa zdania sa réwnowazne:
1. f jest injekcja
2. (VA)(Vg,h: A— B)(fog=foh—g=h)

Wskazowka: Wlasnosé (2) wykorzystuje sie do zdefiniowania pojecia monomorfizmu w Teo-
rii Kategorii.

Zadanie 74
Niech f: A — B bedzie funkcjg. Pokaz, ze nastepujace dwa zdania sg rownowazne:
1. f jest surjekcja (na B)
2. (VC)(Vg,h: B —C)(gof=hof—g=h)
Wskazowka: Wtasnosé (2) wykorzystuje sie do zdefiniowania pojecia epimorfizmu w Teorii
Kategorii.
Zadanie 75
Niech f: A — C bedzie dowolng funkcja.
1. Pokaz, ze istnieja (1) zbior B; (2) surjekcja g : A — B; (3) injekcja h : B — C,
takie ze f =hog.
2. Pokaz, ze istniejy (1) zbior B; (2) injekcja g : A — B; (3) surjekcja h : B — C,
takie ze f =hog.
Zadanie 76

Niech f bedzie funkcja i A dowolnym zbiorem. Pokaz, ze f [ A rowniez jest funkcja
oraz, ze dom(f [ A) = dom(f) N A.

Zadanie 77

Niech f i g beda funkcjami. Pokaz, ze f U g jest funkcja wtedy i tylko wtedy, gdy

f1(dom(f) Ndom(g)) = g (dom(f) N dom(g)) .

* Zadanie 78

Niech F bedzie dowolna rodzing funkcji. Pokaz, ze |J F jest funkcja wtedy i tylko wtedy,

gdy
(Vf,g € F)(f Ug jest funkcja) .
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Zadanie 79

7Znajdz bijekcje pomiedzy nastepujacymi parami zbioréw:

1. Niz,
2. (0,1) i (3,5),
3. (0,1)iR,
4. (0,1) i RY,
5. [0,1][0,1)

Zadanie 80
Niech f :R? — R? bedzie funkcja zadang wzorem

Czy odwzorowanie f jest injekcja? Czy odwzorowanie f jest surjekcja? Znajdz f[R x {0}],
fIL] oraz f~'[L], gdzie L jest prosta zadang réwnaniem y = x + 1.

Zadanie 81

Niech (A¢)ier bedzie rodzing zbioréw i niech f bedzie funkcja. Pokaz, ze
L flU A = U flAd,
teT tel

2. fIN A S N flAd,

teT teT
3. f7HU Ad = U fHAd,
teT teT
4 71N Ad= N YA
teT teT

Zadanie 82

Ustalmy zbior ). Funkcjg charakterystyczng zbioru A C 2 nazywamy funkcje 14 okre-
slona wzorem 14 = (A° x {0}) U (A x {1}). Dlaczego funkcje 14 nazywa sie czasem mapa
bitowa zbioru A? Pokaz, ze dla podzbioréw A, B przestrzeni () zachodzg nastepujace wzory:
lanp =141, 1ae =1—14,1aup=1-(1-14)- (1 - 1p)

Zadanie 83

Niech f: {0,1}° — {0, 1} bedzie funkcja tozsamosciowo réwna 1. Zastosuj do funkcji
f uniwersalng metode¢ wyznaczenia zdania ¢ takiego, ze f = F, i wyznacz jego dtugosc¢
uwrgledniajac ilo§é zmiennych zdaniowych, spéjnikéw i nawiaséw.

Zadanie 84

Ile istnieje nieréwnowaznych formut rachunku zdarn zbudowanych ze zmiennych zdanio-
WyCh P, apn?
Wskazowka: Ile mozesz zbudowacé réznych "tabelek zero-jedynkowych'"dla n zmiennych
zdaniowych?

Zadanie 85
Niech 4, = {(z,y) € R? : |y| < n|z|} oraz B, = {(z,y) € R* : L < z-y}. Wyznacz
zbiory |J A, oraz |J B,.

n>1 n>1
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Zadanie 86
Niech A, =[-2+4 (=1)",n). Oblicz |J N Amoraz | U Am .

n m>n n m>n

Zadanie 87

Niech (F},)nen bedzie dowolnym ciagiem zbiorow.

1. Pokaz, ze x € liminf,cy F,, wtedy i tylko wtedy, gdy (V*°n)(x € F,) oraz = €
lim sup,,¢y F, wtedy i tylko wtedy, gdy (3°n)(x € F,,) (patrz Zadanie 60).

2. Korzystajac z powyzszych obserwacji udowodnij, ze
m F,, Climinf F,, C limsup F}, C U F, .

N
neN ne nen neN

3. Podaj przyktad ciagu zbiorow (F),)nen dla ktorego wszystkie inkluzje w powyzszym
wzorze s3 wlasciwe.

Zadanie 88

Ustalmy zbiory A, B i C. Niech A3, = A, As,11 = B oraz Aspio = C dlan € N.
Wyznacz liminf,,en Ay, limsup,,¢ Ap. Kiedy ciag (An)nen jest zbiezny?

Zadanie 89

Zaltozmy, ze (Ay,)nen jest rodzing zbioréw parami roztacznych. Pokaz, ze wtedy lim sup,,cp An =

0.
Zadanie 90

Niech (A ;)i j)erxs bedzie indeksowang rodzing zbioréw. Pokaz, ze

A UA= U N4iso-

iel jeJ feJriel

Zadanie 91

Zalozmy, ze (Ayn)nen jest malejaca rodzing zbiorow, czyli, ze Ag D Ay D Ay D ... oraz,
ze Nypen An = 0. Pokaz, ze wtedy

AO = U (An \ An+1)'
neN

* Zadanie 92

Funkcje logiczng f : {0,1}" — {0, 1} nazywamy nazywamy monotoniczng jesli zmiana
dowolnego argumentu z 0 na 1 nie powoduje zmiany wartosci funkcji z 1 na 0. Pokaz,
ze jesli f jest monotoniczng funkcja logiczna, to jest ona funkcja stata lub moze zostaé
przedstawiona jako formuta zbudowana wytacznie ze zmiennych oraz spéjnikow A i V.

G5: Relacje rownowaznosci

Zadanie 93

Na zbiorze liczb rzeczywistych R okreslamy relacje x =y < (x —y € Z).
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Pokaz, ze = jest relacja réwnowaznosci
Wyznacz klasg abstrakcji [v/2]~-

Opisz klase abstrakcji dowolnego elementu a € R.

W o

Sprobuj samodzielnie uog6lni¢ to zadanie.

Zadanie 94
Dla (21, 72), (y1,y2) € [0,1]? okreslamy relacje

(z1,22) ~ (Y1, 92) = w(@1) = u(yr) Au(z2) = uly2),

gdzie u(x) = = — |x].
1. Pokaz, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.

2. Wyznacz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 95

Pokaz, ze nastepujace relacje sa relacjami réwnowaznosci na zbiorze X i wyznacz ich
klasy abstrakcji:

1. X =N (2,9) ~ (a,b) =z +y=a+b,
X =N (2,9) = (a,b) < max{z,y} = max{a, b},
X=Ryzry«< (3t#0)(tz =y),
X=Rjzrmy< (It>0)(tx=y),
X =R%any e (G 4£0)(tr=y),
X =R%sx=y (3t>0)(tz =vy).

S Ot W

Zadanie 96

Jaka jest najmniejsza w sensie inkluzji relacja réwnowaznosci n zbiorze X7 Jaka jest
najwieksza w sensie inkluzji relacja réwnowaznosci n zbiorze X7

Zadanie 97
Ile jest relacji rownowaznosci na zbiorze {1, 2, 3}7 Ile jest roznych rozbi¢ zbioru {1, 2, 3,4}7?
Zadanie 98
Na zbiorze [0,8)? okre§lamy nastepujaca relacje réwnowaznosci
(a,b) ~ (c,d) < [a] = [c] A [b] = [d],
gdzie [x] oznacza czesé catkowity liczby x. Niech
T ={(n,m) €{0,1,2,3,4,5,6,7,8}% : 2|n +m}.
Narysuj zbior

U [(nm)x.

(n,m)eT

Zadanie 99

Na zbiorze liczb catkowitych Z okreslamy relacje z = y < 3|(z 4+ 2y) oraz z ~ y <
5|22 — y2. Czy s3 to relacje réwnowaznosci?
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Zadanie 100

Na zbiorze N x N okreslamy relacjg réwnowaznosci ~ formuta
(z,y) = (',y) & max{z,y} = max{z’,y'} .
Ile elementow ma klasa abstrakeji [(0,20)]~7

Zadanie 101

Niech G = (G, ) bedzie grupa oraz niech H C G bedzie podgrupa grupy G. Na zbiorze
G okreslamy relacje ~py wzorem

T~gy e~y e H.
Pokaz, ze ~p jest relacja rownowaznodci. Opisz jej klasy abstrakeji.

Zadanie 102

Pokaz, ze jesli R i S sa relacjami réwnowaznodci na zbiorze €2, to réwniez R NS jest
relacja rownowaznosci na zbiorze ). Opisz klasy abstrakcji relacji RN S.

Zadanie 103

Pokaz, ze przekrdj dowolnej rodziny relacji réwnowaznosci na zbiorze X jest rowniez
relacja rownowaznoéci na zbiorze X. Wywnioskuj z tego, ze dla kazdej relacji R C X x X
istnieje najmniejsza (w sensie inkluzji) relacja rownowaznosci @ na zbiorze X taka, ze

RCQ.

Zadanie 104
Na zbiorze N x N okreslamy relacje R 1 S wzorami

(n,m)R(n',m') < n=n

oraz
(n,m)S(n’,m") < m=m’".

Wyznacz najmniejsza relacje réwnowaznosci zawierajaca relacje R U S.

G6: Czesciowe porzadki

Zadanie 105

Pokaz, ze (N\ {0},]) jest czesciowym porzadkiem. ZnajdZ w nim element najmniejszy.
Znajdz elementy minimalne w cze$ciowym porzadku (N '\ {0,1},]).

Zadanie 106

Na zbiorze X = {10,11,...,30} okreslamy relacje (x < y) < (z|y). Wyznacz elementy
maksymalne i minimalne w cz¢sciowym porzadku (X, <).

Zadanie 107

Pokaz, ze jesli w czesciowym porzadku istnieje element najwiekszy, to jest on jedynym
elementem najwiekszym i jest elementem maksymalnym.
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Zadanie 108

Pokaz, ze jesli Ri S sa czesciowymi porzadkami, to ich przekroj RN S tez jest czescio-
wym porzadkiem. Czy ich suma R U S musi byé¢ czesciowym porzadkiem?

Zadanie 109

Niech R bedzie czesciowym porzadkiem na zbiorze X. Niech Y C X oraz S = RN (Y x
Y). Pokaz, ze S jest czesciowym porzadkiem na zbiorze Y.

Zadanie 110

Dla danych liczb n,m € N podaj przyktad czesciowego porzadku ktéry ma doktadnie
n elementéw minimalnych oraz m elementéw maksymalnych.

Zadanie 111

Podaj przyktad czesciowego porzadku ktéry ma doktadnie jeden element maksymalny
oraz nie ma elementu najwiekszego.

Zadanie 112

Niech (X, R) bedzie czeéciowym porzadkiem. Pokaz, ze relacja R™' jest rowniez cze-
sciowym porzadkiem na zbiorze X. Jakie sa zwiazki pomiedzy elementami maksymalnymi,
minimalnymi, najwiekszymi i najmniejszymi w tych dwdch czedciowych porzadkach?

Zadanie 113

Niech (X, <) bedzie liniowym porzadkiem. Pokaz, ze jesli a € X jest elementem <-—
maksymalnym, to a jest rowniez elementem <-najwiekszym.

Zadanie 114

Pokaz, ze nie istnieje liniowy porzadek =< na zbiorze liczb zespolonych C o nastepujacych
wlasnosciach:

L (Va,b,z,y €C) ((a 2 D) A (z 2y) ma+x2b+y),

2. (Va,be C) (0= a) A(0<b) —0=a-b).

Zadanie 115
Niech A bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Pokaz, ze czesciowe porzadki (P(A), Q)
i ({0,1}4,<%), gdzie f <* g < (Va € A)(f(a) < g(a)), sa izomorficzne.
Zadanie 116

Na zbiorze R? rozwazamy relacje < zadang formuta

((z,y) 2 (2'Y) = (<2 )YA(y<Y) .

Niech K = {(z,y) € R? : 2% + ¢* < 1}.
1. Pokaz, ze relacja < jest czesciowym porzadkiem.
2. Wyznacz elementy minimalne zbioru K.

3. Dla ustalonego punktu (a,b) € R? wyznacz zbiory {(z,y) € R? : (a,b) < (z,v)},
§(xé)y))}€ R? : (x,9) < (a,b)} oraz {(z,y) € R? : =((a,b) < (x,9)) A =((z,y) <
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Zadanie 117
Niech K = {(z,y) € R? : max{|z|, |y|} < 1}. Na zbiorze K okreslamy relacje
(z.9) 2 (@y) = (e <) V(e=2a"Ay <y)) .
Pokaz, ze < jest liniowym porzadkiem na zbiorze K oraz wyznacz elementy minimalne w
tym porzadku.
Zadanie 118
Rozwazmy czesciowy porzadek (R, <). Niech A, B C R beda zbiorami ograniczonymi.
Pokaz, ze inf(A) = —sup({—a : a € A}) oraz sup({a+b:a € ANb € B}) =sup(A) +
sup(B).
Zadanie 119
Niech 2 = {a, b} oraz niech X bedzie zbiorem wszystkich stow z Q* dtugosci nie wiekszej
niz 3. Wypisz elementy tego zbioru w porzadku leksykograficznym.
Zadanie 120

Niech ) bedzie niepustym zbiorem. Na zbiorze stow Q* definiujemy relacje o ~ n <
lo| = |n|, gdzie |z| oznacza dlugosé stowa z. Pokaz, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.
Wyznacz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 121

Pokaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje zbiér liczb naturalnych T' taki, ze

czesciowe porzadki (P({1,..,n}),C) oraz (T,|) sa izomorficzne
Zadanie 122

Niech L({p}) oznacza zbior wszystkich zdan zbudowanych z jednej zmiennej zdaniowe;
p. Na zbiorze L({p}) okreslamy relacje ¢ < ¢ —= (¢ — ). Pokaz, ze < jest preporzad-
kiem. Niech = bedzie relacja réwnowaznosci wyznaczona przez ten preporzadek oraz niech
= bedzie czesciowym porzadkiem na L({p})/ = wyznaczonym przez <. Pokaz, ze porzadek
(L({p})/ =, <) jest izomorficzny z porzadkiem P({0,1}).
* Zadanie 123

Zalozmy, ze (X, <) jest dobrym porzadkiem o nastepujacych wlasnosciach: nie ma w
nim elementu najwiekszego, dla kazdego elementu, z wyjatkiem najmniejszego, istnieje
element bezposrednio go poprzedzajacy. Pokaz, ze porzadek (X, <) jest izomorficzny z
liczbami naturalnymi z naturalnym porzadkiem.

Zadanie 124

Niech (2, Yn)nen bedzie dowolnym ciggiem liczb naturalnych. Pokaz, ze istniejg liczby
n,m € N takie, ze n < m oraz x, < Ty 1 Yn < Ym.-

* Zadanie 125
Podaj przyktad injekcji f : {0,1}* x {0,1}* — {0,1}*.

Wskazowka: Poszukaj funkcji f postaci f(x,y) = g(x)+o+y, gdzie 4+ oznacza konkatenacje
ciagow oraz gdzie o jest pewnym ciggiem skoniczonym.

G7: Aksjomat Wyboru
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Zadanie 126

Na zbiorze X = R? rozwazamy relacje réownowaznosci okreslong wzorem z =~ y <« (3t #

0)(tx = y) (patrz Zadanie 95). Znajdz jaki§ naturalny (prosty do opisania) selektor rodziny
X/ =.

Zadanie 127

Na zbiorze R rozwazamy relacje okreslona wzorem o =~y < x —y € Z. Pokaz, ze jest
to relacja rownowaznosci oraz znajdz jakis naturalny selektor rodziny R/ ~.

Zadanie 128

Zalozmy, ze f : A — B jest surjekcja. Pokaz, korzystajac z Aksjomatu Wyboru, ze
istnieje taka funkcja g : B — A, ze (Vy € B)(f(9(y)) = y).

Zadanie 129

W ktorym momencie dowodu rownowaznosci definicji Heinego i Cauchy’ego ciaglodci
funkcji korzystamy z Aksjomatu Wyboru?

** Zadanie 130

Pokaz, ze w kazdej przestrzeni liniowej istnieje baza.
Wskazowka: skorzystaj z Lematu Kuratowskiego Zorna.

Zadanie 131
Znajdz liniowy porzadek =< na zbiorze P({a,b, c}) taki, ze

(VX,Y € P{a, b)) (X CY - X <Y).

** Zadanie 132

Pokaz, korzystajac z Lematu Kuratowskiego-Zorna, ze kazdy czesciowy porzadek mozna
rozszerzy¢ do porzadku liniowego.

Zadanie 133

Niech A bedzie rodzing niepustych, parami roztacznych podzbioréw zbioru liczb natu-
ralnych. Pokaz, bez pomocy Aksjomatu Wyboru, ze rodzina A ma selektor.

G8: Indukcja Matematyczna

Zadanie 134
Wyznacz moc zbioru A = {k € {1,...,1000} : 2|k Vv 5|k}.

Zadanie 135
Uogolnij wzor |[AU B| = |A| + |B| — |A N B| na trzy i cztery zbiory.

* Zadanie 136
Uogo6lnij wzoér |[AU B| = |A] 4+ |B| — |A N B| na dowolna skoriczona ilos¢ zbiorow.

18



Zadanie 137

Niech A = {4 € P({1,...,10}) : 2 < |A] < 7}. Tle jest elementéw minimalnych oraz
ile jest elementow maksymalnych w czesciowym porzadku (A, C)?

Zadanie 138
Pokaz, ze w kazdym skoniczonym czesciowym porzadku istnieje element maksymalny.

Zadanie 139

Pokaz, ze jesli skoniczony porzadek ma tylko jeden element maksymalny, to jest on
elementem najwiekszym.

Zadanie 140

Pokaz, ze jesli kazdy skoniczony porzadek mozna rozszerzyé do porzadku liniowego.
Podaj oszacowania na liczbe tych rozszerzen.

Zadanie 141

Niech A = {1,...,n} x {0,1} oraz R = {((z,0),(z,1) : 1 < & < n}Uids. Na ile
sposob6w mozna rozszerzyé relacje R do liniowego porzadku?

Zadanie 142

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona wyznacz nastepujace sumy:

500 Sl 20) 20

Wskazowka: Do wyznaczenia ostatniej sumy mozesz skorzystac z tego, ze (%) = (,,".)-

Zadanie 143
Za pomocy formuty Stirlinga n! ~ v/2mn (2)" oszacuj liczbe (LZJ)’ gdzie |z] oznacza
2
czesé catkowity liczby .

Zadanie 144

Pokaz, ze jesli f : {1,...,n} — {1,...,n} jest injekcja, to funkcja f jest rowniez
surjekcja. Pokaz, ze jesli f : {1,...,n} — {1,...,n} jest surjekcja, to funkcja f jest
rowniez injekcja.

Zadanie 145
Ile jest waluacji 7 : {po, p1,...,p10} — {0,1} takich, ze 71 =pg — (p1 A ... Ap1o) ?
Zadanie 146

Wyznacz liczbe przekatnych w n-kacie wypuklym.

Zadanie 147

Ile jest relacji zwrotnych, symetrycznych, stabo antysymetrycznych na zbiorze n ele-
mentowym?

Zadanie 148

Ile jest relacji ktore sg jednoczesnie zwrotne i symetryczne na zbiorze {1,2,...,n}?
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Zadanie 149

Relacje R nazywamy antysymetryczng, jesli

(Vz,y)((z,y) € R — (z,y) € R) .

Ile jest relacji antysymetrycznych na zbiorze n - elementowym?

Zadanie 150

Relacje R nazywamy Zzatosng, jesli

(Vz,y)(z,y) ER— 2z =1y) .

Ile jest relacji zatosnych na zbiorze n - elementowym?

Zadanie 151
Niech S = {X C{1,...,9} : 2||X|}. Jaka jest moc rodziny zbiorow S ?

Zadanie 152

Pokaz, ze jedli w trojkacie rownobocznym o boku 2 rozmiedcimy dowolnie pie¢ punktow,
to dwa z nich sa odlegte nie wiecej niz o 1.
Wskazowka: Zastosuj zasade szufladkowsa Dirichleta

Zadanie 153

Pokaz, ze w kazdej szostce liczb ze zbioru {1, ...,10} istnieja dwie liczby ktoérych suma
jest nieparzysta.
Wskazowka: Przyjrzyj sie rozbiciu {1, ...,10} = {1,3,5,7,9} U {2,4,6,8, 10}.

Zadanie 154

Niech z1,...,z, bedzie ciagiem liczb catkowitych. Pokaz, ze suma pewnej liczby kolej-
nych wyrazéw tego ciagu jest podzielna przez liczbe n.
Wskazowka: Rozwaz liczby s = (21 + ... + x;) mod n.

Zadanie 155

Czy szachownice z usunietymi naprzeciwleglymi naroznikami mozna pokry¢ kostkami
domina o powierzchni réwnej dwém kwadratom szachownicy?
Wskazowka: Pomaluj rozsadnie szachownice

Zadanie 156
Pokaz, ze istnieje potega liczby 3, ktorej rozwiniecie dziesietne koticzy sie cyframi 001.
Wskazowka: Rozwaz ciag liczb a,, = 3" mod 10?
Zadanie 157

Niech A C {1,2,...,2n} bedzie zbiorem o mocy |A| > n. Pokaz, ze istnieja dwie rozne
liczby a,b € A takie, ze a dzieli b.
Wskazowka: Rozwaz funkcje f(z) = max{k : klx A —(2]k)}.

** Zadanie 158 (Erdds—Szekeres)

Niech x1, ..., Tmn+1 bedzie ciggiem réznych liczb rzeczywistych. Pokaz, ze z ciggu tego
mozna wybraé podciag rosnacy dtugosci m + 1 lub podciagg malejacy dtugosci n + 1.
Wskazowka: Kazdej liczbie k € {1,...,nm + 1} przyporzadkuj pare liczb (ag,by), gdzie
ar = dlugosé najdtuzszego rosnacego podciagu konczacego sie w xy zas by = dlugosé
najdtuzszego malejacego podciagu konczacego sie w xy.
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Zadanie 159

Niech A bedzie skoniczong rodzina niepustych, parami roztacznych zbioréw. Pokaz, bez
pomocy Aksjomatu Wyboru, ze rodzina A ma selektor.

Zadanie 160

Niech A = {A;,...,A,} bedzie skonczona rodzing niepustych, parami roztacznych
skoriczonych zbioréw. Wyznacz moc zbioru wszystkich selektoréw rodziny A.

Zadanie 161

Pokaz, ze dowolne dwa skoriczone liniowe porzadki o tej samej liczbie elementéw sa
izomorficzne.

G9: Teoria mocy

Zadanie 162

Pokaz za pomoca indukcji matematycznej, ze n < 2™ dla kazdej liczby naturalnej n.
Udowodnij ten sam fakt bez korzystanie z indukeji matematyczne;j.

Zadanie 163
Zmajdz bijekcje pomiedzy nastepujacymi parami zbioréw:
1. (—7/2,7/2) 1R,
2. (0,1)i(2,5),
3. (0,0)iR
4. [0,1]1[0,1).
Zadanie 164

Pokaz, ze kazdy niezdegenerowany odcinek prostej rzeczywistej jest mocy continuum.
Pokaz, ze kazdy niezdegenerowany tréjkat na plaszczyznie jest mocy continuum.

Zadanie 165
Niech Sym(A) oznacza zbior wszystkich permutacji zbioru A. Pokaz, ze jesli |A| = |B|
to [Sym(A)| = [Sym(B)|.
Zadanie 166

Pokaz, ze zbiér punktéw plaszczyzny o obu wspoélrzednych wymiernych jest zbiorem
przeliczalnym.

Zadanie 167

Pokaz, ze dowolna rodzina parami roztacznych odcinkéw liczb rzeczywistych jest prze-
liczalna.

Wskazowka: Skorzystaj z tego, ze liczby wymierne sa geste w zbiorze liczb rzeczywistych
oraz, ze zbior liczb wymiernych jest przeliczalny.

Zadanie 168

Pokaz, ze dowolna rodzina parami roztacznych niepustych kétek na plaszczyznie jest
przeliczalna.
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Zadanie 169
Pokaz, ze n - Rg = (Ng)" = Vg dla kazdej liczby naturalnej n > 0. Wyznacz liczbe NSO.

Zadanie 170

Jaka jest moc zbioru wszystkich ciagéw liczb rzeczywistych zbieznych do zera? Jaka
jest moc zbioru wszystkich ciggéw liczb catkowitych zbieznych do zera?

Zadanie 171

Pokaz, ze zbiér wszystkich funkcji ciggtych z liczb rzeczywistych w liczby rzeczywiste
jest mocy continuum.
Wskazowka: Pokaz, ze jesli f,g: R — R sa takimi funkcjami ciaglymi, ze f [Q = g [ Q to
f=y
Zadanie 172

Pokaz, ze zbior wszystkich bijekcji ze zbioru liczb naturalnych w zbiér liczb naturalnych
jest mocy continuum.

Zadanie 173

Jaka moze by¢ moc zbioru A\ B jesli A1 B sa zbiorami mocy Yo7 Jaka moze by¢ moc
zbioru A\ B jesli A i B sg zbiorami mocy c?

Zadanie 174

Niech f : N — N. Pokaz, ze |[rng(f)] = No lub istnieje taka liczba naturalna n, ze
[f7H )| = Ro.

Zadanie 175

Jaka jest moc zbioru {X C N: |X| < No}7 Jaka jest moc zbioru {X C R: |X]| < Ng}?
Jaka jest moc zbioru {X C R:|X| < Np}?

* Zadanie 176
Oblicz k + A, k * A oraz x> dla dowolnych x, A € N U {Rg, ¢, 2°}.

Zadanie 177

Niech Jy = Rg oraz Jp41 = 2= dlan € N.
1. Pokaz, Zejg <31 <32 <...
2. Niech 3, = 3,50 3n- Pokaz, ze

(VneN)(3, <3y) .

3. Sprobuj zdefiniowa¢ samodzielnie liczby 3,41, Jut2, - - -, Swtw

* Zadanie 178

Jaka jest moc zbioru {(z,y) € Q% : 22 +y% =1}?
Wskazéwka: Zapoznaj sie z pojeciem “pierwotnych tréjek pitagorejskich”.

* Zadanie 179

Ile mozna narysowadé parami roztacznych liter ”L” na plaszczyznie?. Ile mozna naryso-
y y y y
waé parami roztacznych liter "1 na plaszczyznie?
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* Zadanie 180

Niech f : R — R bedzie funkcja monotoniczna. Pokaz, ze zbiér punktéw nieciaglosci
funkcji f jest przeliczalny.

Wskazowka: Oznacz przez T' zbior punktéw nieciagltodci funkeji f i rozwaz rodzine odcinkow
Ly=(lim f(z), lim f(z))
dlateT.
*** Zadanie 181 (Cantor)
Liniowy porzadek (L, <) nazywamy gestym, jesli
(Va,be L)(a<b— (Fc€ L)(a <c<D)).

Pokaz, ze kazdy przeliczalny liniowy gesty porzadek bez elementu najwiekszego i najmniej-
szego jest izomorficzny 7 porzadkiem (Q, <).

** Zadanie 182 (Sierpinski)

Niech (A;,)nen bedzie dowolng rodzing zbioréw mocy Ng. Pokaz, ze istnieje rodzina
nieskoriczonych, parami roztacznych zbiorow (By,)nen taka, ze B, C A, dla wszystkich n.
Uwaga: Prawdziwa jest pewien wariant tego twierdzenia dla kazdej nieskonczonej liczby
kardynalnej

** Zadanie 183

Niech (Ap)nen bedzie dowolna rodzina nieskonczonych podzbioréw zbiorow N. Pokaz,
ze istnieje taki podzbiér S zbioru N, ze

(Vn € N)(|An N S| = [An \ S| = Ro).

* Zadanie 184

Niech {f, : n € N} bedzie dowolna rodzing funkcji ze zbioru NN. Znajdz taka funkcje
g € NN taka, ze (Vn)(V°k)(fn(k) < g(k)) (kwantyfikator V*° zostal zdefiniowany w zadaniu
60).
* Zadanie 185
Dla zbioréw A, B € P(N) okreslamy relacje

AC* B |A\ Bl <X .

Pokaz, ze C* jest preporzadkiem. Zalozmy, ze (Ap)nen jest taka rodzina nieskonczonych
podzbiorow N, ze (Vn € N)(A,+1 C* A,,). Pokaz, ze istnieje taki nieskoriczony podzbiér B
zbioru liczb naturalnych, ze (Vn € N)(B C* A,,).

** Zadanie 186

Pokaz, ze istnieje rodzina A nieskoriczonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych mocy
continuum taka, ze dla dowolnych dwoch roznych A, B € A przekroj AN B jest skoniczony.
Wskazowka: Skorzystaj z tego, ze zbior liczb wymiernych jest gestym podzbiorem zbioru
liczb rzeczywistych.
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* Zadanie 187

Pokaz, korzystajac z Aksjomatu Wyboru, ze jesli A jest zbiorem nieskoticzonym (czyli,
e (Vn € N)(=]A| = n)), to istnieje injekcja f: N — A.

*** Zadanie 188 (Ramsey)

Niech R C N? bedzie relacja symetryczng. Pokaz, ze istnieje nieskoniczony podzbiér A
zbioru N taki, ze (Vx,y € A)(x # y — (z,y) € R) lub istnieje nieskoriczony podzbior A
zbioru N taki, ze (Vz,y € A)(z #y — (x,y) ¢ R).

Zadanie 189

Pokaz, ze z kazdego nieskoniczonego ciagu liczb rzeczywistych mozna wybraé nieskoni-
czony podciag monotoniczny.

G10: Elementy Teorii Kategorii

Zadanie 190

Ktére z nastepujacych struktur sa monoidami?

1. ([0,1],0,V), gdzie z V y = max{x,y}

([0, 1], 1, N), gdzie z A y = min{z, y}
((0,00),1,%), gdzie z xy = x¥

(XX, Idx, ) (X jest ustalonym zbiorem)
(X*,[], +4), (gdzie X jest ustalonym zbiorem)

OU o 0N

Zadanie 191

Pokaz, ze strzatka Id4 jest jednoznaczna, czyli, ze jesli Id1 4 oraz 1d24 spetiaja wta-
snosci identycznodcei to Idl 4 = Id2 4.

Zadanie 192

Pokaz, ze ztozenie monomorfizméw jest monomorfizmem.

Zadanie 193

Pokaz, ze ztozenie epimorfizméw jest epimorfizmem. Sprobuj podaé proste uzasadnienie
tego faktu oparte o poprzednie zadanie wykorzystujace pojecie kategorii dualne;j.

Zadanie 194

Pokaz, ze jesli f : A — B jest izomorfizmem, to odwrotnoié f~! jest wyznaczona
jednoznacznie.

Zadanie 195

Pokaz, ze jeéli f~! jest odwrotnogcia f : A — Big~! jest odwrotnoscia g : B — C, to
f~tog™! jest odwrotnoscia go f : A — C.

Zadanie 196

Podaj przyktad kategorii ze strzatka ktora jest monomorfizmem oraz epimorfizmem,
ale nie jest izomorfizmem.
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Zadanie 197

Rozwazamy kategorie zbudowana z czesciowego porzadku (X, <). Kiedy istnieja w niej
elementy poczatkowe i konicowe?

Zadanie 198

Pokaz, ze jesli w diagramie

A I’ B g C’
komutuja wewnetrzne kwadraty, to rowniez komutuje zewnetrzny kwadrat.

Zadanie 199
Zinterpretuj w jezyku informatyki komutowanie nastepujacego diagramu

SUCCInt
—

Int Int

toReall ltoR_eal

Real ——— Real
SUCCReal

Zadanie 200

Pokaz, ze obiekty koricowe (terminalne) w ustalonej kategorii sa wyrazone jednoznacznie
z doktadnodcia do izomorfizmu. Pokaz podobna wtasnoéé obiektéw poczatkowych.

Zadanie 201

Wyznacz obiekty koricowe i poczatkowe w nastepujacych kategoriach:
w kategorii grup Grp

w kategorii cial

w kategorii czesciowych porzadkéw Pos

w kategorii monoidéw Mon

Set x Set

Set™

ST ol S

Zadanie 202

Pokaz, ze produkt (A x B,ma,7p) jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do
izomorfizmu w kategorii Set.

Wskazéwka: Skorzystaj z jednoznacznosci mediatora w definicji produktu.

Zadanie 203

Pokaz, ze jesli C jest kategoria, to CP tez jest kategoria.
Wskazowka: Jak w kategorii C°P definiuje sie zlozenie morfizmow?

Zadanie 204

Niech (G, -) bedzie grupa. Na zbiorze G okreslamy dzialanie axb=15b-a
1. Pokaz, ze (G*) jest grupa.
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2. Znajdz izomorfizm miedzy grupami (G, -) oraz (G, *).

3. Jaki ma zwiazek to zadanie z konstrukcja CP?

Zadanie 205

Zapisz w jezyku diagramow komutujacych (przemiennych) tacznosé operacji ztozenia
funkcji.

Zadanie 206

Niech (G,-), (H,*) beda grupami oraz niech f : G — H bedzie homomorfizmem.
Wiadomo, ze grupa ilorazowa G /ker(f) jest izomorficzna z podgrupa img(f) grupy H.
Zapisz to w jezyku przemiennych diagraméw.

Zadanie 207

Niech C bedzie kategoria 7z produktem. Dla f : X — A oraz g : Y — B niech (f,g)
bedzie strzatka mediacyjna dla produktu A x B. Pokaz, ze (f o h,go h) = (f,g) o h.

** Zadanie 208
)

Rozwazamy kategorie Mon (monoidéw). Pokaz, ze funkcja f : (N,0,+) — (Z,+,+
0,+)

okreslona wzorem f(x) = x (czyli identycznosé na N traktowana jako morfizm z (N, 0,
do (Z,0,+)) jest epimorfizmem.

Zadanie 209

Ustalmy zbior Q. Rozwazmy kategorie P(2) ktorej obiektami sa wszystkie podzbiory
zbioru €2, za§ morfizmy oznaczaja zawieranie zbioréw. Niech A, B C (.

1. Wyznacz A x B w tej kategorii

2. Wyznacz A + B w tej kategorii.

* Zadanie 210
Rozwazmy takie przyporzadkowanie F': Set — Set

F(X): @ :‘X‘<N0
N [X] > R

Pokaz, ze I’ nie mozna rozszerzy¢ do funktora.

* Zadanie 211
Sprawdz, ze nastepujace przyporzadkowania sa endofunktorami kategorii Set oraz za-
proponuj dla nich odwzorowania ny : X — F(X)ipuyx : F(F(X)) — F(X):
L F(X)=XxX; F(f: X = Y)(x,y) = (f(2), f(y)
2. (Reader) Ra(X)= X4 R(f: X = Y)(¢p)=foo
3. (Writer) Wap(X) =M x X; Wa(f : X = Y) =idy x f, gdzie M = (M, e, %) jest
ustalonym monoidem

4. (State) Sa(X) = (AxX)*; Sa(f: X = Y)(¢) = (Aa)(let (b,y) = ¢(a) in (b, f(y)))

5. (Maybe) M(X) = X U{Tx}; F(f: X =Y)=fu{(lx,1v)}
6. (Niedeterminizm) N(X) ={Y C X : |Y| < No}; N(f : X = Y)(4) = f[4]
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Odwzorowania 1 oraz pu muszg posiadac te same wlasnosci co ich odpowiedniki dla funktora
List, czyli px o np(x) = idp(x), px © F(nx) = idpx) oraz px o ppx) = po F(u).

G11: Elementy Teorii Modeli

Zadanie 212

Wyznacz wartosé termu 7 = 1+ (14 (14 (1 4+ 1))) w pierscieniach Z,, dla dowolnego
n > 1.

Zadanie 213
Czy (N, <) = (£,<)?

Zadanie 214
Niech Th(a) = {¢ € Sent : a |= ¢}. Pokaz, ze Th(a) jest teoria niesprzeczna i zupelna.

Zadanie 215
7Znajdsz zdania ¢, i 1, takie, ze
1. ¢, jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy model ma moc wieksza lub réwna n,
2. 1y jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy model ma moc réwna n.

Zadanie 216

Pokaz, ze jesli dwie struktury sa izomorficzne, to sg elementarnie rownowazne.

Zadanie 217
Pokaz, ze
1. a=a,
2. a=b—-b=aqa,
3. (a=b)A(b=¢c)—(a=¢)

Zadanie 218

Niech PO oznacza teorie czesciowych porzadkéw z predykatem binarnym R.

1. Pokaz, ze PO = (V)((Vy)(R(y, z) — (Vy)(R(z,y) — y = z))

2. Niech ¢ = (Vx,y)(R(x,y) V R(y,z)). Pokaz, ze zdanie ¢ jest niezalezne od teorii
PO.

3. Niech LO = POU{(Vz,y)(R(z,y)VR(y,z))}. Pokaz, ze teoria LO jest kategoryczna
w kazdej mocy skoiiczonej. Czy LO jest kategoryczna w mocy Rg7

4. Niech
DLO = LOU{(Vz,y)((R(z,y) Az #y) — (F2)(R(z, 2) N R(z,y) N # 2Nz # y))}

Pokaz, ze jesli (A,R) = DLO oraz |A| > 1 to |A| > No.
5. Czy DLO jest kategoryczna w mocy Ng?

6. Niech
DLO* = DLO U{~(32)(vy) R(y, x), ~(30)(¥y) (R(z,9)}

Pokaz, ze DLO™ jest kategoryczna w mocy RNg
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7. lle nieizomorficznych modeli ma teoria DLO w mocy Ng?

Zadanie 219

Pokaz, ze jesli a jest struktura skoniczona o skoniczonej sygnaturze, to Th(a) jest zbiorem
rozstrzygalnym.

Powodzenia,

Jacek Cichon
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