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Total Functions Nondeterministic Polynomial (TFNP)

Relacja R(x,y) jestw TFNP IFF
@ Istnieje deterministyczny alg. o ztozonosci najwyze;
wielomianowej, ktéry moze rozstrzygnac, czy R(x, y),

Q (VY x)(Jy) y jest ,wielkosci” co najwyzej wielomianej wzgledem x
oraz spetniona jest relacja R(x, y).
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@ Istnieje deterministyczny alg. o ztozono$ci najwyzej
wielomianowej, ktéry moze rozstrzygnac, czy R(x, y),
Q (VY x)(Jy) y jest ,wielkosci” co najwyzej wielomianej wzgledem x
oraz spetniona jest relacja R(x, y).
Przyktad: Zasada szufladkowa Dirichleta
Dana jest funkcja f : [n+ 1] — [n], ktdra jest wielomianowo obliczalna.
Znajdz a,b € [n+ 1], ze f(a) = f(b).
Wtedy x = f,ay = {k,I} C [n+ 1], a R(f, {k,I}) oznacza, Ze
fi{k}] = f{1}].
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Total Functions Nondeterministic Polynomial (TFNP)

Relacja R(x,y) jestw TFNP IFF
@ Istnieje deterministyczny alg. o ztozono$ci najwyzej
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Q (VY x)(Jy) y jest ,wielkosci” co najwyzej wielomianej wzgledem x
oraz spetniona jest relacja R(x, y).
Przyktad: Zasada szufladkowa Dirichleta
Dana jest funkcja f : [n+ 1] — [n], ktdra jest wielomianowo obliczalna.
Znajdz a,b € [n+ 1], ze f(a) = f(b).
Wtedy x = f,a y = {k,I} C [n+ 1], a R(f,{k,l}) oznacza, ze

flik}] = f[].
TFNPC NP
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Polynomial Parity Arguments on Directed graphs
(PPAD)

Problem PPAD to taki, ktéry mozna sprowadzi¢ do problemu:
End-of-the-Line.
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End-of-the-Line.

Dany jest graf skierowany G (moze by¢ nawet eksponencjalnie duzy),
gdzie kazdy wierzchotek moze mie¢ co najwyzej 1 poprzednika i 1
nastepnika.
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Polynomial Parity Arguments on Directed graphs
(PPAD)

Problem PPAD to taki, ktéry mozna sprowadzi¢ do problemu:
End-of-the-Line.

Dany jest graf skierowany G (moze by¢ nawet eksponencjalnie duzy),
gdzie kazdy wierzchotek moze mie¢ co najwyzej 1 poprzednika i 1
nastepnika.

Zadana jest funkcja f: V — V' x V/, 0 ztozono$ci co najwyzej
wielomianowej wzgledem | V|, gdzie V' = V U {0}, ktéra danemu
wierzchotkowi, przypisuje jego poprzednika oraz nastepnika (o ile
istniejg).

Problem: Dla s € V, ktéry nie ma poprzednika, szukamy t # s, ktory
nie ma poprzednika albo nastepnika.
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Przyktady probleméw PPAD

@ Lemat Spernera
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Przyktady probleméw PPAD

@ Lemat Spernera

@ Lemat Knastera—Kuratowskiego—Mazurkiewicza (~ spbjnos¢
sympleksu)
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Przyktady probleméw PPAD

@ Lemat Spernera

@ Lemat Knastera—Kuratowskiego—Mazurkiewicza (~ spbjnos¢
sympleksu)

@ Szukanie punktéw statych w tw. Brouwera.

@ Szukanie MNE

@ Szukanie ogdlnej rownowagi (w tzw. modelu Arrowa—Debrou
[1954; nagrody Nobla 1972 i 1983]).
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Twierdzenie (Kuhn)

W lematach Spernera oraz KKM mozna zamieni¢ sympleksy na
hiperkostki.
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hiperkostki.

Szukanie réwnowag Nasha w grach strategicznych wieloosobowych —
alg. Scarfa (d-d lem. Spernera/ tw. Kakutaniego).

Definicja (Réwnowaga przyblizona)

Dla ustalonego € > 0, dla gry (P, S, u), ©* € A nazywamy
e-rownowaga Nasha, jesli spetnia:

(VieP)Ymiel)u(r™) > u((mj,n";)) —€.
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(VieP)Ymiel)u(r™) > u((mj,n";)) —€.

—i

Alg. wyznaczania rownowag przyblizonych sg szybsze od tych dla
MNE, np. metoda Newtona.
Ale moga by¢ dalekie od MNE.
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Twierdzenie (Kuhn)

W lematach Spernera oraz KKM mozna zamieni¢ sympleksy na
hiperkostki.

Szukanie rownowag Nasha w grach strategicznych wieloosobowych —
alg. Scarfa (d-d lem. Spernera/ tw. Kakutaniego).

Definicja (Réwnowaga przyblizona)

Dla ustalonego € > 0, dla gry (P, S, u), ©* € A nazywamy
e-rownowagg Nasha, jesli spetnia:

(VieP)YrmieA)u(n) > ui({(mj,n" ;) —e.

—i

Alg. wyznaczania rownowag przyblizonych sg szybsze od tych dla
MNE, np. metoda Newtona.

Ale moga by¢ dalekie od MNE.

Algorytm Scarfa nadaje sie do szukania ,lepszych” réwnowag
przyblizonych.

Problem klasy PPAD.



Duopol Bertranda

Doktadnie dwie firmy produkujg to samo dobro; w dodatku po tym
samym marginalnym koszcie p.
Jaka cene powinni podyktowac?
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@ Jesli zagrajg v; < p, to nie zyskaja.

@ Jesli zagrajg v; > v; > p, to wszyscy klienci kupig produkt po
cenie v; i firma j zgarnie caty zysk.
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Duopol Bertranda

Doktadnie dwie firmy produkujg to samo dobro; w dodatku po tym
samym marginalnym koszcie p.
Jaka cene powinni podyktowac?

@ Jesli zagrajg v; < p, to nie zyskaja.

@ Jesli zagrajg v; > v; > p, to wszyscy klienci kupig produkt po
cenie v; i firma j zgarnie caty zysk.

@ Jesdli v; = v; > p, to firmy podzielg si¢ zyskiem po potowie.
@ W tej grze jedyna rbwnowaga skorelowana to zagrac v; = v; = p.
@ Zysk moze zagwarantowa¢ im tutaj koalicja (zmowa cenowa).
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Oligopol Cournota

Zalozenia modelu:

@ Kilka firm (ustalonych) produkuje ten sam produkt po tym samym
koszcie,
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D.Bojko, PWr ATG 1.02.2024 1 lutego 2024 7/19



Oligopol Cournota

Zalozenia modelu:

Kilka firm (ustalonych) produkuje ten sam produkt po tym samym
koszcie,

Nie ma zméw cenowych,

Firmy maja site rynkowa, czyli zmiana decyzji firmy na wptyw na
rynek

Sprzedajg do tego samego posrednika = konkurencja na polu
ilosciowym,

Firmy maksymalizujg ich profit, znajac decyzje innych.
Zapotrzebowanie rynku D jest malejaca funkcjg ceny p: D = ¢(p).
Zysk ze sprzedazy to pc(p). Maksymalizacja tej funkcji wigze sig z
rownaniem c(p) + pc’(p) = 0.
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Przyktad

@ Dwie firmy, z kosztem marginalnym p

o =3 = = nax
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Przyktad

@ Dwie firmy, z kosztem marginalnym p

@ Cena, jako funkcja zapostrzebowania D: /(D) = ¢~ '(D) = a — bD,
gdzie a > p, b > 0.
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Przyktad

@ Dwie firmy, z kosztem marginalnym p

@ Cena, jako funkcja zapostrzebowania D: /(D) = ¢~ '(D) = a — bD,
gdzie a > p, b > 0.

@ Strategie firm to produkcja odpowiednio: g1, g» dobra.
@ Zysk: uj=(a— bgy — bgz — p)q;.
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Przyktad

@ Dwie firmy, z kosztem marginalnym p

@ Cena, jako funkcja zapostrzebowania D: /(D) = ¢~'(D) = a— bD,
gdzie a > p, b > 0.

@ Strategie firm to produkcja odpowiednio: g1, g» dobra.

@ Zysk: u; = (a— bgr — bgz — p)qi.

o Uj=a—-2bg —bg_j—p=0

o Réwnowaga Cournota—Nasha to g; = 22 2%=i
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Przyktad

@ Dwie firmy, z kosztem marginalnym p

@ Cena, jako funkcja zapostrzebowania D: /(D) = ¢~'(D) = a— bD,
gdzie a > p, b > 0.

@ Strategie firm to produkcja odpowiednio: g1, g» dobra.

@ Zysk: u; = (a— bgr — bgz — p)qi.

o Uj=a—-2bg —bg_j—p=0

@ Réwnowaga Cournota—Nasha to g; = %f:%*’

@ Z symetrii: g1 = g2 = 5.
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Model Stackelberga

Leader-follower model — gra w postaci ekstensywnej,
(firmy wykonuja ruchy od najlepszej, do najgorszej)
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Model Stackelberga

Leader-follower model — gra w postaci ekstensywnej,
(firmy wykonuja ruchy od najlepszej, do najgorszej)

Potgczenie:
e EFG,

@ modelu gier oligopolowych,

@ gier bayesowskich (lider ma rozktad a priori ruchéw pozostatych)
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Model Stackelberga

Leader-follower model — gra w postaci ekstensywnej,
(firmy wykonuja ruchy od najlepszej, do najgorszej)

Potgczenie:
e EFG,
@ modelu gier oligopolowych,
@ gier bayesowskich (lider ma rozktad a priori ruchéw pozostatych)

@ rozwaza sie tez oligopolowe gry na sieciach (firmy sprzedajg
przesyt przez krawedzie)
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Teoria gier w statystyce

Definicja
Gra statystyczna — gra jednoosobowa w postaci normalnej:
({0,1},© x A, -L), gdzie:
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Teoria gier w statystyce

Definicja
Gra statystyczna — gra jednoosobowa w postaci normalnej:
({0,1},© x A, -L), gdzie:

@ © — strategie natury (odp. Sy)

@ A — strategie statystyka (odp. S;)
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Teoria gier w statystyce
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Gra statystyczna — gra jednoosobowa w postaci normalnej:
({0,1},© x A, -L), gdzie:

@ © — strategie natury (odp. Sy)

@ A — strategie statystyka (odp. S)

@ (X, B) — przestrzen mierzalna

@ P={Py:0 € O} —rodzina dopuszczalnych rozktadéw na (X, B)
Kazda (X, B, Py) — przestrzen probabilistyczna
(X, B, P) — przestrzen statystyczna
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@ A — strategie statystyka (odp. S)
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Teoria gier w statystyce

Definicja
Gra statystyczna — gra jednoosobowa w postaci normalnej:
({0,1},© x A, -L), gdzie:

@ © — strategie natury (odp. Sy)

@ A — strategie statystyka (odp. S)

@ (X, B) — przestrzen mierzalna

@ P ={Py:6¢c ©} —rodzina dopuszczalnych rozktadow na (X, B)
Kazda (X, B, Py) — przestrzen probabilistyczna
(X, B, P) — przestrzen statystyczna

@ L:0 x A— R — funkcja straty (odp.u)

Natura losuje cos z pewnego rozktadu Py, a statystyk akcje a € A.
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Funkcje decyzyjne i ryzyka

Definicja

Deterministyczna funkcja decyzyjna d : X — A — f. mierzalna, gdzie
(X, B),(A,G) — pp. mierzalne.

D — zb. wszystkich deterministycznych funkcji decyzyjnych.
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[Realizacja X ~ Py to x] = [d(x) to podjeta akcja graczal.
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Funkcje decyzyjne i ryzyka
Definicja
Deterministyczna funkcja decyzyjna d : X — A — f. mierzalna, gdzie

(X, B),(A,G) — pp. mierzalne.
D — zb. wszystkich deterministycznych funkcji decyzyjnych.

[Realizacja X ~ Py to x] = [d(x) to podjeta akcja graczal.
L(0,d(x)) — strata gracza przy tej realizacji gry.

Definicja
Funkcje ryzyka R : © x D — R okreslamy jako:

R(0. d) = Eo[£(0, d(X))] = / £(6, d(x))dPy(x) .
X

D.Bojko, PWr ATG 1.02.2024 1 lutego 2024 11/19



Funkcje decyzyjne i ryzyka
Definicja
Deterministyczna funkcja decyzyjna d : X — A — f. mierzalna, gdzie

(X, B),(A,G) — pp. mierzalne.
D — zb. wszystkich deterministycznych funkcji decyzyjnych.

[Realizacja X ~ Py to x] = [d(x) to podjeta akcja gracza).
L(0,d(x)) — strata gracza przy tej realizacji gry.

Definicja
Funkcje ryzyka R : © x D — R okreslamy jako:

R(0. d) = Eo[£(0, d(X))] = / £(6, d(x))dPy(x) .
X

Odp. —u(r), gdzie 7 = (mg, m1) = (Py, d),
gdy P =Agi S(m) ={d} CD=S.
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Funkcje decyzyjne i ryzyka
Definicja
Deterministyczna funkcja decyzyjna d : X — A — f. mierzalna, gdzie

(X, B),(A,G) — pp. mierzalne.
D — zb. wszystkich deterministycznych funkcji decyzyjnych.

[Realizacja X ~ Py to x] = [d(x) to podjeta akcja gracza).
L(0,d(x)) — strata gracza przy tej realizacji gry.

Definicja
Funkcje ryzyka R : © x D — R okreslamy jako:

R(0. d) = Eo[£(0, d(X))] = / £(6, d(x))dPy(x) .
X

Odp —U(Tl'), gdzie ™= (7T0,7T1) = (P@, d),
ngP:Ao i S(7T1) = {d} cD= 81.
Gra decyzyjna: ({0,1},© x D,—R)



Randomizacja funkcji decyzyjnych |

Definicja
Niech (D, F,0*) -p. probabilistyczna, gazie {{d} : d € D} C F.
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Randomizacja funkcji decyzyjnych |

Definicja

Niech (D, F,&*) -p. probabilistyczna, gdzie {{d} : d € D} C F. ¢*
nazywamy mieszang funkcjg decyzyjng.

D* —zb. mieszanych funkcji decyzyjnych.
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Randomizacja funkcji decyzyjnych |

Definicja

Niech (D, F,&*) -p. probabilistyczna, gdzie {{d} : d € D} C F. ¢*
nazywamy mieszang funkcjg decyzyjng.

D* —zb. mieszanych funkcji decyzyjnych.

R*(0,6%) = ER(6, D) = / R (9, a) ds* (8)
D
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Randomizacja funkcji decyzyjnych |

Definicja

Niech (D, F,&*) -p. probabilistyczna, gdzie {{d} : d € D} C F. ¢*
nazywamy mieszang funkcjg decyzyjng.

D* —zb. mieszanych funkcji decyzyjnych.

R*(0,6%) = ER(6, D) = / R (9, a) ds* (8)
D

Odp. u(r)
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Randomizacja funkcji decyzyjnych |

Definicja

Niech (D, F,&*) -p. probabilistyczna, gdzie {{d} : d € D} C F. ¢*
nazywamy mieszang funkcjg decyzyjng.

D* —zb. mieszanych funkcji decyzyjnych.

R*(0,6%) = ER(6, D) = / R (9, a) ds* (8)
D

Odp. u()
Zrandomizowana gra decyzyjna: ({0,1},© x D*, —R*).
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Randomizacja funkcji decyzyjnych Il
Definicja
Niech (A, G, Q) — p. statystyczna, gdzie {{a} : ac A} C G.

= = = = Ty
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Randomizacja funkcji decyzyjnych Il
Definicja
Niech (A, G, Q) — p. statystyczna, gdzie {{a} : a€ A} C G.
£(0,Q) = EO[L(6, A)] = / £(6, a)dQ(a)
A

= = = = Ty
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Randomizacja funkcji decyzyjnych Il
Definicja
Niech (A, G, Q) — p. statystyczna, gdzie {{a} : ac A} C G.
£(0,Q) = EO[L(6, A)] = / £(6, a)dQ(a)
_ A
0: X x G — Q — to behawiorystyczna f. decyzyjna, jesli:
e (VY Geg)d(.,QG) jest B-mierzalna,
@ (VY x € X) d(x,.) jest miarg probabilistyczng na (A, G).

V.
) = =
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Randomizacja funkcji decyzyjnych Il
Definicja
Niech (A, G, Q) — p. statystyczna, gdzie {{a} : a€ A} C G.
£(0,Q) = EO[L(0, A)] = / £(8, 3)dQ(a)
6 X x G — Q — to behawiorystyczna f%decyzyjnq, jesli:
@ (Y Geg)i(., Q) jest B-mierzalna,

@ (VY x € X) d(x,.) jest miarg probabilistyczng na (A, G).
D — zb. behawiorystycznych funkcji decyzyjnych.

) = - = =
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Randomizacja funkcji decyzyjnych Il
Definicja
Niech (A, G, Q) — p. statystyczna, gdzie {{a} : ac A} C G.
£(0, Q) = EO[L(6, A)] = / £(0, 2)dQ(a)
A

6 : X x G — Q — to behawiorystyczna f. decyzyjna, jesli:
e (VY Geg)d(.,QG) jest B-mierzalna,

@ (VY x € X) d(x,.) jest miarg probabilistyczng na (A, G).
D — zb. behawiorystycznych funkcji decyzyjnych.

R(0,5) = Eo£(0,5(X,.)) = E(,[E5<X»)z(9, A)} -

_ / / £ (6, a) d3(a) dPy(x)
XA

) = — = =

= Ty
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Randomizacja funkcji decyzyjnych Il
Definicja
Niech (A, G, Q) — p. statystyczna, gdzie {{a} : a€ A} C G.
£(0, Q) = EOUL(0, A)] = / £(8, 3)dQ(a)
A

6 : X x G — Q — to behawiorystyczna f. decyzyjna, jesli:
e (VY Geg)d(.,QG) jest B-mierzalna,

@ (VY x € X) d(x,.) jest miarg probabilistyczng na (A, G).
D — zb. behawiorystycznych funkcji decyzyjnych.

R(0,5) = Eo£(0,5(X,.)) = EG[ES(X")E(H, A)} -

_ / / £ (6, a) d3(a) dPy(x)
XA

Behawiorystyczna gra decyzyjna: ({0,1},0 x D, —R).

V.
- - ~
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Definicja
Niech (X, p) — p. metryczna. Y nazywamy osrodkiem w (X, p), jesli

Ve>0)(VxeX)TyeY)pxy <e
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Definicja
Niech (X, p) — p. metryczna. Y nazywamy osrodkiem w (X, p), jesli

Ve>0)(VxeX)TyeY)pxy <e

Innymi stowy: Y jest zbiorem gestym w X.
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Definicja
Niech (X, p) — p. metryczna. Y nazywamy osrodkiem w (X, p), jesli

Ve>0)(VxeX)TyeY)pxy <e

Innymi stowy: Y jest zbiorem gestym w X.
(X, p) nazywamy osrodkowa, jesli ma co najwyzej przeliczalny
osrodek.
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Definicja
Niech (X, p) — p. metryczna. Y nazywamy osrodkiem w (X, p), jesli

Ve>0)(VxeX)3yeY)pxy) <e

Innymi stowy: Y jest zbiorem gestym w X.
(X, p) nazywamy osrodkowa, jesli ma co najwyzej przeliczalny
osrodek.

Przestrzeh metryczna, zwarta jest oSrodkowa.
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Definicja
Niech (X, p) — p. metryczna. Y nazywamy osrodkiem w (X, p), jesli

Ve>0)(VxeX)3yeY)pxy) <e

Innymi stowy: Y jest zbiorem gestym w X.
(X, p) nazywamy osrodkowa, jesli ma co najwyzej przeliczalny
osrodek.

Przestrzeh metryczna, zwarta jest osrodkowa.

Twierdzenie (Wald—Wolfowitz)

Jesli (A, p) jest p. osrodkowa, to ({0,1},© x D*, —R*) i
({0,1},© x D, —R) sg réwnowazne.
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Problem klasyfikacji: © = {64, ...,0k} = A.
L(6:,0) = ¢; - [i # j], gdzie ¢; > 0, state.

o =3 = = nax
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Problem klasyfikacji: © = {64, ...,0k} = A.
L(6:,0) = ¢; - [i # j], gdzie ¢; > 0, state.

k
5(x, A) = / (0, a)dd(x,a) = 3 g6 € AB(x.6))
A =1

dlaAcg.
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Problem klasyfikacji: © = {64, ...,0k} = A.
L(6:,0) = ¢; - [i # j], gdzie ¢; > 0, state.

k
5(x, A) = / (0, a)dd(x,a) = 3 g6 € AB(x.6))
A =1

daAcg.

_ k
R(6;,9) :Ee,[E5<X~>£(e,-,A)] =By, > ¢loi ¢ {6;315(X,{6}).
=
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Problem klasyfikacji: © = {64, ...,0k} = A.
L(6:,0) = ¢; - [i # j], gdzie ¢; > 0, state.

k
5(x, A) = / (0, )d3(x,a) = 3 616 € Al (x.6)
A J=1

dlaAeg.
i K
72(01" 5) = Eei[EJ(XV)E(ei’A)] = [y, Z le[@,' ¢ {Gj}]]S(X, {91'})'
J=10#0

W szczegolnosci, gdy ¢; = 1, R(6;,6) = 1 — Eg,6(X, {6/}).
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Problem klasyfikacji: © = {64, ...,0k} = A.
L(0,0;) = c; - [i # j], gdzie ¢; > 0, state.

k
5(x, A) = / (0, )d3(x,a) = 3 616 € Al (x.6)
A J=1

dlaAeg.
i K
72(01" 5) = Eei[EJ(XV)E(ei’A)] = [y, Z le[@,' ¢ {9/'}]]5()(, {91'})'
J=10#0

W szczegolnosci, gdy ¢; = 1, R(6;,6) = 1 — Eg,6(X, {6/}).
Testowanie hipotez: k =2, A= 0" = {0 € ©y,0 € ©+}, gdzie
© =07U0B;.
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Problem klasyfikacji: © = {64, ...,0k} = A.
L(0;,0;) = ¢; - [i # j], gdzie ¢; > 0, state.

k
5(x, A) = / (0, )d3(x,a) = 3 616 € Al (x.6)
A J=1

daAcg.

_ k
R(0:.5) = B [EL(0, M) =By, 3 610 ¢ (615X, {6)).
J=1 g

W szczegolnosci, gdy ¢j = 1, R(6;,6) = 1 — Eg,6(X, {0;}).
Testowanie hipotez: k =2, A= 0" = {6 € ©¢,0 € ©4}, gdzie

© =06y UOy.

Wtedy ¢, to kara za False Positive (btad Il rodzaju), a ¢ — za False
Negative (btad | rodzaju).
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Problem klasyfikacji: © = {64, ...,0k} = A.
L(0;,0;) = ¢; - [i # j], gdzie ¢; > 0, state.

k
5(x, A) = / (0, )d3(x,a) = 3 616 € Al (x.6)
A J=1

daAcg.

_ k
R(0:.5) = B [EL(0, M) =By, 3 610 ¢ (615X, {6)).
J=1 g

W szczegolnosci, gdy ¢j = 1, R(6;,6) = 1 — Eg,6(X, {0;}).
Testowanie hipotez: k =2, A= 0" = {6 € ©¢,0 € ©4}, gdzie

© =06y UOy.

Wtedy ¢, to kara za False Positive (btad Il rodzaju), a ¢ — za False
Negative (btad | rodzaju).

Moc testu: 5(0) = Py(d(X) = (6 € ©41)).

R(0.d) = c18(0)[6 € O] + co(1 — B(6))[0 € ©4].
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Problem klasyfikacji: © = {64, ...,0k} = A.
L(0;,0;) = ¢; - [i # j], gdzie ¢; > 0, state.

k
5(x, A) = / (0, )d3(x,a) = 3 616 € Al (x.6)
A J=1

daAcg.

_ k
R(0:.5) = B [EL(0, M) =By, 3 610 ¢ (615X, {6)).
J=1 g

W szczegolnosci, gdy ¢j = 1, R(6;,6) = 1 — Eg,6(X, {0;}).
Testowanie hipotez: k =2, A= 0" = {6 € ©¢,0 € ©4}, gdzie

© =06y UOy.

Wtedy ¢, to kara za False Positive (btad Il rodzaju), a ¢ — za False
Negative (btad | rodzaju).

Moc testu: 5(0) = Py(d(X) = (6 € ©41)).

R(0,d) = c1B(0)[6 € Oo] + co(1 — B(6))[0 € ©4].

Zastosowanie: Ai, Machine Learning
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Rozktady a priori

Definicja
Rozktadem a priori na p. mierzalnej (©, =) nazywamy miare

probabilistyczng = parametru 6.
[ [ — zbidr wszystkich rozktaddw a priori.
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Rozktady a priori

Definicja

Rozktadem a priori na p. mierzalnej (©, =) nazywamy miare
probabilistyczng © parametru 6.

[ [ — zbidr wszystkich rozktaddw a priori.

Mozna myslec¢, ze P jest rozktadem prawdopodobienstwa wektora
losowego (X,0) na (X x ©,8 x =), a p jego gestoscig wzgl. pewne;j
miary v.

P((X,0) € A) — / p(x,0)dv(x,0) .
A

D.Bojko, PWr ATG 1.02.2024 1 lutego 2024 16/19



Twierdzenie (Bayes)

Gdy P(B) > 0, to P(A|B) = PEAZA.

o =3 = = nax
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Twierdzenie (Bayes)

Gdy P(B) > 0, to P(A|B) = PELA.

Twierdzenie (bayesowskie)
Przypusémy, ze = € || ma gestosc¢ h(0) wzgledem miary 1 na (©, =).
Dla kazdego x € X, istnieje rozktad a posteriori:

h(0]x) = ps(x)h(0) _ p(x,610)h(6)

m(x) m(x) ’

gdzie m(x) = [ pe(x)h(8)du(0) = [ pe(x)dn(0), o ile m(x) > 0.
e )
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Twierdzenie (Bayes)

Gdy P(B) > 0, to P(A|B) = PELA.

Twierdzenie (bayesowskie)
Przypusémy, ze = € || ma gestosc¢ h(0) wzgledem miary 1 na (©, =).
Dla kazdego x € X, istnieje rozktad a posteriori:

h(o|x) = 2eIAO) _ plx, 010)R(6)

m(x) m(x)
gdzie m(x fpg w(®) = [ po(x)dn(0), o ile m(x) > 0.
)

Przyktad: X ~ N(6,02), = ~ N(¢,n?). Wtedy

X772+C02 02772
w(.[X) ~ N 53 5 -
oc+n oc+n
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Bayesowskie funkcje decyzyjne
Definicja
Ryzykiem oczekiwanym zrandomizowanej funkcji decyzyjnej 6 wzgl.
rozkt. a priori = € [ [, nazywamy skonczong catke:
r(m,8) = E*R(6, 5) = / R(9,6)dr(6) .
e
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Bayesowskie funkcje decyzyjne
Definicja
Ryzykiem oczekiwanym zrandomizowanej funkcji decyzyjnej 6 wzgl.
rozkt. a priori = € [ [, nazywamy skonczong catke:
r(m,8) = E*R(6, 5) = / R(0,6)d(6) -

e
Funkcja decyzyjna 6™ nazywa sie bayesowskg wzgl. rozkt. a priori r,
jeslir(m) :=r(m, ™) = éinlf) r(m,d).

€

D.Bojko, PWr ATG 1.02.2024 1 lutego 2024 18/19



Bayesowskie funkcje decyzyjne
Definicja
Ryzykiem oczekiwanym zrandomizowanej funkcji decyzyjnej 6 wzgl.
rozkt. a priori = € [ [, nazywamy skonczong catke:
r(m,8) = E*R(6, 5) = / R(0,6)d(6) -
e

Funkcja decyzyjna 6™ nazywa sie bayesowskg wzgl. rozkt. a priori r,
jeslir(m) :=r(m, ™) = éinlf) r(m,d).
€

Jest to rownowaga Bayesa — Nasha.
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Bayesowskie funkcje decyzyjne
Definicja
Ryzykiem oczekiwanym zrandomizowanej funkcji decyzyjnej 6 wzgl.
rozkt. a priori = € [ [, nazywamy skonczong catke:
r(m,8) = E*R(6, 5) = / R(0,6)d(6) -

e
Funkcja decyzyjna 6™ nazywa sie bayesowskg wzgl. rozkt. a priori r,
jeslir(m) :=r(m, ™) = éinlf) r(m,d).

€

Jest to rownowaga Bayesa — Nasha.

Twierdzenie

Jesli istnieje bayesowska funkcja decyzyjna 6™ € D wzgl. =, to istnieje
deterministyczna bayesowska funkcja decyzyjna d™eD.
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Bayesowskie funkcje decyzyjne
Definicja
Ryzykiem oczekiwanym zrandomizowanej funkcji decyzyjnej 6 wzgl.
rozkt. a priori = € [ [, nazywamy skonczong catke:
r(m,8) = E*R(6, 5) = / R(0,6)d(6) -

e
Funkcja decyzyjna 6™ nazywa sie bayesowskg wzgl. rozkt. a priori r,
jeslir(m) :=r(m, ™) = ain1f) r(m,d).

S

Jest to rownowaga Bayesa — Nasha.

Twierdzenie

Jesli istnieje bayesowska funkcja decyzyjna 6™ € D wzgl. =, to istnieje
deterministyczna bayesowska funkcja decyzyjna d™eD.

Definicja
R(w(.|x),d) nazywamy ryzykiem a posteriori.

v,
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Gry statystyczne minimaksowe

Definicja
Funkcje decyzyjng 6 € D nazywamy minimaxowa, jesli

sup R(0,9) = inf supR(0,d) =: V.
6€e deDygco
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Gry statystyczne minimaksowe

Definicja
Funkcje decyzyjng 6 € D nazywamy minimaxowa, jesli

sup R(0,9) = inf supR(0,d) =: V.
6€e deDygco

(V€ D) sup r(m,d) =supR(0,9)
mel] 0co
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Gry statystyczne minimaksowe

Definicja
Funkcje decyzyjng 6 € D nazywamy minimaxowa, jesli

sup R(0,9) = inf supR(0,d) =: V.
6€e deDygco

(V€ D) sup r(m,d) =supR(0,9)
mel] 0co

Whiosek:
Jesli § jest minimaksowa w ({0,1},© x D, —R), to tez w
({0,1},© x D, r) i v jest tozsame.
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Gry statystyczne minimaksowe

Definicja
Funkcje decyzyjng § € D nazywamy minimaxowa, jesli

sup R(0,9) = inf supR(0,d) =: V.
6€e deDygco

(V€ D) sup r(m,d) =supR(0,9)
mel] 0co
Whiosek:
Jedli 0 jest minimaksowa w ({0,1},© x D, —R), to tez w
({0,1},© x D, r) i V jest tozsame.
Jesli istnieje wartos¢ gry, to istnieje doktadnie jedna minimaksowa
funkcja decyzyjna.
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