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1 Wstep

Lab. 1

Liczbami Gaussa nazywamy pierscien Z[2] = {a+b : a,b € Z} z dodawaniem i dzieleniem odziedziczonym
z liczb zespolonych. Na Z[1] okreslamy funkcje (zwana norma) N (a+b1) = a?+b%. Dla x,y € Z[1] okreslamy
tly — Bz € Z[)(y = - 2)
1. Napisz algorytm dzielenia z reszta w pierscieniu liczb Gaussa Z[1], czyli algorytm, ktéry dla danych
x,y € Z[2], y # 0 wyznaczy q,r € Z[z] takie, ze x = g -y + r oraz N(r) < N(y).
2. Najwigkszym wspélnym dzielnikiem liczb u, v € Z[1] nazywamy takie d € Z[z], ze (d|u) A (d|v) oraz

(Vz € Z[1))(z|u A z|v — x|d) .

Oprogramuj algorytm wyznaczania NWD dla Z[¢].

3. Oprogramuj funkcje wyznaczajaca NWW (z,y) dla z,y € Z[1].

4. Ideal generowany przez liczby a1, ..., a; oznaczamy przez (ai,...,ax). Korzystajac z poprzednich
dwdch podpunktéw znajdz takie ¢ i d, ze (3 + 41,1+ 31) = (¢) oraz (34 42) N (1 + 32) = (d).

Lab. 2

Wielomian ag 4+ a1 - + ... + a,z™ € R[z] interpretujemy jako ciag [ag, . .., an].

1. Napisz algorytm dzielenia z reszta w pierscieniu wielomianéw R[x].

2. Oprogramuj algorytm wyznaczania NWD dla R[z].

3. Oprogramuj funkcje wyznaczajaca NWW (z,y) dla z,y € R[z].

4. Korzystajac z poprzednich dwéch podpunktéw znajdz takie c(x), d(z) € R[z], ze (1+ 22,1+ 2z +
2?) = (¢) oraz (1 +2%) N (1+ 2z + 2?) = (d).

Cwicz. 1
Rozwaz prosta przechodzaca przez punkt (—1,0) o wspdlczynniku kierunkowym ¢ € R. ZnajdZ drugi

punkt przeciecia tej prostej z okregiem x? + y? = 1. WyraZ otrzymane rozwiazanie jako funkcje p(t) =
(z(t),y(t)) oraz wyznacz obraz {p(t) : t € R}.

Cwicz. 2
Rozwaz prosta przechodzaca przez punkt (—1,0) o wspdlczynniku kierunkowym ¢ € R. ZnajdZ drugi

punkt przeciecia tej prostej z hiperbola 22 — 32 = 1. Wyraz otrzymane rozwiazanie jako funkcje p(t) =
(x(t),y(t)) oraz wyznacz obraz {p(t) : t € R}.

Niech k bedzie cialem. Dla wielomianéw f1,..., fx € k[z1,...,kn] przez V(fi,..., fr) oznaczamy
zbiér
V(fi,.- ki) ={(ar,...,an) €™ : Vi€ {1,...,k})(fi(ar,...,an) =0)} .

Zbior ten nazywamy rozmaitoscia algebraiczna generowana przez wielomiany fi, ..., fx w przestrze-
ni afinicznej £".



Lab. 3

Skorzystaj z jakiej$ biblioteki (np. mplot3d z Matplotlib) do wy$wietlenia nastepujacych rozmaitosci
algebraicznych w R3:

1. V(z—2%—14?)

2. V(22— 2% —y?)

3. V(z—22 442

4. V(xz,yz)

Lab. 4

Krzywa czterolistng nazywana krzywa zadang nastepujacym réwnaniem
r(0) = sin(20)

we wspoltrzednych biegunowych.
1. Narysuj wykres tej krzywej na plaszczyznie.
2. Sprébuj znalezé wielomian w(zx,y) taki, ze r[R] = V(w).
Lab. 5

Zapoznaj sie poleceniami systemu Wolfram Alpha stuzacymi go dzialan na wielomianach (np. Poly-
nomialQuotientRemainder) oraz generowania krzywych i powierzchni zadawanych réwnaniami parame-
trycznymi.

2 Wielomiany i rozmaitosci

Cwicz. 3
Ktére z nastepujacych podzbioréw R? sa rozmaitoéciami algebraicznymi:
1. skonczony podzbiér R?

2. 7 X7
3. Rx[0,00)?

Cwicz. 4

Ustalmy ciato k liczbe n > 1. Pokaz, ze rodzina rozmaitosci algebraicznych w k™ jest domknieta na
skonczone sumy oraz skonczone przekroje. Czy jest ona domknieta na operacje dopelnienia?

Lab. 6

Zaproponuj algorytm ktéry wyznacza punkty minimalne dla skoficzonych podzbioréw A C N* dla

porzadku
k

(@1, xk) < (Y1, 0k) < /\(% < i)
i=1

1. Ile jest punktéw minimalnych w zbiorze {n,k) € N? :n -k > 11}?

2. Ile jest punktéw minimalnych w zbiorze {n, k) € N? : (n — 10)% + (y — 10)? < 25}7

Cwicz. 5
Zalézmy, ze k jest cialem oraz A C k™. Niech
I(A) ={f € klx1,...,zn] : Va € A)(f(a) =0)} .

Pokaz, ze I(A) jest ideatem.



Cwicz. 6
Pokaz, ze I(V (z™,2™)) = (x,y) dla dowolnych n,m > 1.

Cwicz. 7
Ideal I nazywamy radykalnym, jesli z tego, ze x™ € I wynika, ze x € I.
1. Pokaz, ze idealy postaci I(A) sa radykalne.
2. Pokaz, ze ideat <X 2, y2> nie jest radykalny.

Cwicz. 8
Niech k bedzie dowolnym nieskonczonym ciatem.

1. Pokaz, ze dowolny wielomian f € k[z,y| mozna zapisa¢ w postaci

f=9(x)+ (@ —y)h(z,y)

dla pewnego wielomianu g € k[x] oraz h € k[z,y].
2. Pokaz, ze I(V(z —y)) = (x —y).

Cwicz. 9
Pokaz, ze I(V (z™,2™)) = (x,y ) dla dowolnych n,m > 1.

Cwicz. 10
Niech R = (R, +, ) bedzie pierScieniem. Zalézmy, ze a,b,c,q € R oraz a = q - b+ c. Pokaz, ze

(a,b) = (bc) .

Lab. 7

Wyznacz za pomoca dowolnego systemu obliczen algebraicznych
1. GCD (x4+x2+1,x47z2 -2z —1,2°% — 1)
2. GCD(x3+x2—4x—4,x3 — 22 —dx+4,2% — 222 —x—|—2)

Cwicz. 11

Czy wielomian x2? — 2 nalezy do nastepujacego ideatu

<x3+x2—433—4,3:3—x2—4x+4,x3—2x2—x—|—2> ?

Lab. 8

Napisz pseudokod procedury, ktéra dla danych wielomianéw f, g € k[z] znajduje takie A, B € k[z], ze
nwd(f,g)=A-f=B-g.
Wskazowka: Wzoruj si¢ na algorytmie wyznaczania najwigkszego wspoélnego dzielnika dla liczb catkowi-
tych

Cwicz. 12
W zadaniu tym zajmujemy wielomianami z pierscienia C[z].

1. Niech f € C[z] bedzie niezerowym wielomianem. Pokaz, ze V(f) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f
jest wielomianem stalym.

2. Zalézmy, ze f. ..., fr € Clz]. Pokaz, ze V(f1,..., fr) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € ( f1,..., fx)

3. Opisz procedure rozstrzygajaca, czy dla danych wielomianéw f ..., fx € C[z] rozmaitosé V(f1,..., fr)
jest niepusta.



Cwicz. 13
Zalézmy, ze f € Clz] jest wielomianem postaci
f=clx—a)™ (x—a2)™? - (x —ar)™,
gdzie a1, ..., a sa parami rozne oraz c¢ # 0. Niech

fred: (x_al)(x_GQ)”'(x_ak) :

1. Pokaz, ze V(f) = {a1,...,ar}.
2. Pokaz, ze I jest ideatem oraz, ze I(V(f)) = ( frea )-

3. Pokaz, ze
/

fred = gcd(f, f/) )

gdzie f' oznacza formalng pochodng wielomianu f.
3 Porzadki jednomianowe i dzielenie wielomianéw

Cwicz. 14

Niech < bedzie porzadkiem jednomianowym. Pokaz, ze jesli a < 3 oraz v < 6 to

at+y=<pB+6.

Cwicz. 15

Niech < bedzie porzadkiem jednomianowym na N*. Niech
aC B e (Vi)(a; < Bi) -
Pokaz, ze jeSli @ C 8 to a < 3 (czyli, ze CCX).
Cwicz. 16

Dla a, 3 € N* okreglamy

lem(a, B) = (max(aq, f1), max(az, B2), . .., max(ag, Bk)) -

1. Pokaz, ze lem(a, lem(B,7)) = lem(lem(a, B), 7).
2. Pokz, ze jeSlia T v i B C v to lem(a, B) C .

Cwicz. 17

Pokaz, 7e
l<z=<a?<a3<at=<...

jest jedynym porzadkiem monomialnym na N.

Cwicz. 18

Ciag liczb (uq,...,ug) jest liniowo niezalezny nad cialem liczb wymiernych Q jesli dla dowolnych
Al A € Q mamy
k
(Zw:0> =A== A =0)
i=1

1. Pokaz, ze ciag (1,v/2,v/3) jest niezalezny nad Q.



2. Zalézmy, ze (uq,...,uy) jest niezaleznym nad Q ciggiem liczb dodatnich. Na N¥ definiujemy po-

rzadek
k k
(< B) — (Z QiU < Zﬂﬂu)
i=1 i=1

Pokaz, ze < jest porzadkiem monomialnym na N.

Cwicz. 19
Rozstrzygnij, czy podane wielomiany naleza do podanego idealu I C R[z]:
1. fla)=a?-22+1,I=(x—1)
2. fla)y=a®-1,I=(a 1,25+ —a? - 1)
3. flay=a>+1,1= <z271,x273m+2>.

Cwicz. 20

Rozwazmy GradedLex porzadek. Niech f = z3 — 22y — 222 oraz g1 = 2%y — 2 oraz ¢o = zy — 1.
1. Podziel f przez (g1, g2) 1 oznacz reszte przez 1
2. Podziel f przez (g2,91) 1 oznacz reszte przez ro
Obliczenia te, niestety, wykonaj recznie.
3. Sprawdz, czy 11 — 12 € {(g1,92)-

Cwicz. 21

Znajdz parametryzacje rozmaitoéci algebraicznych wyznaczonych przez nastepujace uktady réwnan:
1. W przestrzeni R3 lub C3:

20 +3y+z2=3
r+2y=2
—r+y+z=1

2. W przestrzeni R* lub C*:
r+yt+ut+z=1

r—y+u=2

3. W przestrzeni R? lub C3:

Cwicz. 22

Wyznacz reprezentacje niejawna rozmaitosci algebraicznych sparametryzowanych w nastepujacy spo-
sob:

1. W przestrzeniach R? lub C3:

r=t+1
y=2t+1
z=—-t+1



2. W przestrzeni R* lub C*:

1 =t+u
To=1—u
r3=2t+u

zy=t—3u

3. W przestrzeni R? lub w C3:
T :t2, l‘2:t3, $3=t6

Cwicz. 23
Ustalmy liczby n,m € N. Niech V' = {(¢,t",¢t™) : t € R}. Pokaz, ze V jest rozmaitoscia algebraiczna
oraz wyznacz I(V).
Cwicz. 24

Zalézmy, ze [ € klx1,...,xp] oraz f & (x1,...,2, ). Pokaz, ze (x1,..., 2z, [) = k[x1,...,2,].

Cwicz. 25
Zal6zmy, ze (Vi )nen jest nieskonczonym ciagiem rozmaitosci algebraicznych takich, ze (Vn € N)(V,, 411 C
V). Pokaz, ze jest N € N takie, ze (Vn > N)(V,, = Vy).
Cwicz. 26
Zatézmy, ze
a+b+c=1
A+ +P=2
A+ +=1

Jaka wartoéé ma a® + b5 + c°?

Cwicz. 27

Jaka jest odleglosé punktu P = (2,1,1) od sfery S = {(z,y,2) € R® : 2% + y> + 22 = 1}?
Wskazéwka: Uzyj metode mnoznikéow Lagrange’a. Znajdz baze Grobnera dla porzadku leksykograficznego
w ktorym A > x >y > z.

Cwicz. 28

Niech G = (ay+1,y> + 1) oraz f = zy® — x.
1. Podziel f przez ciag (zy + 1,y + 1).
2. Pokaz, ze f —¢g 0.

c.d.n.
Powodzenia,
Jacek Cichon



