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1 Topologia i analiza wypukla

Zadanie 1. Ktdre 7 nastepujgcych zbioréw sq zupetne w R ze standardowq topologiq i dlaczego? (0,1], (0,1), [0,1], Q
Zadanie 2. Rozwazimy przestrzeri X 7 tzw. metrykq dyskretnq d(x,y) = [z # y]| (notacja: nawias Iversona).

a) Pokaz, ze w przestrzeni (X, d) kazdy zbidr jest jednoczesnie otwarty i domknigty (ang. clopen set).
Wsk. Pokaz najpierw, Ze singletony elementow przestrzeni X sq zbiorami otwartymi.

b) Sprawdy?, czy ta przestrzen jest zupetna.
c) A zwarta?
d) Niech (Y,)) bedzie dowolnq przestrzeniq topologiczng. Co musi spetniac funkcja f : X — 'Y, aby by¢ ciqgta?

e) Niech O bedzie topologiq na X. B(X, Q) jest tak zwang rodzing zbioréw borelowskich, czyli rodzing wszystkich zbioréw,
ktore mozna otrzymac przy pomocy dopetnien (do X) i przeliczalnych sum mnogosciowych ze zbiorow rodziny O. Jak
wyglada ta przestrzen dla metryki dyskretnej?

Uwaga 1. Dla R ze standardowq topologiq R, B(R, R) jest rodzing zbioréw mierzalnych wzgl. miary Lebesgue’a M.
Natomiast B([0, 1], R 1[0,17) jest rodzing zbioréw mierzalnych wzgledem prawdopodobieristwa rozktadu jednostajnego.

Zadanie 0 (Samodzielne). Udowodnij tw. Banacha o kontrakcji.

Zadanie 3. Rozwaimy rownanie cos(x) = 2x, w przedziale x € [0, T].

a) Podaj ciqg zbiezny do rozwiqzania tego réwnania.
Wsk. Znajdz odpowiedniq kontrakcje i wykorzystaj poprz. zadanie.

b) Ktéry element ciggu na pewno bedzie réznit sie mniej niz 0 1072 od rozwiqzania tego réwnania?

Zadanie 4. Niech D bedzie zbiorem wszystkich dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa (7;)%_, na [k]

(rozumiemy, Ze dla X ~ w, P(X =1i) = m; dlai € [k]).

a) Pokaz, ze D jest sympleksem. Ile ma wymiarow?
Wsk. Mozna zaczq¢ od przypadkow k = 2 i k = 3.

b) Sprawdz, czy D jest zbiorem wypuktym.

c) Sprawd?, czy D jest zbiorem zwartym lub zupetnym.

Zadanie 5. Czy funkcja f : [k] — [0, 1], dana wzorem f(k) = (%)1/2 jest wypukta? A f% lub f3?



2  Wstep do teorii gier — Gry w postaci strategicznej

Zadanie 6. Kubus Puchatek chce jes¢ miodek, co w jego uznaniu jest warte az 4 Punkty Przyjemnosci (w skrocie PP). Natomiast
Tygrysek chce pofika¢ w Stumilowym lesie, co datoby mu 6 PP. Niestety oboje tracq 3 PP, jesli wykonujq jakies czynnosci
samotnie. Wszyscy przyjaciele Kubusia i Tygryska cigezko pracujq, ale zarowno Tygrysek, jak i Puchatek tracq po 7 PP, jesli
pracujq. Kubus, to w sumie, lubi fikaé, wigc dostarcza mu to 2 PP, a 7 kolei Tygrysek troche lubi miodek, bo jedzenie go daje mu
Jjedynie 1 PP.

Zapisz powyzszaq gre dla P = {Puchatek,Tygrysek} w postaci macierzowej.

Czy jestesmy w stanie przedstawi¢ w postaci macierzowej gre, w ktorej dodamy trzeciego gracza — ,,wszyscy przyjaciele Kubusia
i Tygryska”?

Uwaga 2. To zadanie nie dotyczy ani ,,Pe Pe wro¢”, ani PPPP.

Zadanie 7. Czy podane gry majq wltasnos¢ sumy statej lub zerowej?
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(d) Szachy (czy umiesz je przedstawié w postaci macierzowej?),
(e) Kdtko i krzyzyk,
(f) Kamierni, papier, noZyce (znajd? postaci macierzowe dla 2 oraz 3 graczy).

Zadanie 8. Koto pétnocy, w potudniowo-flandryjskim barze, spotkali sie Andrzej ze Zbigniewem. Wobec poZnej pory, w barze
mieli juz tylko piwo w stylu Gueze. Jedna pinta tego piwa kosztuje tam 10€, ale w promocji kazde dwie pinty kosztujq tylko 14
€. Andrzej uwaza, Ze to Gueze jest warte wydania 9€, natomiast Zbigniew, Ze tylko S€.

Jak duzo piw powinni wobec tego kupic, jesli oboje chcq sig napic¢ co najmniej po pincie piwa, Andrzej moZe wypic¢ co najwyzej
3 pinty, a Zbigniew co najwyzej 4, a ponadto wszystkie inne puby w okolicy sq zamknigte?

a) SporzqdZ odpowiedniq dwu-macierz wyplat.

b) Ktore strategie graczy Scisle dominujq pozostate?

c) Cgzy strategia wypicia 2 piw przez Zbigniewa stabo dominuje ktorqs z pozostatych jego strategii?
d) Jaka jest najlepsza odpowied? dla Andrzeja na wypicie 3 piw przez Zbigniewa?

e) Jaka jest rownowaga Nasha w strategiach czystych?

f) Jakie jest optimum Pareto?

g) Ktory profil strategii jest najlepszy?

Zadanie 9. Pokaz, ze dla kazdego gracza w grze strategicznej, staba dominacja w sensie strategii czystych jest relacjq prapo-
rzqdku (1j. rel. zwrotnq i przechodniq), ale nie jest czesciowym porzadkiem (brak stabej antysymetrii).



Zadanie 10. Niech 3 bedzie praporzqdkiem na S. Pokaz, ze ==2 n 37! jest rel. réwnowaznosci na S;.
Rozwazmy zbior klas abstrakcji Sy /= z relacjq > zadang nastepujqco:

Pokaz, Ze > to czeSciowy porzadek.

Zadanie 11. Rozwazimy gre:
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Jak wygladajq 31 i 35? Przedstaw diagramy H

Zastosuj AESCZ do tej gry.

assego dla czesciowych porzadkow =1 i >o.

Zadanie 12 (von Neumann, Morgenstern). Pokaz, Ze kaZda nietrywialna gra n-osobowa o sumie niezerowej jest rownowazna z
(n + 1)-osobowq gra o sumie zerowej.

Zadanie 13. Pokaz, ze rownowaznosc¢ gier jest relacjq rownowaznosci.

Zadanie 14. Niech ¢; > a; > d; > b; dlai = 1,2 bedq wyptatami dla dwéch gier G; (i = 1,2) Paradoksu WigZnia (patrz

wyktad). Pokaz, Ze te gry sq rownowazne.

Czy pozostatyby rownowazne, jesli 1 z 6 nieréwnosci stataby sig rownosciq?

Zadanie 15 (+* Domowe extra; Spkt; Termin: 7 XI 24). Rozwazmy zbidr gier dwuosobowych, gdzie |S1| = n, a |Se| = m i
oznaczmy przez Gy, m. Niech =, ., bedzie relacjq rownowaznosci rownowaznosci gier na G, p,.
Ile jest takich nieréwnowaznych gier, tj. ile wynosi |Gy, m/=,, .,.|?

Zadanie 16. Rozwiqz ponizsze gry korzystajac z AESCZ. Czy rozwiqzanie zalezy od kolejnosci eliminacji strategii? Czy stosujqc
ten algorytm w ponizszych przyktadach mozina wyeliminowac punkt rownowagi Nasha w strategiach czystych?
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Zadanie 17. Podaj wszystkie czyste rownowagi Nasha. Zaznacz pary strategii, ktore sq optymalne w sensie Pareta.
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Zadanie 18. Ponizsza gra opisuje arbitralng oceng sytuacji w okresie Zimnej Wojny. Kazdy z graczy ma dwie opcje: P —
produkowac broni nuklearnq, N — nie produkowac broni nuklearnej.
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Podaj czyste rownowagi Nasha. Ktora z rownowag jest bardziej prawdopodobna? Ktéra byta wykorzystana w rzeczywistosci?

N

Zadanie 19 (TCP Backoff game). Dwie osoby p1, p2 komunikujq sig¢ przy pomocy wybraych sposrod dwéch dostepnych proto-
kotoéw TCP, przy czym jeden jest Poprawny, a drugi ma Niezaimplementowany Backoff mechanism (S = Sy = {P, N'}). Jaki to
typ gry? Jakie sq czyste rownowagi Nasha dla tej gry? A jakie optima Pareta?
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Rysunek 1: Op6znienie protokotu TCP w4 \us w sekundach w postaci macierzowej.

Zadanie 20 (Iterowany dylemat wigZnia). Gracze grajq wiele razy w Dylemat WigZnia.
Dla ustalenia uwagi: ¢ = 0,a = —1,d = —2,b = —5.

1. Jak powinni zagrad, jesli wiedzq, zZe zagrajq doktadnie 10 razy?
Wsk. Zastanow sig jak zagrajq w ostatniej rundzie.

2. Jak zagrajq, jesli liczba gier nie jest znana?.

Zadanie 21. Znajd? czystq rownowage Nasha dla ponizszej gry. Czy jest ona ,,bezpieczna”? Jak zagrajq rozsqdni gracze?
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Zadanie 22 (Tragedy of commons). Pewien ojciec miat dwdch synow. Zostawit im w spadku 100 talentow. Testament jest
nastepujacy: Kazdy z syndw musi jednoczesnie podaé liczbe talentow t; (i € {1,2}), ktdrq chce otrzymaé w spadku. Jesli
t1 + to < 100, to kazdy z synow otrzymuje tyle talentow o ile poprosit, a reszta talentow zostaje przekazana potrzebujqcym.
Jesli natomiast t1 + to > 100, to wszystkie 100 talentow zostanie rozdane potrzebujqcym, a synowie nie otrzymajq nic. Kazdy
Z synow troszczy sig tylko o swojq czes¢ spadku. Podaj wszystkie czyste rownowagi Nasha. Jak wygladajq optima Pareta? Czy
potrzebujqcych mozna uznac za trzeciego gracza?

Zadanie 23. Czy kazde rozwiqzanie dominujqce w Scistym sensie jest optimum Pareta?
Zadanie 24. Rozwazimy gry dwuosobowe o sumie statej, w ktorej kazdy z graczy ma zbior strategii czystych S.
a) Czy istnieje gra 7 |S| = 2, ktdra ma strategie minimaksowq o wartosci réznej od wartosci dolnej i gérnej gry?

b) Podaj przyktad takiej gry dla |S| = 3.



Zadanie 25. Jak zadziata metoda minimaksowa dla gry w kamien, papier, nozyce?

Zadanie 26 (+ domowe; 6pkt; do 14 XI 24). Za siedmioma gorami, za siedmioma pustyniami, w krolestwie zwierzqt, krol
Skaza i kandydat na kréla — Simba, biorq udziat w pisemnym konkursie. Podtug bardzo rzetelnego obserwatora tj. Drzewa
Zycia, w tym bardzo wyréwnanym konkursie, Skaza powinien dosta¢ 49 punktoéw, a Simba — 51. Niestety, obserwator nie jest
obywatelem krolestwa zwierzqt i nie moze wybierac za nich. Dlatego o wygraniu konkursu majq zadecydowac Srednie oceny
prac kandydatow dokonanywane przez zwierzecych wyborcow. Wygrywa ten kandydat, ktory osiqgnie wigkszq Sredniq ocen
wsréd wyborcéw. Wiadomo, ze 15% zwierzat jest inteligentne. Podobnie, 15% zwierzat jest nierozsqdnych. Pozostale zwierzeta
nazwijmy przecigtnymi. Wiadomo, zZe wariancje ocen dokonywanych przez zwierzecych wyborcow rozniq sie tylko ze wzgledu
na powyzszq klasyfikacje inteligencji. Dla inteligentnego zwierzecia, btad popetniany wzgledem oceny Drzewa Zycia to zmienna
losowa o rozktadzie zgodnym z X, dla przecigtnego — ze zmiennq 'Y, a nierozsqdnego — ze zmiennq Z. Zaktadamy, ze X,Y, Z majq
niezalezne rozktady normalne, o wspdlnej sredniej 0, oraz wariancjach: Var(X) = 1, Var(Y') = 4i Var(Z) = 9, odpowiednio.
Ponadto wiemy, Ze wszystkie zwierzeta kazdaq oceng przeprowadzajq niezaleznie od innych ocen (takZe tych innych zwierzqt).

Poczatkowo tylko 10 zwierzqt wie o wyborach i planuje oceniac¢ prace kandydatow. Sq wsrod nich 2 zwierzeta inteligentne, 6
przecigtnych i 2 nierozsqdne.

a) Niech N1 ~ N(0,01), Ny ~ N (0, 02), bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi. Jaki rozktad ma N1 + No ?

b) Jakie rozktady majq zmienne opisujqace sumy ocen od 10 poczatkowych wyborcéw (liczone osobno dla Skazy i Simby)?
A jaki rozktad ma roznica tych sum?
Jaki rozktad ma roznica srednich ocen dla poszczegdlnych kandydatow?

c) Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze przy wskazanych 10 wyborcach, Skaza wygra wybory (bedzie miat wigkszq Sredniq
ocen)?
Wskazowka: Znormalizuj odpowiedniq zmienng i sporzystaj z tablicy dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego
N(0,1).

d) Kapituta konkursowa rozwaza kilka strategii reklamy wyborow, aby zwigkszy¢ liczbe wyborcow. Liczbe nowych wyborcow
danego typu w zaleznosci od wybranego typu reklamy, przedstawia ponizsza tabela:

Reklama ‘ brak ‘ hieny ‘ poczta Zazu ‘ zebranie u Rafikiego

Inteligentne | +0 +0 +3 +9
Przecigtne +0 +10 +12 +1
Nierozsqdne | +0 +10 +5 +0

Ponadto Skaza ma dwie strategie: przekonac¢ 5 nowych nierozsqdnych wyborcow albo nie mowié nikomu wigcej o wybo-
rach.

Wyptata Skazy to prawdopodobieristwo wygrania konkursu przez niego, a Kapituly (reprezentujqcej cate krolestwo zwie-
rzat) — prawdopodobieristwo wyboréw zgodnych z rzetelng ocenq Drzewa Zycia (czyli wygranej Simby).

Przedstaw gre miedzy Skaza, a Kapitutq w postaci macierzowej (jedna komérka wynika z poprzedniego podpunktu,).
e) Znajd? rownowagi Nasha dla tej gry.

f) Co charakteryzuje grupe, ktora zwigksza uczciwosé wyborow?

PS Zadanie zainspirowane m.in. wierszem Ewy Lipskiej pt. ,, Egzamin”.

Zadanie 27. Dwie fabryki z jednakowymi maszynami, ktore produkujq gumowe zwierzqtka, rozwazajq jak podzieli¢ swojq pro-
dukcje na gumowe kaczki i gumowe kurczaki. Pobliska hurtownia gumowego drobiu chce zamowié jak najszybciej po 2 tony obu
tych produktow. Kazda z fabryk ma 3 strategie: wyprodukowac 2 tony jednego rodzaju zabawek albo po 1 tonie kaZdej z nich.
Wyptatq jest waga sprzedanych zabawek. Jesli fabryki wyprodukujq zbyt wiele zabawek ktoregos typu, to sprzedajq je proporcjo-
nalnie do masy wyprodukowanych zabawek tego typu, a potem przestawiajq produkcje tak, aby obie fabryki wyprodukowaty po
tyle samo gumowych zabawek sposrod brakujqcych do spetnienia zamowienia sklepu.

a) Przedstaw gre w postaci macierzowej. Czy jest to gra u sumie statej?
b) Czy gra posiada czystq rownowage Nasha?
c) Zastosuj metode minimaksowq do znalezienia strategii minimaksowych.

Zadanie 28. Do ktorych przyktadow z zad. 7. mozna zastosowaé metodeg minimaksowq?



Zadanie 29. Rozwazimy gre dwuosobowq o sumie zerowej z uy(z,y) = x? — y? = —ua(z,y), gdzie S = Sz = [—5,5]. Znajd?
punkty siodtowe dla tej gry.

Zadanie 30. Rozwazimy gre dwuosobowq o sumie zerowej z ui(x,y) = —(2? — 1)(2? — 2) + (% — 1)(y? — 2) = —ua(z,y),
gdzie S1 = S = [—10, 10]. Znajd? strategie bezpieczeristwa dla tej gry.
Wsk. Mozna zastosowac tw. Weierstrassa o osiqganiu kresow (sprawd? zatoZenia).

Zadanie 31. Znajd? wszystkie mieszane rownowagi Nasha w dwdch poprzednich zadaniach.

Zadanie 32. Rozwazmy gre o sumie zerowej o ui(z,y) = 16(x — y)? dla S1 = Sy = [0,1]. Znajd? optymalne strategie i
wartoS¢ gry.

Zadanie 33. Rozwazmy gre o sumie zerowej o uq(x,y) = % — 222 — 2y + 77‘ + %’ dla S1 = So = [0, 1]. Znajd? strategie
minimaksowe i wartos¢ gry.
Po pewnym czasie gracz 1 zmienia strategie na zrandomizowang, uzywajqc funkcji gestosci f(x) = 3x2. Czy to dobry pomyst?

Zadanie 34. Podaj wszystkie rownowagi Nasha w podanych grach. Narysuj graf najlepszych odpowiedzi.
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Zadanie 35. Podaj wszystkie rownowagi Nasha w podanych grach.
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Zadanie 36. Znajd? metodq Williamsa mieszane réwnowagi Nasha w podanych grach o sumie zerowej.
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Zadanie 37. Dominik i Kinimod grajq w Mikado (japoriskie bierki). Dominik zawsze zbiera czeS¢ sposrod 20 patyczkow, a
Kinimod zbiera reszte. Dominik ma dwie strategie, ktore nazywa a i b, a Kinimod nazywa swoje 4 strategie: ara, bak, car i dok.
Miedzy ich strategiami zachodzi nastepujqca zaleznos¢é wyptat: Dominik zyskuje 4 patyczki przewagi nad Kinimodem za kazdq
litere w nazwie strategii Kinimoda, ktora jest rézna od nazwy strategii Dominika, ale za to traci az 16 przewagi, jesli nazwa
strategii Kinimoda jest ananimem, ktory nie jest palindromem (stowem, ktore czytane wspak jest poprawnym stowem w jezyku
polskim, ale innym od wyjsciowego (np. arak jest ananimem stowa kara, a kajak jest palindromem)). Dominik i Kinimod w
kazdej partii zbierajq wszystkie 20 patyczkow. Narysuj macierz wyptat Dominika. Skorzystaj z metody Williamsa do wyznaczenia
rownowag Nasha w tej grze.

Zadanie 38. Kazdy z dwoch kandydatow na prezydenta musi zdecydowad, o ktorej godzinie chce wygtosic swoje obligatoryjne
przemowienie przedwyborcze w TVP. KaZzdy z nich moze wybra¢ jeden z 3 dni przed niedzielnymi wyborami: Srodg, czwartek lub
piatek. Jesli zdecydujq sie wygtosic¢ przemowienia w tym samym dniu, to Zaden z nich nie przekona do siebie nowych wyborcow.
Jesli wybiorq rozne dni, to przewage zdobywa ten, ktérego przemowienie byto blizej dnia wyborow. Jesli przemowienia byty w
kolejnych dniach, to poZniejszy z nich przekona do siebie 30% obecnie niezdecydowanych, a wczesniejszy jedynie 10%. Jesli
wyglosza przemdéwienia w Srodg i piatek, to pigtkowy méwca przekona 50% obecnie niezdecydowanych, a srodowy — 40%.
Przed przemdéwieniami kandydaci mieli odpowiednio x% i y% poparcia wsrdd catego spoteczeristwa (liczonego wigcznie z
niezdecydowanymi).

a) Przedstaw powyiszq gre w postaci macierzoweyj.
b) Jakie strategie czyste powinni wybrac kandydaci w zaleznosci od x i y?
c) Jakie sq mieszane rownowagi Nasha?

Zadanie 39 (+ domowe; na 8pkt; do 28.11.24).
Wsk. Wszystkie punkty tego zadania sig tqczq.

(a) Pokaz, Ze skoriczony produkt zbiorow zwartych w przestrzeniach metrycznych jest zwarty (w topologii produktowe;j).

(b) Pokaz, Ze skoriczony produkt zbioréw wypuktych w przestrzeniach liniowych jest wypukty (w sumie prostej przestrzeni
liniowych).

(c) Pokaz, ze domknigty podzbior zbioru zwartego jest zwarty.

(d) Niech (S,ds) i (I,dy) bedq skoriczonymi przestrzeniami z topologiami dyskretnymi. Pokaz, Ze kazda funkcja f : S — I
Jest ciqgta (tj. przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest otwarty).

(e) Rozwazmy przyktad Natarczywego Adoratora (NA) z wyktadu. Podaj wszystkie rownowagi Nasha.
(f) Czy funkcje wyptat u; w grze NA sq wkleste ze wzgledu na s; € S; (przy ustalonychs_; € S_;)?

(g) Dla wszystkich profili strategii s, okreslamy F(s) jako profil strategii, w kiorym F;(s) jest zbiorem najlepszych odpowiedzi
gracza i na s_;. Czy F ma wlasnos¢ wykresu domknigtego w grze NA?

(h) Dlaczego gra NA nie ma czystych rownowag Nasha? Uzasadnij na bazie dowodu Twierdzenia Nasha (lub innego pokrew-
nego). Uwzglednij zatoZenia tych twierdzen.

Zadanie 40 (Uproszczone Rzuty Karne). Napastnik (pn) strzela karnego w lewo albo w prawo (Sy = {L, P}), a bramkarz
(pB) jednoczesnie rzuca si¢ w lewo albo w prawo (Sg = {L, P}). Jesli bramkarz wybierze ten sam rég co pitkarz, to broni
strzat, a jesli nie, to przepuszcza gola. Zaproponuj postaé¢ macierzowq dla tej gry. Czy ta gra ma rownowagi skorelowane? Jaki
to typ gry?

Zadanie 41 (Routing). Dwa pakiety p1, p2 zostaty wystane do sieci z tego samego punktu O. Sie¢ odbiera pakiety albo od wezta
A albo od B. OpdZnienia przez punkt A sq mniejsze, o ile nie wysylane sq przez nie dwa pakiety naraz. Zaproponuj macierz
wyptat dla tej gry. Jaki to typ gry? Czy ta gra ma rownowagi skorelowane?



Zadanie 42 (+ domowe; Spkt; do 12.12.24). Trzy mate swinki mieszkaly w trzech wiasnorecznie wybudowanych budynkach.
Kazde dwie — mieszkaty w odlegtosci \/3km od siebie. Chciaty zamontowad alarm przeciw-wilkowy. Majq jedna czujke, ktora
ma zasigg wykrywania wilkow do 2km. Kazda swinka musi kupic¢ kabel (niezaleznie od siebie), ktory potqaczy jej domek z czujkq.
Kilometr kabla kosztuje 1. Jesli wszystkie Swinki kupiq co najmniej 1km kabla, to umieszczajq czujke idealnie posrodku trojkqta
utworzonego przez domy swinek. Jesli ktoras swinka kupi mniejszq dtugosé¢ kabla, to czujke stawiamy moZzliwie jak najblizej
centrum trojkqta. Jesli kabli nie wystarczy, aby potaczy¢ wszystkie 3 swinki z alarmem, to korzystajq dwie swinki, ktore kupity
najdtuzsze kable (wszelkie remisy rozstrzygane sq w kolejnosci jakosci domkow, tj. wygrywa stomiany, potem drewiany i na
kovicu murowany). W przypadku, gdy mozna potqczy¢ tylko dwie swinki z czujkq, czujka jest stawiana mozliwie najblizej Srodka
odcinka tqczqcego domy tych dwdch swinek. Jesli dwie swinki nie majq w sumie kabli o tqcznej diugosci \/3km, to swinka,
ktora kupita najdtuzszy kabel, stawia czujke bezpoSrednio przy swoim domu (remisy rozstrzygamy jak wczesniej). Niechroniona
(niepodtaczona do czujki) swinka musi zaptaci¢ 10 za ustugi firmy ochroniarskiej. Kazda podtqczona do czujki swinka zyskuje
trzykrotnos¢ minimalnej odlegtoSci miedzy jej domem a brzegiem obszaru chronionego przez czujke.

a) Czy gracze majq strategie czyste, ktore nigdy nie sq najlepszymi odpowiedziami? Dlaczego mozna uznad, e gra ma ogra-
niczone wyptaty?

b) Opisz jakie strategie czyste Swinek sq zdominowane.

¢) Znajd? optima Pareta oraz czyste rownowagi Nasha.

d) Czy istnieje rozwiqzanie dominujqce dla tej gry?

e) Jak nalezatoby zmieni¢ warunki gry, aby méc uznac te gre za dyskooperatywnq?

Zadanie 43 (ISP). Ustugodawcy internetowi py, pa majq za zadanie skomunikowacé swoich uzytkownikéw A € p1 i B € ps 2
routerem K na granicy pi i po. Kazdy z nich moZze albo wysytac pakiety wewnatrz swoich sieci przez router posredniczqcy albo
zrzucié przesyt na konkurencyjnego ustugodawce (zaréwno A, jak i B znajdujq si¢ w bezposrednim sqsiedztwie routera posred-
niczqcego P, lezqcego na granicy py i pa. Koszt danego ustugodawcy, to liczba przeskokow pakietow do sqsiednich routerow
wewnqtrz sieci danego ustugodawcy.

1. Napisz macierz kosztow dla tej gry. Jakiego typu jest ta gra?
2. Jaka jest rownowaga Nasha, a jakie optimum Pareto dla tej gry?
3. Jaka jest rownowaga skorelowana?

Zadanie 44 (Covid). Paristwa rozwazajq wprowadzenie obostrzenia Covidowych. Wprowadzenie ich kosztuje paristwo 10min
dolarow. Natomiast kazde paristwo musi ponies¢ dodatkowe koszta 1min dolarow na stuibe zdrowia za kazde paristwo, ktore nie
wprowadzi obostrzen.

a) Jaki to typ gry?
b) Ile roznych strategii jest w grze Covid dla n paristw?
c) Jakie sq optima Pareto i czyste rownowagi Nasha dla tej gry?
d) Czy istniejq strategie skorelowane?
Zadanie 45. Pokaz, Ze dla ponizszej gry, gdzie a, b, c,d € (—i, i) istnieje jedna réwnowaga skorelowana:

52 A B

0 1+d

S1

A

B 0 1+a

Co sig dzieje, gdy parametry zbiegajq do 0?

Zadanie 46. Czy mogq istnie¢ rownowagi skorelowane, ktore w nosniku majq strategie zdominowane?

Zadanie 47. Czy istnieje rownowaga skorelowana, ktorej nosnik nie jest zawarty w nosniku Zadnej z mieszanych rownowag
Nasha? Jesli tak, podaj przyktad. Jesli nie, udowodnij.



Zadanie 48. Farmerzy McDonald i Karol Borsuk chcq podzieli¢ 5-katng ziemig OPQRS na 4 czesci, gdzie 0 = (0,0), P =
(1,0), @ = (2,1), R = (1,1), S = (0, 2). Kazdy z farmerdéw ma strategie z przestrzeni Sy; = Sk p = [0, 1] Ich startegie czyste
to wybory odpowiednio wspdtrzednej x oraz y, wzdtuz ktdrej kazdy z nich stawia ptot przez caty obszar OPQRS. McDonald
dostaje ziemie 7 punktami P i S, a Karol, 7 punktami O i R. Wyplata kazdego z graczy to sumaryczne pole dziatek danego
Sfarmera. Znajd? rownowagi Nasha, optima Pareta i rownowagi skorelowane.

Zadanie 49. Znajd? rownowage skorelowang, ktora daje wyptate (%, %) w grze:
52 a b
S1
6 7
A 6 2
2 0
B 7 0

Zadanie 50. Dla ponizszych gier podaj wszystkie rownowagi Nasha i znajd?z rownowage skorelowanq, ktora nie jest w otoczce
wypuktej rownowag Nasha:

52

A B
S1
8 9
a) A 8 4
1 1
B 9 1
52 A B C
51
0 1 D)
" A 0 2 4
5 2 0 1
4 0 2
1 D) 0
¢ 9 4 0

Zadanie 51. Metodq Lemkego—Howsona podaj przyktad rownowagi Nasha dla gier oraz znajdi wyptaty poszczegolnych graczy:

52

a b
S1
2 3
(a) A 4 5
1 9
B 6 1
52 1 2 3
S1
2 1 0
®) A 0 3 2
5 0 1 2
1 2 0
3 2 4
¢ 1 1 1

Zadanie 52. Rozwiqz metodq Lemkego—Howsona przyktad gry w cykora z wyktadu. Ktérych rownowag Nasha nie da sig
uzyskac w ten sposob?

3 Gry w postaci ekstensywnej

Zadanie 53. Narysuj drzewo dla gry Matching Pannies, gdzie kazdy z graczy rzuca monetq, a obaj chcq wyrzucic to samo.

Zadanie 54. Antek i Bartek grajq w gre. Antek ma dwa samoloty: prawdziwy i fatszywy. Wybiera jeden z nich i ktadzie zakryty
na stole. Bartek decyduje, czy chce uzyc lasera, Zeby zestrzeli¢ samolot. Antek wtedy odkrywa samolot. Jesli byt prawdziwy, a



Bartek uzyt lasera, to Antek traci 1, a Bartek zyskuje 1. Jesli byt fatszywy, gdy Bartek uzyt lasera, to Bartek traci 1, a Antek
zyskuje 1. Jesli Bartek nie strzelat, a samolot byt prawdziwy, to gra sig koriczy, a jesli byt falszywy, to gre powtarzamy, ale za
kazdym razem podwajamy wyptaty. Narysuj drzewo gry. Podaj macierz wyptat w postaci strategiczne. najd? optymalne strategie
i wartoS¢ gry.

Zadanie 55. Borja i Nadja grajq w rosyjskq ruletke. Majq 6-strzatowego Colta z jednym zatadowanym nabojem. Kazdy ktadzie
po paczce papierosow na stole. Borja moze albo dotozy¢ dwie paczki papierosow na stot i odda¢ Nadji pistolet albo dodac jednag
paczke i strzelic¢ sobie w glowe, liczac, Ze w komorze nie znajduje sie kula. Jesli Borja przezyje, to Nadja ma ten sam wybor, co
wcezesniej Borja. Jesli oboje przezyja, to dzielq si¢ papierosami po polowie. Jesli przeZyje jedno, to zbiera papierosy ze stotu.
Narysuj drzewo gry, podaj czyste strategie graczy i macierz wyptat. Znajdz optymalne strategie i wartoS¢ gry.

Zadanie 56. Antek ma trzy karty: Kréla, 101 2. Antek wybiera jedna karte i ktadzie na stole. Piotr méowi ,,wysoka” albo ,,niska”.
Piotr odstania karte i jq zabiera. Jesli trafit (Krol jest wysokq kartq, a 2 — niskq), to wygrywa 3zt od Antka. W przeciwnym razie
traci 2 zt. Jesli Antek wybrat 10, to Piotr zyskuje 271, jesli powiedziat ,,niska”. Jesli zawotat ,,wysoka”, to Antek wybiera kolejnq
karte. Gra przebiega podobnie jak wczesniej, ale Piotr tym razem zyskuje 1zt od Antka, gdy ma racje, ale traci 37t, jeSli nie ma
racji. Narysuj drzewo gry, podaj czyst strategie graczy i macierz wyplat. ZnajdZ optymalne strategie i wartos¢ gry.

Zadanie 57. Przedstaw protokot Diffiego—Hellmana jako gre w postaci ekstensywnej, gdzie adwersarka Celina nastuchuje tqcze
miedzy Alicjq, a Bobem i stara sig zgadnqc jednobitowq wiadomos¢ wysytanqg od Alicji do Boba. Mozna zatozyé, Ze wiadomos¢
Alicji wybiera ,,natura”. Alicja i Bob zyskujq 1, jesli uda im sig dogadad, ale tracq 2, jesli Celina pozna ich wiadomosé.

Zadanie 58 (Ultimatum). Zbyszek ma 3 monety: dwie 1-ztotowe i jedng 2-ztotowq. Rozdziela je na dwa (by¢ moze puste stosy).

a) Nastepnie Agnieszka zabiera 1 stos, a Zbyszek ten, ktory pozostal. Przedstaw te gre w postaciach: ekstensywnej i strate-
gicznej.

b) Nastepnie Zbyszek zamyka oczy i Agnieszka zamienia stosy z pr. % Zbyszek podaje, czy woli lewy, czy prawy stos (z
zamknigtymi oczami).

Znajdz rownowage doskonatq w kazdym z dwoch przypadkow.

Zadanie 59. Andrzej rozdziela 7 cukierkow na trzy niepuste stosy. Nastgpnie Bartek zabiera cukierki z jednego ze stoséw. Potem,
z jednego z pozostatych 2 stosow, Andrzej zabiera wszystkie cukierki poza jednym. Pozostate cukierki zabiera Zosia. Rozpisz gre
w postaci ekstensywnej i znajdZ rownowage doskonatq.

Zadanie 60. Dwdch graczy chce naby¢ obraz N. Endzy ,,Iroz patrzy”. Wiadomo, Ze licytowaé mozna tylko za wartos¢ ze zbioru
{100, 200, 300, 400, 500}. Ponadto v; = 400, a vy = 300. Kto poda wyzsza stawke, kupuje przedmiot za ceng p, bedacq Sredniq
ich ofert. Jezeli obaj podajq ceng p, to zwycigzca jest losowany jednostajnie. Podaj macierz wypltat. Znajdz rownowagi Nasha.

Zadanie 61. Zdefiniujmy gre o sumie zerowej w postaci EFG. Niech K bedzie drzewem binarnym stworzonym z permutacji
(7,2,5,3,6,1,8,4,9) w kanoniczny sposéb, tzn. w korzeniu drzewa jest najmniejsza liczba a w permutacji, a nastgpnie lewe
poddrzewo tworzymy analogicznie z czeSci permutacji znajdujqcej sie po lewej stronie od a i prawe poddrzewo z czgSci permutacji
znajdujqcej sig po prawej od a. Nastegpnie z drzewa K tworzymy drzewo T, w ktérym wartosci w lisciach sq wynikiem kolejno
dodawan i odejmowani kolejnych liczb znajdujqcych sie na gatezi od korzenia do danego liscia w drzewie K. Narysuj drzewa K,
T oraz zastosuj algorytm alfa-beta do drzewa T' (wartosci w lisciach majq oznaczac wyplate gracza 1. w grze o sumie zerowej).

Zadanie 62. Rozwazmy gre w upadtos¢ spotki z wyktadu dla masy upadtosciowej M = 40 oraz wektora dtugéw d = (20, 15,13, 8).
Rozpisz wszystkie wartosci funkcji vy i va.

Zadanie 63 (Stonoga). Rozwazimy gre w formie ekstensywnej, ktora ma co najwyzej n = 100 rund i 2 graczy. Gracze grajq
na zmiang. Na poczatku gry na stole lezq dwa stosy: pierwszy — z jedng monetq, a drugi — z dwoma. Kazdy moZe podjqc
akcje: Podwaoj albo Wyptac. Jesli podwaja, to kazdy stos jest podwajany. Jesli wyptaca, to wybiera wigkszy stos, a drugi oddaje
oponentowi i gra sig koriczy. Jesli nikt nie wyptaci przez 100 rund, to dzielq sie monetami po potowie. Ktory z graczy ma strategie
wygrywajqcq? Jaka jest rownowaga doskonata?

Zadanie 64 (Gra topologiczna). Niech X € R = I. Przez G(X) oznaczamy gre dwuosobowaq, gdzie Stas i Stefan na zmiang
wybierajq niepusty, otwarty przedziat tak, Ze w n-tym kroku wybierajq I,, S I,,_1. Zaczyna Stas. Stefan wygrywa, doktadnie
wtedy, gdy () I, € X.

neN
1. Kto ma strategie wygrywajacq w grze G(X), gdy R\X zawiera niedegenerowany odcinek (a,b)?

2. Kto ma strategig wygrywajaca w grze G(X), gdy X to zbior wszystkich liczb niewymiernych?
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3. Niech X = R\{sin(n) : n € N}. Kto ma strategi¢ wygrywajacq w grze G(X)?
4.x (16.01.25 (2pkt)) Pokaz, ze Stefan ma strategie wygrywajacq w G(X), jesli R\X jest nigdziegesty.
5.x (16.01.25 (3pkt)) Opisz wszystkie zbiory X, kiedy Stefan ma strategie wygrywajaca w G(X).

Zadanie 65 (+ dodatkowe; na 2pkt; do 23.01.25). Dawid i Ewa zrobili zaktad — kto wigcej razy nie przyjdzie na 3 ostatnie
wyktady z algorytmicznej teorii gier, dostaje od drugiej osoby 10z1. Nie wiedzq o sobie nawzajem, kto przyjdzie na najblizszy
wyktad. To dopiero okazuje sig na miejscu (po kazdym wyktadzie oboje wiedzq kto przyszedt na dany wyktad). Uznali, Ze tracq po
3zt za kazdq nieposiadang strong notatek, i zZe kserujq notatki tylko od siebie nawzajem, ptacqc drugiej osobie po 1zt za strone.
Jesli obojga nie byto, kazde traci. Napisz program, ktory przedstawi postac ekstensywnq tej gry, jesli wiadomo, Ze na kolejnych
3 wyktadach Dawid potrzebowatby odpowiednio 4, 3 i 5 stron, Zeby zrobi¢ notatki, a Ewa tak samo, 7 wyjqtkiem ostatniego
wyktadu, gdzie potrzebowataby 6 stron. ZnajdZ rownowage doskonatq.

Zadanie 66 (+ zadanie domowe na Swicta; na 4pkt (+3pkty ekstra); do 9.01.25).

Podzielmy Ziemig na 24 strefy. Kazda — migdzy 15 potudnikami, poczawszy od potudnika 22°30'E, idac na wschéd. Przykta-
dowo, Rovaniemi (25°42'E), lezy w 1. strefie (migdzy 22°30'E, a 37°30'E). W ostatniej, 24. strefie (miedzy 7°30'E, a 22°30'E)
lezy Wroctaw (17°1’48" E). Wcielasz sie w role sw. Mikotaja. Z kazdej z pozostatych 22 stref, wybierz po 2 miejscowosci. Masz
za zadanie wyruszy¢ z Rovaniemi, podroZujqc na wschod, wraz ze swoim zastgpem reniferow tak, aby zakoriczyé podroz we
Wroctawiu. W kazdej strefie, masz za zadanie dostarczy¢ prezent do 1 sposrod 2 wybranych miast w danej strefie (oczywiscie, w
kolejnosci stref, czyli zaczynasz dostarczanie w Rovaniemi, a koriczysz we Wroctawiu). Dostarczenie prezentow do miasta o lud-
nosci L, zwigksza Twojq wyptate o [WLOOJ' Dostarczenie prezentow w miejscowosci trwa 5’ za kazdy rozpoczety 1min populacji
(przyktadowo: Johannesburg ma populacje 4,435 min ludzi, wigc dostarczanie prezentow trwa tam 25°).

W miejscowosciach, ktore lezq na réwnolezniku o wartosci wigkszej, badz rownej niz 60° (N lub S), zawsze pada snieg. W tych
potozonych miedzy (30°S, a 30° N, wiqcznie), nigdy nie ma sniegu, a w pozostatych miejscach pada snieg z pr. % (przyktadowo: w
Rovaniemi zawsze pada snieg, we Wroctawiu tylko z pr. L, ale w Sri Jayawardenepura Kotte — nigdy). Jesli w danej miejscowosci
pada Snieg, moZesz (nie musisz) w tym miescie poswigci¢ 15’ na ulepienie Sredniego batwana (+ [ﬁj do wyptaty) albo 30’
na ulepienie olbrzymiego batwana (+3 [WLOOJ do wyplaty). Niestety, to czy w danym miescie pada, dowiadujesz si¢ dopiero na
miejscu.

Poruszasz sig na wschod, wigc na dostarczenie prezentow, ewentualne ulepienie batwana i podroz do miasta w kolejnej strefie,
mozesz wykorzysta¢ doktadnie 75°. Niestety, poniewaz renifery sig meczq, to za kazdq podroz miedzy kolejnymi strefami tracisz
wartoS¢ Sredniej predkosci (w kTm ) reniferow migdzy dwoma kolejnymi miastami (przyktadowo, jesli A ma populacje 3min ludzi,
miedzy A, a B jest 1000km, a w A nie lepimy batwana, to na podroz zostaje nam 1h, czyli tracimy 1000 na podroz z A do B; jesli
natomiast w A lepili bysmy olbrzymiego batwana, to na podroz z A do B pozostatoby nam 30°, czyli podréz z A do B kosztowataby
nas 2000).

a) Znajd? po 2 miasta 7 kazdej z pozostatych 22 stref. Wykorzystajdo znalezienia danych wszystkich 46 miast. Wpisz ”coor-
dinates of X i ”city population of X w celu znalezienia lokacji i populacji miasta X oraz "distance between X and Y” do
znalezienia odlegtosci migdzy miastami X i Y 7 kolejnych stref. Dane przedstaw w tabeli.

b) Znajdz? zwiezlq postac gry sw. Mikotaja przeciwko ,, Naturze”.
¢) Pokaz, ktora strategia sw. Mikotaja jest najlepsza dla tej gry.
d) Znajd? optymalng wyplate.

Obliczenia wykonaj komputerowo.

W zwiqzku 7z promocjq Swiqteczna, 6 rozwiqzan, ktore bedq prowadzity do najlepszych oczekiwanych wyptat, zostang nagro-
dzone nadprogramowymi punktami z aktywnosci (poza ograniczeniem za aktywnosS¢ do 30pkt). Najlepsze rozwiqzanie otrzyma
3 ekstra punkty, a kazde kolejne o 0,5pkt mniej (w remisy nie wierzg). Kluczowe znaczenie w rozstrzygnigciu konkursu bedzie
miato podanie konkretnej strategii (jesli ktoS si¢ pomyli w wyliczeniu wyplaty, to nie zostaje zdyskwalifikowany) oraz korzystanie
z danych w Wolframa o (Zeby byto sprawiedliwie).

Zadanie 67 (Awantura o kase; na 3pkt; do 16.01.25). W grze udziat biorq 3 druzyny. Niebiescy, Zétci i Zieloni. Wszystkie druzyny
zaczynajq z kwotq 5000zt. W kazdej rundzie (maksymalnie 6.) kapitanowie druzyn licytujq pytanie. Prowadzqcy — Krzysztof —
pobiera 200zt 7z konta kazdej druzyny i stucha kapitanow. Mozna licytowaé wielokrotnosci 100zt. Aby przebi¢ przeciwnikow
trzeba podac wyzszq kwote. W momencie, gdy kapitan ktorejs druzyny krzyknie ,,Va banque”, druzyna natychmiastowo wygrywa
licytacje (o ile ich saldo jest wigksze od obecnej najwyzszej wartosSci). Wszystkie licytowane pieniqdze trafiajq do puli pytania.
Gdy druzyna, ktora wygrata licytacje, odpowie poprawnie, to zgarnia catq pule. Jesli nie, to kwota przechodzi do puli nastgpnej
rundy (po 6. rundzie przechodzi do druzyny z najwigkszym saldem). Jesli druzyna zagra ,,Va banque” i Zle odpowie na pytanie,
to koriczy udziat w grze. Jesli druzyna na poczatku rundy ma saldo dodatnie, ale mniejsze, niz 300zt to Krzysztof uzupetnia ich

11


www.wolframalpha.com

saldo do kwoty 300z1.

W pierwszej rundzie Zieloni wylicytowali 4700zt, Zétci — 4500z, a Niebiescy — 430074, ale druzyna Zielonych nie odpowiedziata
poprawnie, wigc 14000zt przeszto do puli drugiej rundy. Wiadomo, ze kapitan Zielonych licytuje najszybciej, a Niebieskich —
Najwolniej (ale roznice sq minimalne tak, Ze jak ktos podejmie decyzje, Ze w tej chwili nie licytuje, gdy ktos inny zdecyduje si¢ na
licytacje, to nie zdaqzy zmienic¢ decyzji przed podbiciem stawki, tj. decydujq w tym samym momencie, czy i jakq kwote licytujq, czy
nie licytujq az do momentu zmiany stanu gry. Jesli nikt nie zalicytuje, to Krzysztof moze zmusic najbogatszych do zalicytowania
1000z¢. Druzyna, ktora wiasnie zalicytowata, nie moze podbic stawki, dopoki inna druzyna ich nie przebije. Wiadomo, ze Zieloni
odpowiadajq na 60% pytar poprawnie, Zotci — 70%, a Niebiescy — 80%. Napisz program, ktéry znajdzie optymalne strategie
poszczegolnych druzyn i wyznaczy oczekiwane posiadane kwoty druzyn po zakoriczeniu gry.

Zadanie 68. Niech P = {1,2,3,4}. () = 0 = v({i}), v({1,4}) = 1, v({i,5}) = 0, v({1,4,5}) = 2, dlai,j € {2,3,4}.
v({2,3,4}) = 1iv({1,2,3,4} = 3.

a) Pokaz, Ze ta gra jest wypukta.
b) Znajd wartos¢ Shapleya dla tej gry.
¢) Znajd? rdzen tej gry.

Zadanie 69. Niech P = {1,2,3,4}. v(S) = min{, 2}, jesli S posiada i par utworzonych z graczy ze zbioru {1, 2, 3}. Wykonaj
polecenia z poprzedniego zadania dla tej gry.

Zadanie 70. W wyborach do sejmu Zasiedmiogorogrodu wzigto udziat 5 partii (podano popularne hasta wyborcze i otrzymany
odsetek krzesetek):

KOiS Kongres Ostow i Smoczyc — 40% (RownoS¢ zwierzqt i mitycznych istot!)
PiWa Piwa i Warzywa — 30% (Styszeliscie o republikach bananowych? My Wam zapewnimy republike piwng!)
TD Trzeci Dukt (za bagnem w lewo) — 11% (Bunkrow nie ma, a nie bedzie niczego!)

Kw2PB Koty w 2 Prawych Butach — 10% (Kazdy kot ma prawo do purrpurrowych prawych butow, 2 razy tylu tap, 9 razy tylu zy¢
i wigkszej ilosci snu (niz majq ludzie)!)
GRU Gtosiciele Rozbicia Ust (The Proclaimers of Smash Mouth) — 9% (Jestesmy wierni (jeszcze tylko 500 mil i bedziemy)!)

Pod progiem wyborczym znalazta si¢ partia [KKK] Klan Kamehamehow z Kosmosu, z hastem: Odjechany w kosmos kaptur i
Srednia hawajska dla kazdego!; Publicysci twierdzq, ze wielu wyborcow podzielato opinig, Ze Ci Paristwo chyba pomylili bajki.
Znajd? indeksy sit Shapleya-Shubika oraz Banzhafa dla problemu szukania koalicji.

Zadanie 71 (+ dodatkowe; Spkt; do 30.01.25). Przeanalizuj sktady dwoch ostatnich sejmow RP (na dzien zaprzysigzenia pre-
miera). Wyznacz indeksy Banzhafa i Shapleya dla partii i klubow poselskich. Mozesz uzy¢ komputera.

Zadanie 72. Podaj przykiady gier z |A| > 2, ktdre nie majq dyktatora i albo sq jednomysine albo niezalezne wzgledem nieistot-
nych alternatyw. Podaj przyktad gry z |A| = 2, ktéra nie ma dyktatora, a jest jednomysina i niezalezna wzgledem nieistomych
alternatyw.

Zadanie 73. Z miasta A do miasta B mozna dojecha¢ albo przez miasto C albo przez punkt D. Czas przejazdu t(X,Y') miedzy
miastami X i'Y zalezy od ilosci samochoddw s jadqcych tq droga. Zatézmy, Ze z A do B podrdzuje 60 aut. Niech t(A,C) =
t(D,B) =1+ sorazt(A, D) = t(C,B) = 51 + .

a) Opisz postac strategicznq tej gry.
b) Jakie sq rownowagi Nasha w tej grze. Jaki jest wtedy czas przejazdu z A do B?

c) Starostwo wybudowato droge jednokierunkowa miedzy C, a D., gdzie t(C, D) = 10+ 15. Jakie sq teraz réwnowagi Nasha
i czasy przejazdow. Uzasadnij dlaczego.

Zadanie 74. Dany jest kwadrat ABCD. Jego wierzchotki stanowiq wierzchotki grafu G, a jego krawedzie (skierowane w obie
strony) stanowiq krawedzie grafu. Ponadto kazdy z wierzchotkow chce przestac wiadomosci z pozdrowieniami w sieci stworzonej
z grafu G do wierzchotka lezqcego po drugiej stronie przekqtnej. Wierzchotki A, B, C i D wysytajq odpowiednio 1,2,3 i 4 paczki
z pozdrowieniami. Jaka jest samolubna réwnowaga Wardropa, a jaka jest socjalna (optymalna) réownowaga Wardropa?

Zadanie 75. Udowodnij wzor z wyktadu:

o(f) =D celfe) fo= D cn(f) o

ecF pel]
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Zadanie 76. Emerson, Lake i Palmer grajq w turnieju w kamier, papier, noZyce. Kazdy pojedynek toczony jest do 3 wygranych.
W pierwszej rundzie Emerson grat z Lake’iem i zagrat 3 razy kamieri i po razie papier i noZyczki. W drugiej rundzie Palmer
ma zmierzy¢ sig z Emersonem. Rozrysuj drzewko dla gry w postaci ekstensywnej, zaktadajqc, ze Emerson losuje swoje ruchy z
prawdopodobieristwem proporcjonalnym do liczby wczesniejszych uzy¢ danego symbolu (np. zacznie kamieniem z pr. % ). Jaka
Jjest optymalna strategia dla Palmera?

Zadanie 77. Wyznacz cene anarchii dla gry z paradoksu Braessa (gorna Sciezka ma koszty x, a potem 1, a dolna 1, a potem
X, koszt krawedzi miedzy srodkowymi wierzchotkami z gory na dot wynosi 0). Jak ma sig¢ do ceny anarchii wyznaczonej dla
przyktadu Pigou?

Zadanie 78. Znajd? ceng anarchii dla gry Pigou ze zmienionym kosztem krawedzi 7 ax na ax + b. Jak sig zmienia w stosunku
do ceny anarchii w oryginalnej grze?

Zadanie 79. Znajd? ceng anarchii dla gry Pigou ze zmienionym kosztem krawedzi z ax na x®, gdzie o > 0. Co sig dzieje, gdy
o — 00?7

Zadanie 80. Hugo i Jan licytujq rakiete tenisowq Igi przy pomocy aukcji pierwszej kwoty. Obaj zaktadajq, Ze ten drugi bedzie
licytowat kwote jednostajnie z przedziatu od 0 do 10 000$. Hugo uwaza, ze rakieta ma wartosé 8 0008, a Jan, ze 9 0008. Znajd?
rownowage Bayesa — Nasha dla tej gry.
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