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1 Wyklad 1

1.1 Elementarz topologii
Zaktadam, ze pojecia przestrzeni metrycznej, metryki, kuli otwartej, normy (w szczegélnosci euklidesowej) sa znane.

Definicja 1. W przestrzeni metrycznej (X, d), §rednica zbioru A ¢ X, nazywamy diam(A) := sup{d(z,y) : z,y € A}. A
Jest zbiorem ograniczonym, jesli diam(A) < oo.

Definicja 2. Przestrzenia topologiczna nazywamy pare (X, O), gdzie X jest zbiorem, a O c P(X) jest rodzing zbioréw,
ktora spetnia aksjomaty:

1. &, XeO,
2 U VeO=UnVEeO,
3. TcO=|JTeO

O nazywamy wtedy topologia, a jej elementy — zbiorami otwartymi. Dopetnienia (do X ) zbioréw otwartych, nazywamy
zbiorami domknietymi.

Uwaga 1. Punkty 2. i 3., czesto wyraza sig stowami: topologia jest zamknigta na dowolne sumy (mnogosciowe) i skoriczone
przekroje.

Uwaga 2. KaZda przestrzeri metryczna jest przestrzeniq topologiczng (wystarczy zadaé topologie przez najmniejszy zbior
spetniajqcy warunki 1.-3. i zawierajqcy wszystkie kule otwarte w przestrzeni metrycznej).

Przyklad 1. Niech X = R i O bedzie najmniejszq topologia, kiéra zawiera wszystkie odcinki postaci (a,b), gdzie a,b €
R, a < b. Wtedy mowimy, ze (R, O) jest przestrzeniq topologiczng na prostej, ze standardowq topologiq.

Przyklad 2. Podobnie, gdy X = RF oraz O jest najmniejsza topologia, ktéra zawiera wszystkie kule otwarte w normie lo
(4j. postaci {y € R : ||z — y|lo < r}, gdzie x € R¥ i r € R, moga by¢ dowolnie wybierane), to méwimy o standardowej
(naturalnej) topologii w k-wymiarowej przestrzeni euklidesowej (z normq £5).

Uwaga 3. W probabilistyce ekstensywnie wykorzystuje sig rodziny zbioréw borelowskich, ktére mozna zdefiniowac jako naj-
mniejsze o-ciato (o-algebre) wygenerowangq przez topologie (tj. zawierajqcq ja). NajczeSciej rozwaza sie standardowq topo-
logie.

Definicja 3. Przestrzen dyskretna (X, O) to taka, w ktérej O = P(X).

Definicja 4 (Ciaglosé). W przestrzeni topologicznej (X, O) mowimy, Ze funkcja f jest ciagla, jesli dla dowolnego U € O,
flujeo.

Uwaga 4. W przestrzeniach metrycznych powyzsza definicja ciqgtosci jest rownowazna z definicjami Heinego i Cauchy’ego
(przy zatozeniu pewnej wersji Aksjomatu Wyboru).

Uwaga 5. W definicji mozna zamienic¢ zbiory otwarte na domknigte, aby uzyskac kolejnq postac¢ réownowazng.

Definicja 5 (Zupetnosé). Ciag (x,,)n w przestrzeni metrycznej (X, d), nazywamy ciagiem Cauchy’ego (albo ciqgiem pod-
stawowym), jesli spetnia warunek:

((Ve>0)3 No)(Vn,m>Ny) d(xpn,zm) <€) .
Mowimy, Ze przestrzeri metryczna (X, d) jest zupelna, jesli kazdy ciqg Cauchy’ego jest zbiezny.
Uwaga 6. Kazdy ciqg zbiezny jest ciqgiem Cauchy’ego (Wsk. Wystarczy skorzystac z nier. trojkata).

Twierdzenie 1.1 (Banach; o kontrakeji / o punkcie statym). Niech (X, d) bedzie zupeing przestrzeniq metryczng, X oraz
f : X — X bedzie kontrakeja (in. odzworowaniem zwezajacym) ze statq o € (0,1), ).

(Vz,y e X)d(f(z), f(y) < ad(z,y) .

Wtedy [ ma doktadnie jeden punkt staty x*, tj. taki, Ze f(x*) = x*. Co wigcej, jesli xo € X jest dowolnym elementem
przestrzeni X, to ciqg zdefiniowany jako x,1 = f(x,,), zbiega do z*.



Uwaga 7. Mozna oszacowad tempo zbieznosci takiego ciggu w zaleznosci od d(x, x1) i statej « (prosty wniosek z dowodu,
ktory nie bedzie tu przedstawiony).

Definicja 6 (Zwartos¢). Pokrycie to taka rodzina zbioréw U, ktdrej suma mnogosciowa | JU daje catq przestrze.
Przestrzen topologiczng (X, D) nazywamy zwarta, jesli z dowolnego pokrycia {U;}ier przestrzeni X zbiorami otwartymi,
mozna wybraé podpokrycie {Uy, }1'_, skoriczone.

Fakt 1. W przestrzeni R*, z naturalng topologia, zwartoS¢ podprzestrzeni jest réwnowazna z jej domknietosciq i ograniczo-
noscigq.

Fakt 2 (Charakterystyka ciagowa zwartosci). W przestrzeniach metrycznych, zwartos¢ zbioru K jest rownowazna z tym, Ze
dla kazdego ciqgu w K, istnieje podciqg zbiezny do pewnego punktu x € K.

Uwaga 8. Dla zbioru zwartego K i dowolnego ciqgu (x,,)y o wartosciach w K, z istnienia skoriczonego pokrycia zbiorami
otwartymi, dostajemy, ze w jednym z tych zbiorow jest nieskoriczenia wiele wyrazow tego ciqgu.

Fakt 3. W przestrzeni metrycznej, kazdy zbior zwarty jest zupetny.

Twierdzenie 1.2 (Weierstrass; o osiaganiu kresow). Niech K bedzie zbiorem zwartym. Kazda funkcja ciggta f : K — R
osiqga swoje kresy (maksima i minima).

Definicja 7 (Zbi6r nigdziegesty, zbidr I kategorii). W p. topologicznej (X, 0), Y € X jest zbiorem nigdziegestym, jesli:
VUeO)I0Oe0)OcCUAONY =¢.

Mowimy, ze Y S X jest zbiorem 1 kategorii Baire’a, jesli jest sumq mnogoSciowq co najwyzej przeliczalnie wielu zbiorow
nigdziegestych.

Uwaga 9. Ostatnia definicja bedzie przydatna w jednym z zadari na éwiczenia.

1.2 Elementarz algebry liniowej oraz analizy wypuklej

Definicja 8. W przestrzeni liniowej V nad ciatem R, niechn € N, x; € Vi \; € K, dla i € [n], bedq takie, 7e >, \; = 1,
i=1
gdzie (Y i € [n]) A; € [0,1]. Mowimy wtedy, Ze punkt postaci Y, \;x; € V jest kombinacja wypukla punktow (z;)7, z
i=1
wagami (A;)1_.

Definicja 9. Mowimy, Ze podzbior przestrzeni liniowej X < V jest wypukly, jesli kombinacja wypukta dwéch dowolnych
punktow z X jest elementem X. W przeciwnym razie mowimy, Ze zbior jest wklesty.

Fakt 4. Zbior wszystkich kombinacji wypuktych skoriczonej liczby punktow przestrzeni liniowej jest zbiorem wypuktym.

Definicja 10. Niech X bedzie podzbiorem przestrzeni liniowej V. Mowimy, ze funkcja f : X — R jest wypukla, jesli
(Vz,ye X)(VAe[0,1]) ((Az+ (1 —-Ny) e X) = ((Af(x) + (1 =Nf(Y) = fAz+ (1 - N)y)) .

Uwaga 10. Jesli powyzsza nierownos¢ zachodzi w drugq strong, to takq funkcje nazywamy wklesla,

Uwaga 11. Jesli funkcja f : A — R, gdzie A c R, posiada f", to (Y x € A) f"(z) = 0 jest réwnowazne z jej wypukitosciq.

Uwaga 12. Jesli funkcja f jest okreslona na zbiorze wypuktym i jest wypukia, to zbior punktéw lezqcych powyzej jej wykresu
Jest zbiorem wypuktym.

Uwaga 13. Poprzednik implikacji w definicji jest potrzebny, gdy X nie jest zbiorem wypuktym. W szczegolnosci, definicja ta
dziata dla zbiorow dyskretnych.

Definicja 11. Mowimy, zZe zbidr wektoréw (x;) fzo w przestrzeni liniowej V jest afinicznie niezalezny wzgledem x, jesli
(w; — z0)¥_, jest liniowo niezaleiny wV.

Definicja 12. Sympleksem k-wymiarowym nazywamy najmniejszy mozliwy podzbior przestrzeni liniowej V nad ciatem R
taki, e zawiera wszystkie mozliwe kombinacje wypukte pewnych elementow (x;)¥_, € V, afinicznie niezaleznych wzgl. .
Elementy te nazywamy wierzchotkami sympleksu.



Uwaga 14. Jesli S jest sympleksem o wierzchotkach X := (xi)fzo, to kazdy sympleks, ktorego wierzchotkami jest wtasciwy
podzbidr X, nazywa sig Sciana sympleksu S. W szczegdlnosci, wierzchotki sq Scianami, ale caty sympleks juz nie.

Definicja 13. Zbior sympleksow (Si)ier nazywa sig podzialem symplicjalnym sympleksu S, jesli:

Ustzs,

teT

(Vit1,t2 €T) (t1 #t2) = (S, N S, = T v Sy, N Sy, jest wspdlng sciang Sy, i St,) -

1.3 Twierdzenia o punktach stalych

Twierdzenie 1.3 (Brouwera; o punkcie statym). Jesli S jest sympleksem, a f : S — S jest odwzorowaniem ciqgtym, to f ma
punkt staty.

Uwaga 15. Punkt staty nie musi by¢ wyznaczony jednoznacznie.

Uwaga 16. Twierdzenie to ma wiele dowodow. Jeden z najprostszych mozna znaleZ¢ w ksiqzce: K. Kuratowski, Wstep do teorii
mnogosci i topologii, PWN, 1962.
Opiera sig na twierdzeniach Spernera (kombinatorycznym) oraz Knastera—Kuratowskiego—Mazurkiewicza (teorio-mnogosciowym).

Uwaga 17. Twierdzenie Brouwera pozostaje prawdziwe, jesli zamieniemy w nim sympleks na zbior zwarty i wypukty.

Definicja 14. Mowimy, ze f : X — P(Y) ma wiasnos¢ wykresu domknietego, jesli dla ciqgu ()7~ ,, zbieznego do x* oraz
(yi)7=,, zbieznego do y*, spetnienie warunku: (¥ i € N) y; € f(x;), pociaga za sobq, ze y* € f(z*).

Twierdzenie 1.4 (Kakutaniego; o punkcie statym). Niech S bedzie sympleksem k-wymiarowym, a f : S — P(S) bedzie
miat wlasnosé wykresu domknigtego oraz spetnia warunek: (¥ s € S), f(s) jest zwarty i wypukty. Istnieje wiedy x* € S, Ze
z* € f(x®).

Dowdéd. Niech S™) = {St(n)}teTn bedzie ciagiem (indeksowanym n € N) podziatéw symplicjalnych wyjsciowego sym-
pleksu S, ze
Op 1= sup{diam(St(n)) cteT,} =50t .

Zdefiniujmy funkcje pomocnicze f(™) : S — S nastepujaco (dla kazdego n € N z osobna):

1. Dla kazdego = € S, ktdry jest wierzchotkiem ktérego$ z symplekséw z St("), kladziemy f(")(z) = s, gdzie s jest
dowolnie wybrane ze zbioru f(x).

2. Jedli x lezy doktadnie w jednym St(”), to istnieje doktadnie jeden zestaw wag (/\z(-”’t))f:0 € [0,1]%*1, ze wybrany z € S
(n,t)

jest kombinacja wypukla wierzchotkéw (z;"""")%_, (sympleksu St(n)) z tymi wagami. Wtedy ktadziemy

k
F@) = ZAMO 0 (af0) M
=0

3. Jesli x lezy na wspdlnych Scianach symplekséw, to funkcje rowniez definiujemy wzorem (1) dla dowolnie wybranego
sympleksu Sg"), ktéry zawiera te Sciang, gdyz wagi wierzchotkéw niestowarzyszonych ze wspdlng Sciana réznych
symplekséw beda zawsze rowne 0. Zatem taka definicja jest w ten sposéb jednoznaczna (zwraca zawsze tg sama wartos¢
liczbowa).

Kazde z odwzorowan f(™) : § — S jest liniowe na kazdym z St("), wigc z definicji podziatu symplicjalnego, bedzie to
odwzorowanie ciagte. Wobec tego, z tw. Brouwera, kazde z odwzorowari f(™) : S — S ma swéj punkt staty, tj. istnieja dla
kazdego n € N, elementy 2*» € S, ze f(™)(z*) = z*. Zauwazmy, ze wtedy, dla kazdego n € N, istnieje t,, € T}, ze punkty
k
)& o, G. W postaci: x*» = 3 AFrx¥". Bedziemy
i=0
rozwazaé dalej ciagi: (23"),, (AF"), 1 (f0) (2F)), (gdzie i € [0 : k]). Ze zwartoéci S i [0, 1] otrzymujemy, ze ciagi te maja
podciagi zbiezne. Skoro jest ich skoficzona ilo$¢, to mozemy bez utraty ogdélnosci zatozyé, ze te ciagi sa zbiezne (precyzyjniej,
nalezatoby zbudowaé podciagi podciagdéw podciagéw itd. i pracowac tylko na takich mocno okrojonych ciagach; oczywiscie

*p
K3

state mozemy wyrazi¢ jako kombinacje wypukte wierzchotkéw t,,: (z



wtedy wystarczy je przeindeksowac tak, zeby odpowiadaty kolejnym liczbom naturalnym). Zauwazmy, ze dla kazdego n € N,

z zalozeii dla ciagu podziatéw symplicjalnych, mamy d(x}", z*") < 6, — 0. Wobec tego, dla wszystkich i € [0 : k],

ciagi (x¥"), oraz (*n), zbiegaja do tej samej granicy z*, gdy n — 0. Niech ponadto dla i € [0 : k], \¥» "2 \*

oraz f (")(xf") s &¥. Naturalnie, korzystajac z wlasnosci punktu statego, mozemy przedstawi¢ interesujace nas punkty
k

state jako nastgpujace kombinacje wypukle: z*» = f(")(x*») = Y \*» f()(z%"). Dla wszystkichi € [0 : k]in € N, z
i=0

definicji f(™), mamy f(™ (zf") € f(x}"), gdyz 2" sa wierzchotkami symplekséw z podziatéw S(™). Co wigcej, x¥" — z*
i f)(2¥) — ¢, wige korzystajac z domknigtosci wykresu, mamy dla wszystkich i € [0 : k], &* € f(z*). Z twierdzenia o

k
arytmetyce granic, z* = Y A\F¢F, ale f(z*) jest zbiorem wypuktym, wigc jest zamkniety na kombinacje wypukie. Wobec
i=0
tego takze x* € f(z*). O O
Uwaga 18. Powyisze tw. pozostaje prawdziwe, gdy zamienimy w sformutowaniu sympleks S na zbior zwarty i wypukty.

Uwaga 19. Twierdzenia o punktach statych bedq uzywane w dalszych czesciach wyktadu.



2 Wyklad 2

2.1 Krétka historia teorii

Teoria gier ,,wykietkowata” z teoretycznych rozwazai w szeroko rozumianej ekonomii (np. rozwazania Vilfredo Pareta z
przetomu XIX i XX w.w.
John von Neumann, wraz z Oscarem Morgensternem stworzyli podwaliny teorii gier (m.in. twierdzenie min-max-owe). W
latach ‘50 napisali ksiazke pt. ,,Theory of Games and Economic Behavior”, ktéra byla swego rodzaju podrecznikiem teorii
gier, teorii wyplat i mikroekonomii. Koncept algorytmicznej teorii gier pojawit si¢ mniej wiecej w latach ‘50.
7 lat po ,,The Theory of Games and Economic Behavior”, pojawita si¢ praca Johna Nasha Jra, ktéra rzucita nowe Swiatlo na
te dziedzing. Wprowadzit do niej tzw. pojecie rownowagi Nasha. Liczne zastosowania tej pracy w inzynierii finansowej, w
konsekwencji daty w 1994r. Nashowi nagrode Nobla z ekonomii.
Jest to jeden z wielu Noblistéw, zastuzonych w tej teorii.

Postaramy si¢ poruszy¢ gtéwne watki Teorii Gier, przede wszystkim pod katem zastosowan algorytmicznych, ale tez w
innych dziedzinach.

2.2 Gry strategiczne

Do zdefiniowania gry w klasycznym ujgciu potrzeba kilku elementéw: graczy, ich wiedzy (informacji), akcji podejmowanych
przez tych graczy na podstawie swojej wiedzy oraz wyptat, ktére sa wynikiem akcji podjetych przez graczy. Niektore, bardziej
ztozone gry, wymagaja pewnych dodatkowych elementéw.

Najprostsza, klasyczna wersja gry przeznaczona jest dla skoficzonej liczby graczy, ktérzy podejmuja jednoczesnie po 1
akcji:
Definicja 15 (Gra w postaci normalnej). * Niech P = {p1,p2,...,pn} bedzie zbiorem n graczy.

* Kazdy z graczy p;, i € [n] := {1,2,...,n}, ma swdj zwarty zbior strategii (czystych) S;.

o W kazdej realizacji gry, kazdy z graczy p; wybiera swojq strategi¢ s; € S;, tworzqc w ten sposob wektor strategii

s =1(81,82,...,8,). Wobec tego, okreslamy S = X S; jako zbiér mozliwych profili strategii (wektordw strategii).
i=1

* Kazdy profil strategii s € S jednoznacznie wyznacza wektor wypltat (ang. payoff/utilities) u(s) = (u1(s), uz2(s), ..., un(s))
(u: S — V", gdzie V jest p. lin.), czyli zyskow (bad? strat w przypadku ujemnych wartosci) poszczegolnych graczy
(gdzie p; zyskuje u;(s)). Kazda z u; jest nazywana funkcjq wyplat dla gracza p;.

Tréjke uporzadkowang (P, S, u) nazywamy grq w postaci normalnej (strategicznej).

Definicja 16 (Gra skoriczona). Jesli |S| < Ro, to mowimy, Ze gra jest skoriczona.
Uwaga 20. Zazwyczaj przyjmuje sig, Ze V = R, czyli img(u;) € R.

Uwaga 21. Czasem uzywa sig terminow wektora i funkcji kosztu w kontekscie —u. W statystycznej teorii gier mowi Sig o
wektorze oraz funkcji strat (ang. loss function).

Definicja 17. Jesli dla kazdego gracza p; € P, u; zalezy tylko od s;, to mowimy, Ze strategie czyste sq niezaleine od profilow
Strategii.

Uwaga 22. W kontekscie gier planszowych, w takiej sytuacji mowi sig o braku interakcji miedzy graczami.
Uwaga 23. Gracze mogq mie¢ wptyw na wyptaty innych graczy.
Uwaga 24. Gre na mniej niz 2 graczy (1. | P| < 2) bedziemy nazywali trywialna,

Definicja 18 (Preferencyjne porzadki graczy dla profili strategii). Dla kazdego gracza p;, definiujemy preferencyjny porzadek
>,€ S, ktory jest liniowym porzadkiem (1j. jest stabo-antysymetryczny, przechodni, zwrotny i liniowy) i okresla, zaleznosci
miedzy mozliwymi profilami strategii z punktu widzenia kazdego z graczy, tj.

(s 25 8) = ui(s) = u(s') .
Jesli s =; s', to mowimy, Ze p; preferuje s nad s'.

Uwaga 25. Jesli u;(s) = u;(s"), dla s # §', to =, nie jest wyznaczony jednoznacznie (istniejq rézne poprawne preferencyjne
porzqdki).
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Rysunek 1: Zysk Matgosi i Jasia ups\u s, przedstawiony w postaci macierzowe;.

Przyklad 3 (Jas i Matgosia). Jas i Matgosia sq w chatce z piernika i majq dowolnq liczbe paczek cukierkow, po 50 sztuk
kazda. Kazdy cukierek, ktory zjedzq bez zwymiotowania, dziata na nich pozytywnie. W przeciwnym razie czas wymiotowania
Jjest zalezna od liczby 7jedzonych cukierkow. Strategie czyste dzieci to liczby 7jedzonych paczek cukierkow.

Strategie czyste Jasia i Matgosi sq niezaleine, wigc tatwo wybra¢ ,,najlepsze” strategie czyste dla obojga z nich.

Uwaga 26. Na Rys. 3 przedstawiono aranzacje w reprezentacji (dwu-)macierzowej gry 2-osobowej w postaci normalnej.

Przyklad 4 (Duza gra kolektywna). Populacja Rebeliostanu to |P| = 40 000 000. Kazdy Rebelion moze si¢ zbuntowac albo
nie, tj. (¥ p; € P) S; = {Revolt, Peace}. Jesli Rebelion sig zbuntuje w grupie co najmniej miliona rebeliantow, to bunt sig
uda, a w przeciwnym razie wyciggane sq wobec niego konsekwencje, co mozna opisac poniiszym wzorem:

1 |{pj:s; = Revolt}| >1000000 A s; = Revolt,
{p; : s; = Revolt}| < 1000000 A s; = Revolt,

0 s; =Peace.

Uwaga 27. W grach kolektywnych zazwyczaj mamy do czynienia z duzq liczbq graczy o takich samych zbiorach strategii i
zgeneralizowanych wyptatach (np. symetrycznych, jak w powyzszym przyktadzie, albo antysymetrycznych ze wzgledu na czes¢
graczy).

2.3 Dominacje, rownowaga Nasha, optimum Pareta

Definicja 19. Niech P = [n]. Dla profilu strategii s € S, okreslamy s_; = (51,52, ...,8i—1,.,Si+1,- - -, Sn), jako dopelnia-
jacy profil strategii do i-tego gracza, czyli profil strategii s, z pominigciem strategii czystej i-tego gracza. Bedziemy wtedy
zapisywaé skrétowo s = {(s;, s_;y. Zbidr wszystkich dopetiajqcych profili strategii do i-tego gracza oznaczamy przez S—_;.

Definicja 20 (Dominacje, czysta rtéwnowaga Nasha i optimum Pareta). Niech P = [n].
Mowimy, Ze strategia czysta s:

* stabo dominuje s/, jesli
(V s—i € Si) ui({s)y 5—)) = ui({sy 5-4)) -

* SciSle dominuje s, jesli
(V s—i € S_) wi({syy 5-i)) > ui({s}, 5-0)) -

¢ jest najlepsza odpowiedzia na s_; (lub strategia najlepsza dla i), jesli
(V55 € 83) wi({s}, 5-49) = wi(si, 5-4)) -

Mowimy, Ze profil strategii s* = (s¥,s5,...

,s¥) e S:
e jest strategia (stabo) dominujaca (/ub rozwiazaniem (stabo) dominujacym), jesli:
(Vie[n])(VseS) u({sf,s_i)) = ui(s) .

* jest strategia Scisle dominujaca (/ub rozwiazaniem (Scisle) dominujacym), jesli:

(Vie[n)(VseS, s #sf)ui({sf,s—i)) >ui(s).



* jest rownowaga Nasha w strategiach czystych (ang. Pure Nash Equilibrium; PNE), jesli (¥ i € [n]) (s} jest najlepsza
odpowiedzig na s* ;) .

¢ jest optimum w sensie Pareta, jesli

(Vs e S\{s*}) {[(3j € [n]) uj(s) <uj(s™)] v [u(s) =u(s")]}.
Zbior wszystkich optimum w sensie Pareta jest nazywanych czesto frontem Pareta.

Uwaga 28. Jesli strategia czysta s} dominuje s}, to zmiana strategii czystej z sf na s, nie poprawi wyplaty gracza i (w
przypadku scistej dominacji, nawet pogorszy).

Uwaga 29. Jesli strategia czysta gracza i jest najlepszq odpowiedziq na s_;, to zmiana strategii nie zwigkszy wypltaty tego
gracza, jesli reszta graczy zagra dopetniajqcy profil strategii s_;.

Uwaga 30. Profil strategii jest dominujqcy, jesli odpowiadajqce strategie kazdego z graczy sq najlepszymi odpowiedziami na
kazdy dopetniajacy profil strategii.

Uwaga 31. Czysta rownowaga Nasha oznacza, Ze Zadnemu z graczy nie oplaca sig zmieniac strategii, bo na tym nie zyska, a
by¢é moze jeszcze inny gracz straci.

Uwaga 32. Optimum Pareta oznacza, Ze jakakolwiek zmiana profilu strategii nie jest w stanie zwigkszy¢ wyptaty Zadnego z
graczy bez obnizenia co najmniej jednej z wyplat innych graczy.

Przyklad 5 (Wojna pici (ang. Battle of sexes)). Para umowita si¢ na sobotnie wydarzenie na lodowisku, ale oboje nie byli
poczatkowo swiadomi o tym, Ze o tej samej godzinie sq dwa rozne wydarzenia w dwoch roznych miejscach. Nie cheq jednak sig
dopytywad, zeby nie wyszto na jaw, ze mogli myslec o réznych wydarzeniach. Dlatego kazde z nich wybiera jedno ,,w ciemno”.
Oczywiscie kobieta woli ogladac¢ mecz Hokeja, a meZczyzna — Rewig na lodzie. Ale oboje chcq spedzic¢ dzien razem. PoniZej
przedstawiono macierz wyplat:

M H R
SK

H

—2 )

R -2 2

Rysunek 2: Posta¢ macierzowa przyktadu gry Battle of sexes

Najlepszq odpowiedziq na Syy = R jest S = R (i vice versa), a najlepszq odpowiedziq na S = H jest strategia czysta
Sy = H(ivice versa). W tej grze nie ma strategii czystych dominujgcych, ani profili strategii dominujgcych. (R, R) i (H, H)
sq dwoma profilami strategii, ktore sq jednoczesnie rownowagami Nasha, jak i tworzq front Pareta.

Przyklad 6. Kazdy z 2 trenerow wystawia jednego z 3 Pokémonow. Jesli wystawiq tego samego, to oba przegrywajq jedno-
czeSnie. W przeciwnym razie wygrywa dominujqcy nad drugim.

1. Bulbasaur — trawa, 4. Charmander — ogien, 7. Squirtle — woda,
. 52 B C S
B -1 N -1 : 1 2
C 1 = -1 N -1 :
S -1 : 1 N -1 N

Rysunek 3: Macierz wygranych treneréw Pokémon

Uwaga 33. W tej grze nie ma czystych réownowag Nasha, ale istnieje 6 optimow Pareta!


https://bulbapedia.bulbagarden.net/wiki/Bulbasaur_(Pok%C3%A9mon)
https://bulbapedia.bulbagarden.net/wiki/Charmander_(Pok%C3%A9mon)
https://bulbapedia.bulbagarden.net/wiki/Squirtle_(Pok%C3%A9mon)

Fakt 5 (Zadanie). Dla kazdego gracza w grze strategicznej, staba dominacja w sensie strategii czystych jest relacjq prapo-
rzadku (zwrotna i przechodnia), ale nie jest czesciowym porzadkiem (brak stabej antysymetrii).

Przy pomocy praporzqdku mozina wprowadzi¢ relacje rownowaznosci i czesciowy porzqdek na klasach abstrakcji strategii
czystych wzgledem tej relacji rownowaznosci.

Definicja 21. Bedziemy pisali s; 3; ., jesli s; stabo dominuje s, i odpowiednio [s;] =; [s;], gdzie =; jest wspomnianym
czesciowym porzqdkiem na klasach abstrakcji.

Fakt 6. Profil s € S jest rozwiqzaniem Scistym wtedy i tylko wtedy, (¥ p; € P) [s;] jest =;-najmniejszy (s; (Scisle) dominuje
wszystkie inne (1j. o nieidentycznych wyptatach) strategie tego gracza).

Uwaga 34. Podobny fakt nie zachodzi dla stabych rozwiqzan. W szczegolnosci Zadne z s; moze nie by¢ =;-najmniejsze.
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3 Wyklad 3

3.1 Eliminacja Strategii Zdominowanych

Fakt 7. Jesli s € S jest rozwiqzaniem stabym, to dla kazdego gracza i € [n], s; jest najlepszq odpowiedzig na kazdy mozliwy
profil strategii innych graczy s'_,. W szczegdlnosci jest rownowagq Nasha dla strategii czystych.
Innymi stowy: Kazde stabe rozwiqzanie jest rownowagq Nasha.

Fakt 8. Kazda gra skoriczona w postaci normalnej ma co najmniej jedno Optimum Pareta.

Uwaga 35. Jesli rozwazny gracz i posiada strategie s;, s, € S; takie, Ze s, 24 s;, to powinien rozwazad jedynie zbior S;\{s;},
bo s; nie bedzie zawarte ani w rownowadze Nasha, ani rozwiqzaniu Scistym, ani w optimum Pareta.

Fakt 9 (Algorytm Eliminacji Strategii Czystych Zdominowanych (AESCZ)). Jesli istniejq strategie czyste Scisle zdomino-
wane, usuwaj je, dopoki sie da (w arbitralnej kolejnosci). W wyniku takiego algorytmu otrzymamy uproszczonq gre. Jesli
wyjsciowa gra posiadata Sciste rozwiqzanie s*, to algorytm wyeliminuje wszystkie profile strategii poza s*. Algorytm ten
Jednak moze usunqé wszystkie Optima Pareta.

Dowdd. Jesli s € S jest $cisle dominujace, to wszystkie [s;] = {s;} sa >;-najmniejsze. O

Fakt 10 (Staba wersja AESCZ). Zastosuj AESCZ. Nastepnie, jesli dla uproszczonej gry istniejq strategie czyste stabo zdo-
minowane, usuwaj je, dopoki sig da (w arbitralnej kolejnosci). Jesli wyjsciowa gra zawiera strategie stabo dominujqce, to w
wyniku stabej wersji AESCZ, pozostanie co najmniej jedna z nich.

Przyktad 7 (Mecz pitki noznej vs Romantyczny film).
Rozwazimy gre, w ktorej Kobieta i Mezczyzna wybierajq co robiq wieczorem: ogladajq Mecz pitki noznej albo Romantyczny
film. PoniZsza macierz przedstawia wyptaty dla tej gry.

M M R
SK

M

R 1 —2

Mozna usunqé¢ s = R, a potem sy = M, otrzymujqc strategie (M, R) albo najpierw sy = M, a potem sk = R,
otrzymujqc te samq strategie (M, R). Jest to rozwiqzanie Sciste, wobec czego, tez jest PNE.

Przyklad 8.

52
S1

Y

W tej grze nie ma strategii czystych scisle dominujqcych. Mozna usunqé najpierw sy = C, réwnowazng (w sensie Js)
z 8o = B, otrzymujqc gre, w ktorej mozna albo usunqc¢ rownowazne (w sensie 21) s1 = X albo s1 = Y, co prowadzi
odpowiednio do profilow strategii (Y, A) albo (X, B). Jesli najpierw usuniemy s1 = Y, to potem mozna usungé ss = A,
doprowadzajqc do dwdch opcji: (X, B) i (X, C). Wobec tego usuwanie stabo dominujqcych rozwiqzan moze prowadzi¢ do
roznych uproszczonych gier.
Zauwaimy, ze X 31 Y, B 3y C' i C' 3y B okreslajq wyjsciowe praporzadki, lecz usunigcie strategii czystej C, bad? Y,
modyfikuje praporzqdki drugiego z graczy, dajac mozliwosci roznych czesciowych porzadkow, a co za tym idzie, roZnych
rozwiqzan.
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Przyklad 9 (Paradoks wig¢Znia (The prisoner’s dilemma)).

WigZniowie mogq albo Milcze¢ albo ,,Sypac”. Wspdlnie ztamali prawo.

Niech ¢ > a > d > b. Zazwyczaj zaktada sig, ze b = 0.

W tej grze jedyna réwnowaga Nasha (S, S) jest rézna od wszystkich optimumdéw Pareta (tj. (M, M), (M, S) i (S, M))!

52 M S
S1

c d

Rysunek 4: Funkcje wyptat uy\us.

3.2 Koordynacja w grach

Definicja 22. Gra koordynacyjna fo gra (ttumna), w ktorej kazdy gracz ma identyczny zbior strategii czystych oraz wyptata
gracza p € P jest niemalejqcq funkcjq ze wzgledu na rosnqcq liczbe graczy, ktora wybierze te samq strategie czystq.

W grze antykoordynacyjnej mamy, dla odmiany, do czynienia z nierosnqcymi funkcjami.

W grze dyskoordynacyjnej dla dwéch osob, jeden z graczy dazy do koordynacji, a drugi do antykoordynacji strategii czystych.

Uwaga 36. Nie myli¢ gry koordynacyjnej z grq kooperacyjng!

Przyklad 10. (Matching pennies 1)
Gracze wygrywajq, jesli wybiorq te samq strong monety. Jest to gra koordynacyjna.
52

(0] R
S1

o

-1 1

R -1 1

Rysunek 5: Funkcje wyplat uy\us.

Uwaga 37. Przyktadem takiej gry koordynacyjnej jest tez Battle of sexes z poprz. wyktadu.

Przyktad 11. (Matching pennies 2)
Gracz 1. wygrywa, jesli oboje majq te samq strong monety, a drugi — w przeciwnym przypadku. Jest to gra dyskoordynacyjna.

52
S1

0)

R

Rysunek 6: Funkcje wyptat uy\us.

Uwaga 38. Przyktadem gry antykoordynacyjnej moze by¢ przypadek pojedynku dwdch trenerow Pokémon, z poprz. wyktadu.
Tam, funkcja wyptaty nie jest scisle malejqca!

Przyklad 12. (Matching pennies 3)
Gracze wygrywajq, jesli majq rozne strony monet i przegrywajq w przeciwnym przypadku. Jest to gra antykoordynacyjna.



52
S1

o

R

Rysunek 7: Funkcje wyptat ug\us.

4 Wyklad 4

4.1 Gry o sumie stalej

Definicja 23 (Gra o sumie zerowej, gra o sumie statej). Jesli gra G spetnia warunek:

(Vses) > uls)=0 (ZuEO) ,

i€[n]
to takq gre nazywamy gra o sumie zerowej. Jesli K jest ciatem skalaréw nad V, to gra G, ktora spetnia warunek:

(FceK)(Vsel) Z ui(s) =c,

i€[n]
nazywamy gra o sumie stalej.
Uwaga 39. Kazda gra o sumie zerowej jest grq o sumie statej.

Definicja 24. Dane sq dwie gry G = ([n],S,u), H = ([n],S’,u’) w postaci normalnej. Niech ¢ : [n] — [n] oraz dla

kazdego p € [n], ¥p : Sp — S/w () bedaq bijekcjami. Zdefiniujmy 1 : S — S’ nastgpujqco:

Y((si)iz1) = (o111 (5o-1157))j=1 -

Niech Po(G,p) i Po(H,p) oznaczajq zbiory wszystkich moZliwych preferencyjnych porzadkoéw dla p-tego gracza, zgodnych
odpowiednio zuw G i uw' w H. Jesli ismiejq bijekcje &, : Po(G,p) — Po(H, p(p)), dla p € [n] takie, Ze:

(Vpe[n))(Y =Pe Po(G,p)) [s* (7 s] & [(s*)&(ZD)0(s)]
to mowimy, ze G i H sq rownowazne.

Uwaga 40. Rownowaznos¢ gier jest relacjq rownowaznosci.
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52 A B 52 X Y 52 Y X
S1 S1 S1
1 2 0 ) ) 0
G X 0 ) H: A ) 0 I A 0 )
0 1 2 1 1 2
Y 1 1 B ) 1 B 1 )
52 N 3 52 R |
S1 S1
1 2 1 2
J 0 ) X K: o) ) 5
3 A 3 1
Ry 0 Ry 0

Rysunek 8: Funkcje wyptat uq\us w grach G, H, I, J oraz K.

Przyklad 13 (Ciag réwnowaznych gier). Mamy preferencyjne porzqdki:
(4, X) /5? (4,Y) /51) (B,Y) >§I” (B, X)

(X,B) 25" (v, B )>éj>(X,A>>éJ><Y7A)

(0,7) =" (0,8) =" (R, %) ={” (R, )

(R,3) =" (RN 287 (0,2) 287 (0,)

Gry Gi J sq rownowazne ale nie G i K.

Uwaga 41. Intuicyjnie: Gry sq rownowazne, jesli mozna dopasowac graczy i ich strategie tak, Zeby po przeskalowaniu wyptat
otrzymac te same gry.

Inaczej: Gry sq rownowazne, jesli istniejq takie bijekcje graczy i ich strategii, Zeby wszystkie mozliwe preferencyjne porzaqdki
w jednej grze, zachowywaly porzadek w drugiej grze, po przejsci przez bijekcje.

Twierdzenie 4.1 (von Neumann, Morgenstern, 1944; zadanie). KaZda gra o sumie niezerowej na n graczy jest rownowazna
z grq o sumie zerowej dlan + 1 graczy.

Uwaga 42. Nalezy dodac odpowiednio 1 gracza do gry n-osobowej.

Fakt 11. W grze o sumie statej, kazda strategia jest Pareto-optymalna.

4.2 Gry minimaxowe, punkty siodlowe, punkty bezpieczenstwa

Definicja 25. Rozwazimy gre dwuosobowq o sumie statej ¢, w ktérej S1,So sq zwartymi podzbiorami RF (dla pewnego

k € N). Wartoscia dolna gry v nazywamy sup 1nf u1(s1, s2). Wartoscia gorna gry © nazywamy inf sup wui(s1, s2).
51651 $26852 52€852 s1€51

Jesli v = v, to moéwimy, Ze gra ma warto$¢ v. Profil strategii, kiory realizuje wartos¢ gry, nazywamy punktem siodlowym.
Profil strategii (s1, s2) taki, Ze s1 realizuje wartos¢ dolng, a ss-wartosé gorng gry, nazywamy strategia minimaksowa (mak-
siminowa).

Uwaga 43. W grach wieloosobowych o sumie statej c, mozna zdefiniowacé wartos¢ dolnq dla gracza i jako
n

v; 1= sup 1n€f u; ({84, 5_i)). Mozna zdefiniowac punkt siodtowy w takiej grze, jesli Y. v; = c.
s,€8,; 5—i€Si i=1
Przyklad 14 (Dumokraci vs Rekonsideranie). Politycy dwdch partii debatujq na temat bardzo waznej kwestii (cho¢ nikt nie
pamieta jakiej).
P - Poparcie waznej sprawy, O - Opozycyjne nastawienie wobec sprawy, N - Neutralne nastawienie.
Zarowno wartos¢ dolna, jak i gorna wynoszq 30.
Profil strategii (N, O) jest strategiq minimaksowq, czyli punktem siodtowym. Jest tez réwniez jedyng rownowagq Nasha.

Przyklad 15 (Settlers). Kartagiriczycy planujq napad 2 oddziatami na Rzymian, ktorzy muszq rozlokowaé 3 swoje oddziaty
do 2 ufortyfikowari: w okolicy Pizy oraz w okolicy Syrakuz. Strategie opisujemy przez wektory liczby oddziatow odpowiednio
w potnocnej Italii i na Sycylii. Prawdopodobieristwo sukcesu ataku na danq czes¢ Cesarstwa Rzymskiego to proporcja liczby
odzdziatow atakujgcych do wszystkich obecnych oddziatow, jesli bronigcy nie majq przewagi liczebnej albo 0, jesli majq.
Wyptata to oczekiwana liczba przejetych/ obronionych ufortyfikowar.

Wartosé dolna gry 10 0.5, a gérna to 2. Strategie minimaksowe to ((1,1),(1,2)) i ((1,1),(2,1)). Gra ta nie ma czystych
rownowag Nasha.



SR P (0] N min
Sp
40 80 30
P 60 20 70 20
20 75 25
0 80 25 75 25
65 70 60
N 35 30 40 30
max 80 30 70 30

Rysunek 9: Poparcie dla partii w % w zaleznosci od wybranego zdania w bardzo waznej kwestii.

6o @1 (12) 03) | min
SK
2 1.5 2 1
3
@01y 0.5 2 0
1 1.5 1.5 1
Dy 0.5 0.5 0-5
1 2 1.5 2
3
©.2) 1 % 0.5 0
)
2 2 3
max 1 3 3 1 0.5 3
Rysunek 10: Oczekiwana liczba posiadanych fortéw po ataku.
Twierdzenie 4.2 (von Neumann, 1928). Dla gry dwuosobowej o sumie stalej:
1. v<,
2. Jesli gra ma rownowage Nasha, to v = v i kazdy punkt siodlowy jest rownowagq Nasha.
Dowdéd. Zauwazmy, ze
v= sup inf wui(sy,s2) = inf sup < inf w (s, 52)) < inf sup wui(s1,y) =10,
$1€51 52E8o y€ESs s1€S1 52€852 y€eS> s1€S1

co dowodzi 1.

Niech (s¥, s5) bedzie rtéwnowaga Nasha. Z definicji, dla dowolnych s; € S1 1 52 € Sa,

ul(STaSQ) = ul(s’f,sg) = U1(3175>2k) .

Wobec tego

v = sup inf uy(z,y) =
zeS; YES2

inf u;
y€S2

(s7,y) = ua(st, s5) = sup uy(z,s5) = inf sup u(x,y) =v.
YE€S2 ge5,

TEST

Zatem nieréwnosci sg réwnosciami, czyli strategie minimaksowe sa réwnowagami Nasha.

Definicja 26. Profile strategii, ktdre majq wartos¢ uy z przedziatu [v, U], nazywajq sig strategiami bezpieczenstwa.

Uwaga 44. Zaprezentowanq technike pochodzqcq od J. von Neumanna, mozna tqczy¢ z algorytmem usuwania strategii zdo-
minowanych.

Przyklad 16. Rozwazimy gre dwuosobowq o sumie zerowej z uy(x,y) = —x% +y? = —ua(z,y), gdzie S = Sy = [-5, 5].



5 -5
inf uy(x,y) = —2% sup ui(z,y) = y% sup inf wy(x,y) = 0 = inf sup uy(x,y). Te wartosci realizowane sq dla
YES2 €S, z€S; YES2 YES2 ze Sy

punktu (0,0), czyli jest on punktem siodtowym, co zbiega sig z terminologiq 7 analizy wielowymiarowej.
Zauwazmy, Ze zachodzi ogdlna wiasnosé: uy(x,0) < u1(0,0) < uqy(0,y) dla dowolnych x, y.
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5 Wyklad 5

5.1 Strategie zrandomizowane, mieszana réwnowaga Nasha
Definicja 27. Niech (P = [n], S, u) bedzie grq skoriczong w postaci normalne;.
Strategia mieszana gracza i nazywamy rozktad prawdopodobieristwa (probability mass function) m; : S; — [0, 1].
n
Strategia mieszana gry nazywamy rozktad produktowy (fqczny) m = [[ m : S — [0, 1]. Wyplatq gracza j jest wtedy
i=1

wartos¢ oczekiwana:

ui(m) = Ee(uy) = >, ) (s s-p))m({ss,5-5)) -

SjESj s,jeS,j
n
Zbior wszystkich rozktadow gracza i (i-tych rozktadow brzegowych) oznaczamy przez [\;, a ich produkt przez A = X A;.
i=1
Uwaga 45. Zarowno A, jak i A mogq by¢ interpretowane jako sympleksy skoriczenie-wymiarowe (wazne jest zatoZenie o
skoriczonosci gry).

Uwaga 46. Jesli nie wskazano inaczej, zaktadamy, ze (7;)?_, sq niezalezne.

Uwaga 47. Przy pewnych zatoZeniach dla rozktadow brzegowych, mozina okresli¢ rownie? strategie mieszane na grach nie-
skoriczonych.

Przyktad 17 (Koncert — battle of sexes). Para umowila sig, Ze spotkajq sig na koncercie rockowym, ale jednoczesnie w mie-
Scie grajq dwa zespoly. Muszq wybra¢ na kitory zespdt idq. Mogq zastosowaé dwie strategie mieszane mx = (p,1 — p) oraz
v = (g,1—q).

q (I-9)

M Yes ELO
sK

p Yes

(I-p)  ELO

—2 2

Wowezas ui () = 5pg +p(1 —q) —2q(1 —p) +2(1 —p)(1 —q) =2 —p —4q + 8pq
oraz ug(mw) = 2pg + p(1 — q) —2q(1 —p) +5(1 —p)(1 —q) =5 — 4p — Tq + 8pg.

Potrzebne jest nieco ogdlniejsze pojecie rOwnowagi:
Definicja 28 (Mieszana réwnowaga Nasha). (Mieszana) rownowaga Nasha (MNE) nazywamy rozktad tqczny 7* taki, Ze
(V 1€ [TL])(V T € Az) Ui(’/T*) > ui(<7ri, ﬂ-i1>) .

Uwaga 48. Definicja MNE jest zgodna z definicjq PNE. Wystarczy zamienic zbidr dostepnych strategii S w definicji PNE na A
(tam nie zaktadalismy skoriczonosci gry). W szczegdlnosci oznacza to, Ze mieszana strategia gracza 1, bedqca w rownowadze
Nasha jest najlepszq odpowiedzig w A.

Innymi stowy: MNE dla gry skoriczonej jest PNE dla pewnej innej, podobnej gry.

Uwaga 49. Analogicznie mozna zmieniac inne definicje, zamieniajqc S na A.

Przyklad 17 (Koncerty; c.d.). Szukamy mieszanych réwnowag Nasha. Zauwazmy, Ze ui(m) = 2 — 4q + p(8¢ — 1) oraz
ug(m) =5 — 4p + q(8p — 7). Wobec tego, mamy po 3 opcje najlepszych odpowiedzi:

0 jesliqg< %,
p=11 Jjesliqg> %,
7 jesliq = .
0 jeslip <z,

gq=11 jeslip>

00|~ 00|~1 0|~

—~

jeslip =
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e versa. Jesli wobec tego p ¢ {0,1}, to q = %, czyli

1)) oraz ((1,0),(1,0)), a takze 3 mieszane réwnowagi
)). W pierwszych dwdch wypadkach wyptaty mamy

Jesli p 0, to g = 0, i vice versa. Jeslip = 1, toq = 1, i
p= 0trzymu]emy dwie czyste réownowagi Nasha (PNE): ((0,1),
Nasha (MNE), czyli dwie poprzednie i dodatkowo: m = ((%, %),
uwzglednione w tabeli. W ostatnim, ui(w) = 1,5 = uQ(ﬂ)

(
(5

0,
1
8"

OO\ﬂ

Twierdzenie 5.1. Kazda czysta réwnowaga Nasha s* € S jest mieszang réwnowagq Nasha.
Dowdd. Niech 7; € A;. Wtedy
wi({mi,s* ) = ) wil(si, s* D)misi) < > wi((sf,s* )milsi) = wi(s*)
S;ES; S;ES;

co koriczy dowdd. O

Definicja 29. Nosnikiem rozkladu tacznego strategii mieszanej m nazywamy zbior Supp(n) = {s € S : w(s) > 0}.
Nosnikiem rozkladu strategii mieszanej gracza m; nazywamy zbiér Supp(m;) = {s; € S; : mi(s;) > 0}.

Przyklad 17. W koncertowym przyktadzie mielismy 3 rdzne nosniki dla rownowag Nasha: {(Yes, Yes)}, {(ELO, ELO)} dia
réwnowag czystych oraz {(Yes, Yes), (Yes, ELO), (ELO, Yes), (ELO, ELO)} dla ostatniej.

Twierdzenie 5.2 (Rownos¢ wyptat). Niech 7% € A bedzie MNE. Wtedy (V s; € Supp(w;))) wi({(si, 7%,)) = u;(7*).

Dowdd. Jesli |Supp(7)| = 1, to twierdzenie jest trywialne. Niech zatem bedzie wigksze i niech s, € Supp(w}) bedzie
strategia czysta, ze ul(<sZ 7* ) > u;(7*) oraz taka, ze maksymalizuje t¢ wyptate w Supp(7}*). Wtedy

wi(m) = Y willsnmE)min(si) < ui((shwE ) (s7) + > ui((sh, w2 ) (si) = wi({(s5, 725)) -
siGSupp(Trl*) Sz'eSUPP(T";k)\{SIi}
Zatem 7* musiatoby nie by¢ MNE — sprzecznosc. O

Uwaga 50. Przypadek w;({s};,m*,)) < u;(m) wystepuje tylko wtedy, gdy pojawi si¢ tez s;, ktdre spetnia tg nieréwnosé w
drugaq strong.

Uwaga 51. Skoro zmiana decyzji gracza ze stanu MNE, nie zmienia jego wyptaty, to dlaczego ma jq grac¢? Gdyby co najmniej
dwaj gracze zmienili swoje decyzje, wyptaty mogtyby ulec pogorszeniu.
5.2 Twierdzenie Nasha

Twierdzenie 5.3 (Nash). RozwaimyT' = (P = [n], S, u) bedzie grq w postaci normalnej. Niech kazdy ze zbioréw strategii
graczy S; bedzie zwartym i wypuktym podzbiorem R¥. Dla kazdego i € [n)], niech u; bedzie ciagta oraz
(V s—; €. 5_;) s; = u;(s4, S_i)) — bedzie funkcjq wklestq. Wtedy T posiada co najmniej jedng mieszang rownowage Nasha.

Dowdd. Dla kazdego i € [n] oraz s_; € S_;, okreSlamy M;(s_;) = {s; € Si : w;({Ss,5-ip) = sup w;({x,s_;))} —
2€5;

zbidr najlepszych odpowiedzi gracza ¢ na strategi¢ s_;. Rozwazmy teraz funkcje ' : S — >< P(S;), zadana nastgpujaco:
i=1

F(s >< M;(s_;). Co oznaczaby, ze F' ma punkt staly? — wtedy s* € F(s*), czyli s¥ jest najlepsza odpowiedzig na s* ,
Y. p y y yli s; ] jlep p i

czyli Jesh F ma punkt staty, to jest rdwnowaga Nasha.
Pokazemy, ze tak faktycznie jest:

1. Produkt zbioréw zwartych i wypuktych w topologii produktowe;j jest zwarty (tw. Tichonowa) i wypukty, wiec S tez jest
taki.

2. Funkcje u; sa ciagle i okreslone na zbiorze zwartym, wigc z tw. Weierstrassa, osiagaja swoje kresy, wobec czego M;
jest zawsze niepusty.

3. w; (., s24)) jest wklesta, wiec, jesli z;, x} € M;(s_;), to
(V ae[0,1]) au;({xi, s—iy) + (1 — a)u; ({xh, s—i)) < ui(Cax; + (1 — )zl s-)) ,

ale z definicji M; ta nieréwno$¢ moze by¢ spelniona jedynie kiedy jest tam réwnosé. Oznacza to, ze M;(s_;) jest
zbiorem wypuktym. Wobec tego, (V s € S) F(s) jest zbiorem wypuktym.
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4. M; osiaga dla zadanego parametru tylko 1 supremum. Jego singleton jest zbiorem domknigtym. Skoro w; jest ciagta,
to przeciwobraz tego singletonu przez t¢ funkcje to zbidr domknigty, w zbiorze zwartym S;, czyli jest to podzbidr
domkniety i ograniczony, a zatem M;(s_;) jest zawsze zwarty, a stad F'(s), jako produkt, réwniez.

joo

5. Ustalmy na moment ¢ € [n]. Pokazemy teraz domknigtos¢ wykresu M;. Niech S; x S_; 3 (z;,y;) — (=¥,
oraz, ze x; € M;(y—;), czyli (V s; € S;) wi({ss,y;)) < ui({xj,y;)). u; jest ciagta, wiec (V s; € S;) wi({sq,y™)
wi ({x*, y*)), czyli a* € M;(y*).

*y*)
)

<

Spetnione sg zatem zatozenia tw. Kakutaniego, czyli ' ma réwnowagg Nasha. O

Uwaga 52. Zauwazimy, Ze od zbiorow strategii graczy wymagalismy tylko zwartosci i wypuktosci.
W szczegdlnosci, na éwiczeniach pokazalismy, ze A; w strategiach mieszanych sq sympleksami (czyli zbiorami zwartymi,
wypuktymi). Wobec tego kazda gra skoviczona posiada MNE.

Uwaga 53. Dowdd pokazuje jak (w naturalny sposob) szukac¢ rownowag Nasha. Czyste rownowagi Nasha dla skoriczo-
nych rodzin strategii bedq istniaty, gdy ciqg adaptowanych strategii ustalanych przy pomocy najlepszych odpowiedzi, bedzie
zbiezny.

Uwaga 54. Schemat rozumowania w tym dowodzie pojawia sig w wielu rozumowaniach w teorii gier.

Przyklad 18 (Graf najlepszych odpowiedzi vs iteracja algorytmu z dowodu).

Aby stworzy¢ graf najlepszych odpowiedzi, rysujemy dla kazdego gracza strzatki porownujqce strategie czyste, przy zatoZeniu
odpowiedzi wszystkich innych graczy, od gorszej wyptaty, do lepszej. Przyktadowo, gdy gracz 2. zagra A,, graczowi pierw-
szemu oplaca sig zagra¢ Y nad X i Z, czyli rysujemy strzatki od (X,A) i (Z,A) w kierunku (Y,A). Robimy tak dla wszystkich
mozliwych odpowiedzi i kazdego gracza z osobna.

52 A B C
S1

] 0 1
X 1 2 5

2 3 1
Y 0 3 2

5 2 6
Z _ 4 6

Z kolei, w dowodzie zaktadalismy, Ze wszyscy gracze odpowiadajq najlepiej na aktualny stan. Tzn. kazdy z graczy porusza
sig o jeden krok zgodnie ze strzatkq z grafu najlepszych odpowiedzi, tworzqc w ten sposob 1 krok algorytmu. W powyzszym
przyktadzie, algorytm zawsze zatrzyma sig na (Z, Z), otrzymujqc w ten sposéb rownowage Nasha.

Uwaga 55. W ogdélnosci, algorytm moze si¢ w niektorych przypadkach zapetlic.

Przyklad 19 (Natarczywy Adorator). Ponownie rozwazamy gre o sumie zerowej. Z tw. o rownosci wyptat, roowazamy odpo-
wiednie rozktady brzegowe, parametryzowane p i q, odpowiednio dla 1. i 2. gracza.

Als| G
SK
S 1] 1 ] p
G 1| -1 | 1p
q | lq

Otrzymujemy MNE ((%, %), (%, %)) Mozna narysowaé graf najlepszych odpowiedzi. Mozna przedstawié to jako lewostronny
cykl w powyzszej tabeli. Oznacza to, Ze ta gra nie ma PNE.

5.3 Metoda Williamsa

Przyklad 20 (R6wnos¢ wyptat vs Metoda Williamsa 1). Rozwazimy dwuosobowq gre o sumie zerowej. Wtedy wystarczy, ze
rozwazamy wyplaty 1. gracza.
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20 AB|C|D| min
S1
X 1131215 1
Y 21413 2
max 4 (31415 9 3

Mozna zauwazyé, ze strategie C i D sq zdominowane (A 2y C oraz B 3o D). Wobec tego sprawdzamy warunek ug ({71, A)) =
us({m, BY) = —p—4(1 —p) = =3p —2(1 —p), czylip = 1 — p = L. Analogicznie uy ((X,m2)) = w1 (Y, m2)), daje
q+3(1—q) =4q+2(1 —q), coyliq = 7.
MNE jestm = ((3,3),(%,2,0,0)). us () = 2,5.

Metoda Williamsa: rozwiqzanie graficzne.

1. Przedstaw strategie 2. gracza jako punkty w przestrzeni X x Y odpowiedzi gracza 1.
2. Znajd? otoczke wypuktq tych punktow.

3. Poprowad? prostq X =Y. Znajd? punkt 7 otoczki wypuktej, przecietej 7 tq prostq, ktory minimalizuje wyptate pierw-
szego gracza.

Przyklad 21 (Metoda Williamsa 2). Kolejna gra o sumie zerowej

*RllA|B|C|D|E| min
SK
X 0]0[3] 12 0
Y 03[0 1|1 0
Z 3[0]0]25]2 0
max | 3|3|325(2], 25

Z Metody Williamsa wychodzi, ze % (A + B + C) jest rozwiqzaniem dla drugiego gracza. Analogicznie wychodzi %(X +
Y + Z) dla pierwszego.

Uwaga 56. Tym razem punkty rysujemy w przestrzeni X x 'Y X Z, a otoczke kroimy zprostq X =Y = Z.
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6 Wyklad 6

6.1 Roéwnowagi skorelowane

Definicja 30. Réwnowaga skorelowana (albo strategia skorelowana) nazywamy strategie mieszang ©* (niekoniecznie o
niezaleznych wspotrzednych (tj. rozktadach brzegowych)), zaproponowanq przez zaufanq wyrocznie, ktora spetnia warunek:

(Vie[n])(Vs;eSH))(VmelA) Z (ui(s) —w;i({mi, $—i)))Plo = s|lo; = s8;] =0,

S_;€ES_; (ﬂ'* )
gdzie o oznacza realizacje zmiennej losowej o rozktadzie m*.
Uwaga 57. Roznica powyiszych wyplat jest warunkowq wartosciq oczekiwang.

Uwaga 58. Aby strategia skorelowana dziatata, musi istniec¢ zaufana wyrocznia (instytucja), ktora zgodnie z jawnq strategiq
skorelowanq przekaze graczom jakie strategie powinni zagrac.
Jesli gracze ufajq wyroczni, to powinni wybrac¢ zaproponowane strategie, bo wybor innej spowoduje, ze Srednio moga stracic.

Twierdzenie 6.1. Kazda réownowaga Nasha jest rownowagq skorelowang.
Uwaga 59. Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzenia o rownosci wyplat.
Uwaga 60. Szukanie rownowag Nasha jest trudne, a rownowag skorelowanych jest nawet wigcej.

Przyklad 22 (Gra w cykora).

52 C W

S1

1 10
1 -10
-10 -100
10 -100

w

Réwnowagi Nasha: (W,C), (C,W), (12, L), (39, L)). Wagi poszczegdlnych profilow strategii: (p, q,r, s) (odpowiednio dla

1 )
prOﬁléW ((Oa C)a (Ca W)v (W7 0)7 (Wa W)))’ prg+r+s= 1.
Nierownosci rownowag skorelowanych:

* gdy 1. gracz ma zagra¢ cykora: (1 — 10)p + (=10 — (—100))q = 0,
=

* gdy 1. gracz ma zagrac wariata (10 — 1)r + (—100 — (—10))s > 0,

e symetrycznie dla drugiego gracza.

Zatem 10g 2 p, 10r =2 p, ;g =s=1—-p—q—rifs=>s=1—-p—q—r.
Szukajqc optimum moZemy np. szukaé maksimum sumy wyptat, czyli 2p + 0q + Or — 200s. Weedy s =0, cpylip+q+1r = 1.
Wtedy dwie pierwsze nieréwnosci ograniczajq nam p przez % co daje rozktad (%7 1—12, %7 0).

Dopuszczalne profile strategii sq w [0,1]%, ale sq réwnoczesnie sympleksem 3-wymiarowym, wiec mozna je zanurzyé w
przestrzeni tréjwymiarowej, tworzqc wykres jedynie po zmiennych (p,q,r) (bo s = 1 —p — q — r). Okazuje sig, Ze w tym
przypadku kaida strategia skorelowana jest kombinacjq wypuktq 4 powyzej podanych strategii skorelowanych. Wobec tego
wieloscian rownowag skorelowanych wyglada nastepujaco:
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p 08 &\K‘;\_\_\_{\ /
v
0‘8 0-0

Potencjalnych naroznikow wieloScianu jest (i) = 70, ale mozna mysleé, Ze 8 nierownosci wystepuje parami, jako ograniczenia
na dany wymiar, bo niektore nierownosci wynikajq z innych jak: 10q = p i p > 0 implikujq q = 0. Jesli patrze¢ na to w ten
sposob, otrzymamy 4 nierownosci, czyli czes¢ wspolng 4 pothiper-plaszczyzn zanurzonych w 3 wymiarach, co ogranicza
moZzliwos¢ do co przy zanurzeniu sympleksu w 3 wymiarach da nam w rezultacie wieloscian o maksymalnie 5 wierzchotkach.

Uwaga 61. Warunek rownowagi skorelowanej wyznacza ciqg nierownosci liniowych. Gdy maksymalizujemy sume wyptat,
mamy do czynienia z problemem programowania liniowego.

Twierdzenie 6.2. W grach dwuosobowych, réownowagi Nasha sq wierzchotkami wieloScianow wyznaczonych przez nierow-
nosci dla rownowag skorelowanych.
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7 Wyklad 6

7.1 Szukanie ré6wnowag Nasha w grach dwumacierzowych

Uwaga 62. Jak dziatat algorytm szukania rownowag Nasha?

1. Wykresl strategie (Scisle) zdominowane.
2. Heurystycznie nalezy wyznaczy¢ nosnik rownowag Nasha, rozwiqzujqc uktady réwnarn, opartych o tw. o rownosci wyptat
3. Sprawd?, czy dajq one réwnowage Nasha.

Uwaga 63. Przypusémy, ze dla gry dwuosobowej o sumie stalej istnieje wartos¢ gry v. Wtedy gracz 2. chce zminimalizowad
v przy zatoZeniach:
(V S1 € Sl) Z ’U,l(Sl, SQ)’/TQ(SQ) <wv

$2€Ss
oraz Y, ma(s2) =1, (V s2 € Sa) ma(s2) = 0. Jest to oczywiscie problem programowania liniowego. Jest to alternatywna

$2€Ss
opcja szukania rownowag dla gier minimaksowych.

Rozwazmy teraz gry dwumacierzowe zadane przez macierze A = [a;;] (dla gracza 1.) i B = [b;;] (dla gracza 2.).
Zaktadamy, ze A, B € M, xn, tzn. gracze maja odpowiednio m i n strategii czystych. Oczywiscie oznacza to,
zeu(s1 = 1,82 = j) = (a;j, b;j). Niech ponadto m = (1, m2) bedzie mieszang réwnowaga Nasha (o niezaleznych rozktadach
brzegowych). Niech u(w) = (v1, v2). Z definicji rtéwnowagi Nasha wynika, ze

oraz

Z tw. o réwnosci wyplat wynika, ze

Zn: ) =wv; dlaie Supp(m)
Q54T
TN <oy dlai ¢ Supp(m)

oraz

U = dlajeS
S by () vy dlaj € Sy(ma)
bt Swy  dlaj¢ Sy(m)

Dla uniwersalnosci, sprébujmy to unormowa¢ przez podstawienie x = 7t i Y= ”f . Zmieni to powyzsze uktady tak, zeby
po prawych stronach byly zawsze 1. Ponadto zauwazmy, ze

’l} m n
i+ ——+—— (aij + bij)z:y; -
Z * Z Yi V102 vwz ; Z:: aij + big )iy
Twierdzenie 7.1 (Lemke—Howson). Niech z = (x4++y)" € M(imin)x1> Iman = (1,1,...,1)T € M40y 0raz niech

0 A . - . . . . .
C = [ 0], gdzie wartosci macierzy A oraz B sq dodatnie. Wtedy dowolne niezerowe rozwiqzanie z* problemu:

BT
z=0 (2)
1yin—Cz20 3)
2T (Lpgmn — C2) =0 )
x
wyznaczam™ = | -, ny , ktore jest rownowagq Nasha w grze dwumacierzowej z wyptatami zadanymi przez macierze

2T XY
=1 j=1

A Bivice versa, kazda rownowaga Nasha jest rozwiqzaniem tego problemu.
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Uwaga 64. Jesli macierz C ma ujemne wpisy, naleZy dodac¢ do wyptat z macierzy A i B tg samq statq, aby uniknqc tego
problemu.

Dowdd. Niech 7 bedzie rownowaga Nasha dla gry o macierzach wyptat A i B. Wtedy

m n

m n m n
Zmll—Za”y] +Zy11—2wa] =Zmi+2yj ZZ (aij + bij)zy; -
i=1 = =1 Jj=1

i=1j=1

Ponadto m
1-— Z bwl’i = 0 5

i=1

n
1-— Z aijyi = 0.

j=1

Poniewaz 7 jest rozktadem prawdopodobieristwa, ostatni warunek problemu tez jest spetniony.

W druga strong, zatézmy niewprost, ze (z++y)” jest niezerowym rozwiazaniem problemu, a 7 nie jest rtéwnowaga Nasha.
Zauwazmy, zeby w poprzednim uktadzie nieréwnosci nie byto réwnosci, podczas gdy wczesniejsza réwnosc jest spetniona,
rozwiazanie musi by¢ zerowe (tu wykorzystujemy nieujemnosc elementéw z C'). Wobec tego

i =1 daxz;>0
Yy
LYY <1 dlaz; =0
oraz
L =1 dlay; >0
Z b”.’I}Z Yi
= <1 day; =0
co jest rtownowazne z wczesniej wyprowadzonymi uktadami réwnar i nieréwnos$ci. Wobec tego 7 jest rownowaga Nasha. [

Uwaga 65. Problem z tego twierdzenia nazywa sig problemem komplementarnosci liniowej (LCP), gdzie 3. warunek jest
warunkiem komplementarnosci liniowej.

Uwaga 66. Jesli w dwoch pierwszych warunkach problemu zachodzi m + n rownosci, to jesteSmy w wierzchotku pewnego
wieloScianu wypuktego zadanego przez te nierownosci. Trzeci warunek sprawia, ze w rozwiqzaniu zachodzi tyle rownosci, a
ponadto musi byc to czegs¢é wspolna l sposréd 21 Scian (intuicyjnie: dla kaZdego wymiaru, 1 z 2 ograniczen). Zawsze jednym z
rozwiqzan jest rozwiqzanie zerowe.

Definicja 31 (Algorytm Lemkego—Howsona).

1. Niech z bedzie rozwiazaniem zerowym, kladziemy D|r = —C|17,
K =1

man (niech D = [d;;]) oraz ustawiamy liczbe krokéw

2. Wybieramy dowolng kolumne jr macierzy D i szukamy d;,, = mind;;,.
1

3. Podmieniamy elementy macierzy D tak, Zeby

L 1
* d'LK]K - dinK’
diK-7 . .
*dij < —g, 5o 8dy ] # K,
) __Tik
* Tin diKJ'K’

d;j . .
hd din «— T ”_< y gdyl # 1K,

TKIK

o i1y — 2 gdyi # ik
"KIK

4. Jesli j1 = ix, to koriczymy algorytm.

5. Wprzeciwnym razie K «— K + 1, wstawiamy jx = 151, szukamy d;,. = mind,;, i wracamy do kroku 3.
K3
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Gdy w K tym kroku otrzymalismy ix i jx, to oznacza, Ze w rozwiqzaniu z;,. = r;,, gdzie wartos¢ ta jest brana z koricowego
wektora r.

Przyklad 23. Z wyktadu P. Wigcka, ze ss. 12-13.
Uwaga 67. Algorytm L—H ma w najgorszym przypadku ztozonos¢ wyktadniczq, ale zazwyczaj dziata znacznie szybciej.

Uwaga 68. Nie ma gwarancji, ze kazdq rownowage Nasha mozna znalez¢ przy pomocy algorytmu L—H. W szczegdlnosci nie
ma gwarancji, Ze mozna otrzymac jakgkolwiek mieszang rownowage, ktora nie jest czysta.
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8 Wyklad 7

8.1 Gry w postaci ekstensywnej (rozwinietej)

Definicja 32 (Gra w postaci ekstensywnej (pozycyjnej) (EFG)).
Krotke T = (P, T,H, A, p, u) nazywamy gra w postaci ekstensywnej, jesli:

1. P to skoriczony zbior graczy. Bedziemy pisali P = [0 : n] := {0} U [n], gdzie 0 bedzie ,,natura”, a [n] bedzie zbiorem
zwyktych graczy.

2. T=(V =(D,L),r e V,pre: V\{r} — D) jest skoriczonym drzewem ukorzenionym o wierzchotkach V i korzeniu r.
Zbior wierzchotkow V. = DU L jest podzielony na zbior lisci L i zbior wierzchotkéw decyzyjnych D (dla nietrywialnych
gier v € D). Wierzchotki 7 V reprezentujq stany gry. W szczegdlnosci, wierzchotki 7 L oznaczajq stany Koncowe gry,
a D reprezentuje stany, w ktorych gracze podejmujq decyzje (tzw. stany decyzyjne).

Ponadto krawedzie zadane sq poprzez funkcje pre : V\{r} — D, ktéra danemu wierzchotkowi przypisuje poprzednika
(ojca) w drzewie. Dodatkowo definiujemy funkcje succ : D — P(V\{r}), ktéra danemu wierzchotkowi przypisuje zbior
nastepnikow (synow) w drzewie.

Dla kazdego | € L istnieje najmniejsze k € N, ze pre*(l) = r. Wtedy path(l) := {pre’(l) : i € [0 : k]} jest Scietkq
stanow decyzyjnych graczy prowadzacych do zakorczenia gry l.

3. H = (H,),ep jest partycja informacyjna, zadanq tak, Ze roztqczna suma | JH jest partycjq zbioru D (wobec tego,
kazdy wierzchotek z D odpowiada doktadnie jednemu graczowi), gdzie kaide z H, jest partycja zbioréw informacji
gracza p, tj. zaktadamy, ze Y pe P) (Y H,H' eH,) H# H - Hn H' = (.

Wymagamy, aby Zaden zbior informacji H nie kroit sig¢ wigcej, niz 1 raz z dowolnq sciezkq, tj.

(VHeUH) (VieL)|H npath()] < 1.

H indukuje funkcje Py : D — P, ktora stanowi v przypisuje gracza, ktory w stanie v podejmuje decyzje.

4. A = (A(H)) e yu jest rodzing zbioréw dostepnych akcji w kaidym wierzchotku w zbiorze informacji.
Co wigcej, A indukuje funkcje Ay : D — A, ktéra dlav € H € | JH, zwraca Ay (v) = A(H), co oznacza, Ze Ay (v)
jest zbiorem dostepnych akcji w stanie v € H. Wobec tego, zasadne jest, Zeby kazdy zbior H € | JH interpretowaé
Jjako pewnq klasq abstrakcji, co oznacza, Ze gracz p nie jest w stanie rozpoznac, w ktorym wierzchotku v € H € H, sig
znajduje w momencie podejmowania decyzji.
Ponadto mozna w podobny sposéb wydefiniowaé funkcje a : V\{r} — | JA, ktéra wierzchotkowi vprzypisuje akcje,
ktéra podjeta w pre(v), prowadzi do stanu v.

5. p = (pu)men, jest wektorem rozktadow prawdopodobieristwa py € [0, 114 losowych akcji ,,natury”.
6. u = (up)pe[n] jest wektorem profili wyplat zwyktych graczy w stanach koricowych gry L, t.j. (¥ p € [n]) up : L — R.

Uwaga 69. Jesli nie byto powiedziane inaczej, to zaktadamy, Ze zbiory akcji zawierajq tylko deterministyczne akcje. Ogolnie
mogq zawierac pewne strategie mieszane.

Uwaga 70. Czes¢ z graczy moze znac wyniki losowan ,,natury” post factum (zostaje to ujete rowniez przy pomocy zbiorow
informacyjnych gracza.

Uwaga 71. Kazdq gre EFG mozZna traktowac jako gre o sumie zerowej, gdzie ug = — Y, Up.
pe[n]

Uwaga 72. Potencjalnie moze istnie¢ H,, ktory jest pusty. Wtedy gracz p nie ma wptywu na przebieg gry.

Przyklad 24 (Gra w 3 zapalki). Mamy stosik z 4 zapatkami i dwoch graczy. Kazdy z graczy zabiera od 1 do 3 zapatek ze
stosiku. Wygrywa ten, ktory zabierze ostatniq zapatke. [drzewo]

Definicja 33. Jesli Hy = & i (V p e P\{0})(Y H € H,)) |H| = 1, to méwimy, Ze jest to gra o pelnej informacji (PIEFG).
W przeciwnym razie — o niepelnej informacji (IIEFG).

Uwaga 73. Gre w 3 zapatki mozna uwazac zarowno jako PIEFG (jesli rozdzielimy zbiory informacyjne), jak i IIEFG.

Przyklad 25 (Gra z monetami). Natura losuje strong monety. Gracz 1. probuje zgadnqc¢ wynik losowania. Jesli zgadt, to
otrzymuje 1, a jesli przegra, to traci 1.
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Definicja 34. Przez S, = X A(H) okreslamy zbidr strategii zachowania gracza p. Méwimy, Ze strategia zachowania gra-
HeH,

cza p jest czysta, jesli wszystkie akcje gracza p w tej strategii sq deterministyczne. W przeciwnym razie méwimy o mieszanej
strategii zachowania.
Co wigcej, S := X Sy jest zbiorem (profili) strategii w grze I'.

peP
Uwaga 74. Gdy (VY p € P) s, € S, sq strategiami czystymi, to gra I' przyjmuje postac strategiczng (by¢ moze o niepetnej
macierzy wyptat). Gdy kazdy poziom drzewa tworzy osobny zbior informacyjny jednego z graczy, to gra ma petng macierz
wyplat (jak w klasycznym przypadku gry strategicznej).

Uwaga 75. Wszystkie dotychczasowe pojecia jak np. rownowagi Nasha, najlepsze odpowiedzi, optima Pareta, czy gry o sumie
statej, definiujemy w ten sam sposéb jak wczesniej.

9 Wyklad 8

9.1 Podgry w postaci ekstensywnej; Réwnowaga doskonata

Przyklad 26. , Natura” rzuca symetryczng monetq (zarowno orzet, jak i reszka, wypadajq z pr. % ). Pierwszy gracz zgaduje
co wypadto. Potem drugi gracz zgaduje, czy pierwszy gracz zgadt. Zgadnigcie daje wyptate 1., a niezgadnigcie — —1.

Kazda strategia czysta jest rownowagq Nasha. Takze kaZda strategia mieszana. Jesli moneta nie jest symetryczna, to sprawa
sig nieco zmienia.

Definicja 35 (Podgra w postaci ekstensywnej).

NiechT = (P, T,H, A, p,u) bedzie EFG.

Na V wprowadzamy najmniejszq relacje czesciowego porzadku <, ktéra rozszerza {(v,pre(v)) : v € V\{r}} (standardowy
porzqdek na drzewach ukorzenionych). Rozwaimy teraz H € | JH takie, ze H = {w} dla pewnego w € V. Zdefiniujmy
Vi ={veV:v=<w} Podgral’ gryT, o korzeniu w, nazywamy gre T obcigtq do drzewa o wierzchotkach V,,.

Uwaga 76. Zbiory D, L kroimy z V,,, a H, z P(V,,). Reszta definicji jest wyprowadzana dla tych obcigé. M.in. zbidr graczy
mozna ograniczy¢ do Py [V, ].

Uwaga 77. Podobna konstrukcja dla w, ktory nalezy do wigkszego zbioru informacji, jest niezdefiniowana.

Przyklad 27 (Arbitralne drzewko gry z petna informacja).

Definicja 36. Strategia postepowania gracza p nazywamy produkt || w A(H) niezaleznych rozktadéw na zbiorach akcji
gracza p. Produkt takich strategii dla wszystkich graczy nazywamy strftee]}é’ia. postepowania w grze.

Twierdzenie 9.1 (Kuhn). W PIEFG, strategie postegpowania sq rownowazne ze strategiami mieszanymi.

Uwaga 78. Stad wynika, Ze definicia EFG dla zrandomizowanych zbioréw akcji jest takze poprawna, tzn. niekoniecznie
obchodzi nas jakiego typu sq akcje graczy.

Whiosek z poprzedniego tw. to
Twierdzenie 9.2 (Kuhn). Kazda PIEFG ma MNE.
Twierdzenie 9.3 (Kuhn). Kazda PIEFG ma PNE.

Dowdd. Szkic — wykonujemy indukcje wsteczng ze wzgledu na rozmiar drzewa ,,0d dotu”. Dla |D| = 1, gracz ma najlepsza
odpowiedz.

Przypusémy teraz, ze wszystkie podgry o korzeniach ze zbioru succ(r) maja PNE. Wtedy Py () musi wybraé jedna ze swoich
akcji z Ay (r). Ale biorac pod uwage, ze w strategie wszystkich graczy w podgrach sa zgodne z PNE (bo nie optaca im sie od
niej odstegpowad, to Py (r) ma najlepsza odpowiedZ wybrang poprzez najlepsza dla niego warto$é oczekiwana wyptat. O

Przyklad 28 (c.d.).

Definicja 37 (Réwnowaga doskonata (Subgame Perfect Equilibrium; SPE)). Réwnowaga doskonala nazywamy taki profil
strategii, Ze w kazdej podgrze jest on réwnowagq (mieszanq) Nasha.

Przyklad 29 (Przyktad EFG z niepeing informacja; w postaci strategicznej; metoda wyznaczania SPE).

27



10 Wyklad 9

10.1 Aukcje

Definicja 38 (Aukcja). Aukcja nazywamy gre (domysinie w postaci strategicznej), gdzie kazdy z graczy p sktada (w ta-
Jjemnicy) pewnq oferte wy, za jakies dobro, ktore wedtug nich warte jest v,. Na podstawie strategii graczy (ofert) i wartosci
licytowanego przedmiotu, podawane sq wypltaty u oraz zwyciezcy aukcji (ktorzy dostajq dobro). Z reguty jest jeden zwycigzca,
ale niekoniecznie musi mie¢ on najwigkszq wyptate. Z punktu widzenia teorii gier, zwycigzcy nie sq istotni.

Przyklad 30 (Prymitywna aukcja). Rozwazimy aukcje, w ktorej zwyciezcq zostaje gracz, ktory zalicytowat najwyzej, ale dobro
dostaje za darmo. Wobec tego

odli W, — ‘
uy = vp Jjesli wp = maxw;
0  w przeciwnym przypadku .

Aukcja ta jest nierozsqdna, bo kazdemu optaca sig licytowac jak najwyzej. Wobec tego ta gra nie ma Zadnej rownowagi.

Przyklad 31 (Aukcja pierwszej ceny). Zwycigzcq zostaje gracz, ktory wylicytowat najwyzej, i tyle tez ptaci. Wobec tego,

vp — Wy , jesli w, = maxw;
Uy = P
P

0 w przeciwnym przypadku .

Powiedzmy, Ze gracz p-ty uznat przedmiot za najbardziej wartosciowy. Przypusémy, Ze druga najwigksza wartos¢ to v, =
vp — 1. Zauwazmy, Ze graczowi p nie optaca sig licytowac v, — 2, bo wtedy wygra gracz p/, jesli zalicytuje v,y. Z drugiej
strony, mogtby licytowac v, —0.99 i wygrac licytacje z zyskiem 0.99. Ale nie wie, zZe druga najwigksza wartos¢ wynosi v, — 1.
Zaktadajqc, Ze poza wyplatq, istotne w drugiej kolejnosci jest zwycigstwo, to za rozwiqzanie mozna uznac zagranie przez
wszystkich graczy wy = vy,

Przyklad 32 (Aukcja Vickreya (aukcja drugiej kwoty)). Dla kazdego gracza i, przedmiot (np. grafika Banksy’ego) wysta-
wiany na aukcji ma warto$¢ v;. Kazdy z graczy licytuje w; = v; (w sposob niejawny, np. w kopertach). Wygrywa gracz z

maksymalnym w; (w przypadku remisu, losujemy zwycigzce). Gracz wygrywajacy i ptaci v* = jgl)fi%} vj, czyli wyptata jest

zadana wzorami: u;(s) = v; — v*, jesli strategia s prowadzi do wygranej gracza i, a u;(s) = 0, gdy s oznacza, zZe aukcje
wygrat inny gracz.

Twierdzenie 10.1 (Vickrey). Zagranie w, = v, w Aukcji Vicreya jest optymalne (jest to rownowaga Nasha).

Dowdd. Przypusémy, ze w, wygrywa. Przypusémy, ze wtedy gracz p ptaci w*, wigc u, = v, — w* > 0. Przypusémy, ze
gracz p zagra w;) i wcigz wygra. Wtedy jego wyplata sie nie zmieni. Jesli by nie wygral, to u, = 0, wigc wyplata sie nie
polepszy.

Przypusémy, ze wy, nie wygrywa, czyli u, = 0. Dopki wy, nie bedzie wigksze od w, = max w, to u, = 0. Gdy jednak

bedzie wigksze, to u, = w;, — wy < 0. O

Uwaga 79. Twierdzenie Vickreya moze byc postrzegane jako przejaw, znanej z ksiqzki Adama Smitha z 1776, idei ,,niewidzial-
nej reki’”.

,» [Kazdy] mysli tylko o swym wlasnym zarobku, a jednak w tym, jak i w wielu innych przypadkach, jakas niewidzialna reka
kieruje nim tak, aby zdazat do celu, ktorego wcale nie zamierzat osiqgnac. Spoteczeristwo zas, ktore wcale w tym nie bierze
udziatu, nie zawsze na tym Zle wychodzi. Majqc na celu swoj wlasny interes, cztowiek czgsto popiera interesy spoteczeristwa
skuteczniej niz wtedy, gdy zamierza stuzy¢ im rzeczywiscie. Nigdy nie zdarzyto mi sig widzie¢, aby wiele dobrego zdziatali
ludzie, ktorzy udawali, i7 handlujq dla dobra spotecznego.”

Adam Smith, Badania nad naturq i przyczynami bogactwa narodow

Definicja 39. Niech V; oznacza zbior mozliwych wartosci licytowanych przedmiotow przez graczai. V = X 'V
i€eP
orazV_; = X V.
JeP\{i}
Mechanizm bezposredniego ujawnienia (ang. direct revelation mechanism) ( f, p) sktada sig z funkcji wyboru spotecznego
(ang. social choice function) f : V. — A, gdzie A to zbior mozliwych rozstrzygnieé, dia ktorych gracze wyznaczajq walu-
acje v;, orazp = (p1,-..,n), gdzie p; - V — R, ktdre sq ptatnoSciami graczy za gre w danej aukcji.

Funkcja dobra spolecznego (ang. social welfare function) nazywamy funkcje F' € R4, okreslong wzorem F(a) = Y. v;(a).
ieP
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Definicja 40. Mdowimy, Ze mechanizm (f,(p1, ..., pn)) jest zgodny z motywacja (ang. incentive compatible), jesli

(Vie P)(YVi)(V Vo) f(viyv-ip) = pilCvi, v-i)) = f({h, v-)) = pi(vg, v-0)) -

Uwaga 80. f({v;,v_;)) moze by¢ postrzegane jako v;(a) dla pewnego a € A.
Intuicja jest taka, ze gracz i woli podac prawdziwg wartos¢ v;, niz fatszywa.

Definicja 41 (Mechanizm Vickreya — Clarke’a — Groovesa). Jest fo mechanizm bezposredniego ujawnienia, gdzie f(v) €

arg max <Z vi(a)> i istniejq funkcje (dla i € P) hy : V_i > R, Ze (Vv € V) pi(v) = hi(v—;) — X v;(f(v))

a€A \;ep YE]
Twierdzenie 10.2 (VCG). Kazdy mechanizm VCG jest zgodny z motywacjaq.

Dowdd. Niecha = f({v;,v—;))ia’ = f({v},v_;)) dla ustalonych i, viv}. u;(v) = Y. pvi(a) — hi(v=;), a u;({v},v_;)) =
vi(a') + >, vi(a’) — hi(v—;). Ale a maksymalizuje dobro wspélne, wiec u;(v) = u;((vj, v—s)). O

Uwaga 81. Prosto by byto przyjac h = 0 w definicji mechanizmu VCG. Oznaczatoby to, Ze ,,natura” wyptaca wszystkim
graczom te samq wartosé, co nie ma wiele sensu.

Definicja 42. Mowimy, ze mechanizm jest indywidualnie racjonalny, jesli
(Vie P)(VveV)ui(v) =v(f(v)) —pi(v) =0.
Mowimy, Ze mechanizm nie ma pozytywnego przeplywu, jesli
(Vie P)pi(v) 20.
Definicja 43 (Reguta Clarke’a (Clark’s pivot rule)). h;(v_;) = max J;i v;(b) nazywamy zaplata Clarke’a. Wredy p;(v) =
r&aj((vi(b) —v;(a)), gdzie a = f(v).

Twierdzenie 10.3 (Clarke). Mechanizm VCG z regulq Clarke’a nie ma pozytywnych przeptywow. Jesli (¥ v; € V;)(V a €
A) vi(a) = 0, 1o jest indywidualnie racjonalny.

Dowdd. Niech a = f(v) maksymalizuje »; v;(a) oraz b € A maksymalizuje ) v;(b). Zauwazmy, ze u;(a) = v;(a) +
icP j#i

> vi(a)— 2 vi(b) = 2 (vi(a)—v;(b)) = 0. Pierwsza czgs¢: Skoro b € A maksymalizuje ) v;(b),to Y, (v;(b)—v;(a)) =

j#i j#i ieP j#i j#i

O

0.
Przyklad 33 (Aukcja Vickreya). A = {i € P : i wygrywa}. Jeslidlav € V, i = f(v) (i wygrywa), to p;(v) = max v;(1),

JeP\{i}
adlaj #1,p;(v) =0.
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7 4 5
11 Wyklad 10

11.1 Algorytm alfa-beta

Twierdzenie 11.1 (Algorytm alfa-beta). Dana jest dwuosobowa EFG o sumie statej.
OkreSlamy minmax(v,lev)= return alfabeta(v,lev,—o0, ), gdzie:

procedure Al fabeta (vieva, 3)
// koniec gry
1 if v € L then
2 | return u(v)
// tura 1. gracza

if Py (v) = 1 then
forall s € succ(v) do

a = max(a, Alfabeta (wlev+l,a, 8))

if o > (3 then

‘ odcinamy gataZ Beta

return «

® 9 & n B W

// tura 2. gracza
9 if Py (v) = 2 then

10 forall s € succ(v) do

11 B = min(B, Alfabeta (w,lev+l,a, 8))
12 if o > 5 then

13 ‘ odcinamy gataZz Alpha

14 return (3

Taki algorytm zwraca wartoS¢ gry dla rownowagi doskonatej w grze o petnej informaciji.

Przyklad 34. Gra o sumie zerowej. Kwadraty oznaczajq maksymalizacje przez 1. gracza, a kétka — minimalizacje przez 2.
gracza. kolorem czarnym oznaczone sq wyptaty 1. gracza w stanach koricowych gry. Kreski oznaczajq Alfa-cigcia (nie ma
tutaj Beta-cigé).

11.2 Gry koalicyjne

Definicja 44 (Gra w postaci koalicyjnej/kooperatywnej). Gra koalicyjna z wyplatami ubocznymi (ang. transferable utili-
ties) to para (P,v), gdzie P to skoriczony zbior graczy, a v : P(P) — R spetnia v(J) = 0 i v(S) zadaje site koalicyjna
(wartos¢ koalicyjna) koalicji S € P, gdzie v(S) ma by¢ rozdystrubuowana migdzy graczy w koalicji S.

Zbior P nazywamy wielka Kkoalicja.
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Uwaga 82. Dopuszcza sig, Ze gracze wymieniajq pieniqdze migdzy sobq tak, aby gracze z koalicji S otrzymali w sumie wyptaty
réwne v(S).

Definicja 45. Mowimy, Ze gra kooperacyjna jest nad-addytywna, gdy
VSTcSP)(SnT=g)—> S +v(T)<v(SuT))).
Gra jest monotoniczna, gdy
(VScTcP)u(S) <o).
Mowimy, Ze gra kooperacyjna jest wypukla, gdy

(VS,T<P) S +v(T)—v(SnT)<v(SuT)).

Uwaga 83. Nad-addytywnosc¢ oznacza optacalnosé tqczenia sig w wigksze koalicje.
Wypuktos¢ oznacza, Ze gracze majq niemniejsze wptywy w wigkszych koalicjach.
Kaida gra wypukta jest grq nad-addytywnaq.

Przyklad 35 (Upadtos¢ spotki). Spdtka byta winna pieniqdze wierzycielom (graczom). Masa upadtosciowa spotki M jest

mniejsza od catkowitego dtugu Y d; (d; to dlug spotki wobec i-tego gracza). Wierzyciele muszq ustalié, ktorzy z nich przej-
ieP
mujq mase upadtosciowq spotki i sptacajq pozostatych wierzycieli. Wobec tego, dla koalicji S, ktora przejmuje mase upadto-

Sciowq, mozemy okresli¢: v1(S) = max {0, M — Z d; y — ile zostanie S po sptaceniu pozostatych wierzycieli. Wtedy kazdy

z graczy i ¢ S otrzymuje d;, ile v1(S) > 0, apewniizgs’c’ d;, gdy v1(S) = 0.

Podobnie, dla S, ktéra pierwsza (bez uwzglednienia innych) realizuje swojq wierzytelnosé, okreslamy vy (S) = min {M , Z d; }
Wredy gracze spoza S, rozdzielajq miedzy sobq M — . d;. e

Gra (P, v1) jest nad-addytywna, a (P, vy) — nie. <

Wobec superaddytywnosci vi, w pierwszej grze optaca im si¢ utworzy¢ wielkq koalicje.

Przyklad 36. Dia gry ({1,2,3},v1) oraz M = 37, d = (15,20, 30), mamy: v({1}) = v({2}) =0, v({3}) =2, v({1,2}) =
7, v({1,3}) =17, v({2,3}) = 22iv({1,2,3}) = 37.

Dla gry ({1,2,3},v2) oraz M = 37, d = (15,20,30), mamy v({1}) = 15, v({2}) = 20, v({3}) = 30, v({1,2}) = 35,
v({1,3}) = 37, v({2,3}) = 37iv({1,2,3}) = 3T.

Fakt 12. Niech (P = [n],S,u) bedzie gra w postaci normalnej. Wtedy (P, v) jest grq w postaci koalicyjnej, gdzie, dla
TcP:
v(T) = max min Z w;({mp, m_7)) . 5)

TFTEA;E TrfTEAfT €T

Uwaga84. Ar = X A, aA_r = X A,
ieT i¢T

Fakt 13. KaZdq gre nad-addytywnq mozna otrzymac z pewnej gry w postaci normalnej za pomocq wzoru (5).

Definicja 46. Niech P = [n]. Wektorem wyptat w grze koalicyjnej, nazywamy x € R™. Jest on

* racjonalny grupowo (alokacja/podzialem), jesli > z; = v(N),
i=1

* racjonalny indywidualnie, jesli (V i € [n]) v({i}) < x4,

* racjonalny koalicyjnie (jest stabilny), gdy (V S < P) v(S) < > x;,
ieS

e imputacja, jesli jest indywidualnie racjonalnq alokacjq.
Fakt 14. Nad-addytywna gra koalicyjna posiada podziat.
Definicja 47. Zbior C(v) stabilnych podziatéw nazywamy rdzeniem gry.

Uwaga 85. Rdzeri gry moze by¢ pusty. Rdzen jest domknigty i wypukty.
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Przyklad 37 (Napad na bank). Do przeniesienia 1 sztaby ztota potrzeba 2 0sob. Do banku z olbrzymiq liczbq sztab ztota
witamuje sig n wlamywaczy (graczy). Majq czas tylko na jedno przejscie.

181
o8 =12, » &dy 2||S]
R gdy _‘(2||S|) .

Przypusémy,ze | P| = ni —(2|n). Rozwazmy dowolny S < P, ze |S| = n—1. Wtedy v(P) = %5t oraz v(S) = 252 < Y ;.

Oznacza to, Ze x; < 0dlai ¢ S. Wobec dowolnosci S, >, x; < 0 < v(P). Dlatego wtedy rdzer jest pusty.
ieP
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12 Wykiad 11

Definicja 48. Mowimy, Ze gracze i,j € P sq zamienni wzgledem v, jesli (V S < P) ((4,5 ¢ S) — (v(S v {i}) =
v(S v {i}))

Gracz i jest nieistotny wzgledem v, gdy (V .S 3 i) v(S) = v(S v {i}).

Mowimy, Ze gracz i ma prawo veta, jesli v(P\{i}) = 0i v[P(P)] < [0, 00).

Jesli v[P(P)] € {0, 1}, to mowimy, ze (N, v) jest grq prosta,

Uwaga 86. Réwnowaznie: gra koalicyjna jest prosta, jesli (¥ S € P) v(S) € {0, 1}.

Fakt 15. Dla gier prostych w postaci koalicyjnej, gra ma niepusty rdzen wtedy i tylko wtedy, gdy ma graczy z prawem veta.
Sktada sie on wtedy z podziatow, gdzie gracze 7 prawem veta dostajq sumaryczng wyptate 1.

Definicja 49. Rozwiazaniem gry (P, v) nazywamy pewien zbior podziatow ¥ (v), zalezny od wyboru v. Jesli rozwiqzanie jest
Jednoelementowe, to V(v) nazywamy wartoscia gry, a V;(v) nazywamy wartosciq i-tego gracza.

Uwaga 87. Czasami rozwiqzanie V jest postrzegane jako multifunkcja argumentu v, okreSlona na pewnym zbiorze dopusz-
czalnych funkcji sit koalicyjnych.
12.1 Wartos¢ Shapleya

Definicja 50 (Shapley value (1951) — Nobel z ekonomii w 2012).
Wartosciq Shapleya nazywamy wartos¢ gry, dla i € P zadanq wzorem:

v = 3 BT s o i - us)
ScP\{i} :

Uwaga 88. Wartos¢ Shapleya gracza © mowi jaki jest Sredni wktad w site koalicyjng tego gracza po wszystkich mozliwych
liniowych porzqdkach dodawania pojedynczych graczy do koalicji.

Przyklad 38. 8 fabryk: L, R, My, My produkujq odpowiednio lewe i prawe Twixy, a ostatnie dwie — opakowania. Rozwazimy
prostq gre. Aby skomponowadé batonik, potrzeba 1 lewego i 1 prawego i opakowanie. Kazda fabryka produkuje tyle samo sztuk
na godzing. Wobec czego, fabryki muszq kooperowac ze sobq tréjkami, zeby mogli sprzedac produkt koricowy. v(S) = 1 tylko
wtedy gdy {L, R, My} € S lub {L, R, My} < S. W przeciwnym razie, wynosi 0. U, (v) = - (2+2+6) -1 = 2 = Ug(v).
War, (v) = Wpy, (v) = 57 -2+ 1 = 15. Fabryki L i R majq prawo veta.

Fakt 16. W grach wypuktych, wartos¢é Shapleya jest w rdzeniu gry.
Fakt 17 (Wtasnosci SV).

* Wydajnosé: WartoS¢ Shapleya jest podziatem.

o Symetria: Dla wszystkich i, j, ktdre sq zamienne wzgledem v, zachodzi U, (v) = ¥;(v).
o Liniowos¢: W;(av + bw) = a¥;(v) + b¥;(w).

* Nieistotny gracz: Jesli i jest nieistotny wzgl. v, to ¥;(v) = 0.

Uwaga 89. Wartos¢ Shapleya, to jedyna wartos¢ gry, ktora spetnia powyzsze 4 wtasnosci. Ponadto spetnia ponizszy warunek:
e Addytywnosé: Gdy v jest nad-addytywna, to U(v) jest indywidualnie racjonalna. Jesli jest pod-addytywna, to U;(v) <
v({i}) dla wszystkich i. Jesli jest addytywna, to zachodzi rownosé.

Uwaga 90 (Predykcja). Zbior pewnych cech, ktorych uzywamy do predykcji moZemy uzna¢ za graczy. Sity koalicji bedq
wskazywaty na jakos¢ predykcji. Wtedy wartoS¢ Shapleya mozna uzyé w kontekscie analizy wariancji ANOVA, czy w machine
learningu (np. LIME) Podobny model mozina wykorzysta¢ w szeregach czasowych do zdefiniowania slidShap (X 2023), gdzie
sity koalicyjne sq wyznaczane sq przy pomocy entropii Shannona, a ktory to stuzy do predykcji przysztych wartoSci ciqgu
wektoréw losowych.

Twierdzenie 12.1 (Bondareva(1963)—Shapley(1967)). Dla gry (P, v) w postaci koalicyjnej, warunek:

(Va:P(P)—[0,1]) <(V i€ P) <<Z a(S) = 1> — <Z a(S)v(S) < v(P))))

S31

Jjest rownowazny z posiadaniem niepustego rdzenia.

Uwaga 91. Z powyiszego mozina wywnioskowac, Ze gra wypukta ma niepusty rdzeri.
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12.2 Indeksy sily

Definicja 51 (Indeksy sity Shapleya-Shubika i Banzhafa). Rozwazmy prostq gre. v(S) = 1 oznacza, Ze mozna uformowaé
koalicje S, ktora moze rzqdzi¢ (wygrywa wybory). Zaktdamy, Ze:

cv(P)=1

c () =0

* v jest funkcjq niemalejqcq.

* Dla S € P, jesliv(S) =1, tov(P\S) = 0.

Indeksem sity Shapleya-Shubika i-tego gracza Sh(i) jest wartos¢ Shapleya i-tego gracza w takiej grze.
Niech S € P. Okreslamy K(S) = {ie€ S : v(S) = 1,v(S\{i}) = 0} — zbidr kluczowych koalicjantéw w koalicji S.
Indeksem Banzhafa gracza i nazywamy proporcje:
(i) = {Sc P:ie K(S)}
Y HScP:je KO}

jep

D1 Sh(i)= > B(i)=1.

ieP i€P

Uwaga 92. W grach prostych:

Uwaga 93. Przyktad z fabrykami moina uznaé za przyktad rownowazny z formowaniem koalicji. Wobec tego wyliczylismy
indeks Shapleya-Shubika juz wczesniej.

Policzymy indeks Banzhafa. Mamy tylko 3 moZzliwe koalicje: LRM,, LRMs i LRM1 Ms. L oraz R sq kluczowe we wszystkich
koalicjach, natomiast My i Mo tylko w dwoch pierwszych (kluczowi gracze sq podkresieni).

Oznacza to, Ze: B(L) = B(R) = 2 = 0.375 oraz B(M;) = B(Ms) = = 0.125.

Widad, ze wartoSci indeksow rozniq sig istotnie.

13 Wyklad 12

13.1 Twierdzenie Arrowa

Uwaga 94 (Paradoks de Condorceta (XVIII w.)). WyobraZmy sobie, Ze mamy 3 kandytatow A, B,C' oraz 3 wyborcow z
preferencjami: A <1 B <1 C, B <9 C <9 Aoraz C <3 A <3 B.

Chceq przegtosowaé najlepszego kandydata wigkszosciq gtosow. Jesli kazdy zagtosuje na najlepszego kandydata podtug swojej
preferencji, to mamy impas. Powiedzmy, zZe 1. wyborca dowiedziat sig, Ze 3. wyborca zagtosuje na kandydata B i przekazat te
informacje 2. wyborcy, jak réwniez to, Ze nie zagtosuje na A. W ten sposéb dogadali sig, Ze obaj zagtosujq na kandydata C'
tak, jak chce gracz pierwszy.

Gracz 2. wybiera ,,mniejsze zto”, bo ktos zasugerowat mu, Ze jest tylko 2 potencjalnych kandydatow.

Przyklad 39 (Kompas polityczny). Przyktad z OmatKo!!!

Definicja 52. Niech L bedzie zbiorem liniowych porzqdkéw na zbiorze wszystkich mozliwych rozstrzygnieé A. Funkcja spo-
lecznej preferencji (w skrécie: FSP) to pewna ustalona funkcja F : L¥ — L.

o Mowimy, 7e FSP jest jednomyslna, jesli dla <€ L, F(<F) =<.
* Mowimy, Ze gracz i € [n] jest dyktatorem, jesli

(V <=(<1,<2,...,<p) € L") F(<) =<; .

o FSP jest niezalezna wzgledem nieistotnych alternatyw (ma wiasnos¢ stabej optymalnoSci Pareta, jesli

(Va,be AV <1,<2,...,<n, <'1,<"2,...,<'n € L)
(<= F(<1,<25...,<p)A <'= F(<'1,<"2, ..., <) A(Vie P)a<; b a<';b) > (a<beoa<'b).

Twierdzenie 13.1 (Arrow). Niech |A| > 2 i FSP bedzie jednomysina i niezalezna wzgledem nieistotnych alternatyw. Wiedy
w grze istnieje dyktator.

Uwaga 95. Istniejq gry bez dyktatora, ktore sq jednomysine albo niezalezne wzgledem nieistotnych alternatyw.
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13.2 Gry na sieciach
Uwaga 96. Przez R, bedziemy oznaczali potprostq [0, 00).

Definicja 53. Gra na sieciach (nieatomowa samolubna gra w routing) zadana jest przez krotke
(G = (Va E),C B — RI_R;_F,P’ TaQ = {(Siatiadi) S T})’ gdzle

1. G jest grafem skierowanym. V symbolizujq punkty, migdzy ktérymi przesytane sq Yadunki (np. routery i dane), a £
symbolizujq drogi, po ktorych przesytane sq tadunki.

2. Dlae € E, c. : Ry — R, jest niemalejqcq i ciagta funkcjq kosztu, ktéra wielkosci tadunku przesytanego przez e
przypisuje czas jego przesytu przez te krawed?.

3. P jest zbiorem graczy. T jest zbiorem typow. Kazdy gracz ma jeden typ. Do jednego typu moZe przynaleiec kilku
graczy.
4. Dla kazdego typu i mamy okreSlone:
e 5, € V —zrodlo
* t; € V — ujscie
e d; > 0 — ilo§¢ przesylanego tadunku z s; do t;.
d; jest sumarycznym tadunkiem wysytanym przez graczy, ktorzy sq typu i.
Uwaga 97. Funkcja kosztu wzgledem tadunku moze by¢ uznawana za funkcje opoinienia wzgledem przecigzenia.

Definicja 54 (Réwnowaga Wardropa). Niech || bedzie zbiorem wszystkich Sciezek (skierowanych) w G (mozna zatozyé, ze
Sciezki sq podzbiorami krawedzi, a nawet, Ze Sciezki nie zawierajq cykli). Dla p € [], to piszemy, ze p ~ (s,t), jesli s jest
Zrodtem p, a t jest jej ujsciem.

Funkcje f : || — R+ nazywamy przeptywem (bqd? rozwiazaniem). Przeptyw nazywamy dopuszczalnym, jesli

(VieT) >, f(p)=d;.
p~(si,ts)

Ponadto, dla zadanego dopuszczalnego przeptywu f, dla kazdej krawedzi e € E, okreslamy f. = Y f(p).
p3e

Dla p € ||, okreslamy koszt Sciezki p jako c,(f) = 3 ce(fe).

eEp
Rozwiqzanie dopuszczalne f nazywamy rownowaga (samolubng) Wardropa w grze, jesli

(vieT) (Ypae]) a~ (st > (F(p) > 0o () < cql))

Uwaga 98. W rownowadze Wardropa wybierane sq jedynie Sciezki, ktore gwarantujq najkrotszy czas przesytu.
Powyzszy warunek przypomina twierdzenie o rownosci wyptat dla rownowagi Nasha w grach w postaci strategicznej. Wobec
tego, Zaden z graczy nie bedzie chciat odstqpic od sciezki o najmniejszym koszcie.

Uwaga 99. W grach nieatomowych na sieciach, naleZy wyobrazac sobie, Ze graczy kaidego typu jest bardzo duzo, przez co
moga zachowywacé sig samolubnie. Rownowaga Wardropa wiqze sie z optymalizacjq Y cep Ce (fe), gdzie p jest Sciezkq wybrang
przez pojedynczego gracza. Taki gracz daZy do wybrania najtariszej dla niego sciezki.

Przyklad 40. Paradoks Braessa (z ¢w.)
Twierdzenie 13.2. Rownowaga Wardropa zawsze istnieje i jest unikalna.

Twierdzenie 13.3. Rozwazmy gre (G, c, P, T, Q). Niech dla wszystkich e € E, g, bedzie rézniczkowalna i wypukia. Niech
G(f) = X ge(fe) bedzie kosztem przeptywu f. Rozwiqzanie f minimalizuje G wtedy i tylko wtedy, gdy
ecE

(YieT)(Vp,q~ (sit:) fp)>0— (2 ge(fe) < Zg;(fe)> :

eEp e€q
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Whiosek 1. Jesli c. jest rozniczkowalna i wypukta, a C(f) = Y ce(fe) jest kosztem przeptywu f, to rozwiqzanie f minima-
ecE
lizuje C wtedy i tylko wtedy, gdy

(VieT)(¥pq~(sit) f(p) >0 (2 colf) <2c;<fe>> .

eEp eEq

Twierdzenie 13.4. Rozwiqzanie dopuszczalne f jest rownowagq Wardropa wtedy i tylko wtedy, gdy minimalizuje funkcje
potencjatu:

Dowdd. Niech p.(x Sce &)dE. Wtedy o(f) = Z el fe) oraz ' (z) = co(x) jest niemalejaca. Wobec tego, ¢, jest
wypukla, czyli z poprz. tw f minimalizuje ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy

(VieT)(¥p,a~ (sit:)) F(p)>0— (2 c.(f.) < Zce(fe)> ,

eEp eeq
czyli f jest rbwnowaga. O

Uwaga 100. Mozna rozwazac inne miary i je optymalizowad, np. maksimum czasow przesytu, czy suma opoinien przesytu
przez wszystkie krawedzie:

o(f) =D celfe) - fo= D) () f(p) .

ecE pe[ ]

Twierdzenie 13.5. Niech c. bedzie rézniczkowalne dla wszystkich e € E oraz xc.(x) bedzie funkcjq wypuklq.
Wtedy f minimalizuje c, jesli

(V i€ T) (v p,q~ (Siﬂfi)) f(p) >0- (2(ce(fe) + fecle(fe)) < Z(Ce(fe) + fecle(fE))) .

Uwaga 101. f minimalizuje c, gdy jest rownowagq Wardropa dla zmienionej funkcji kosztu krawedziowego ¢ () = c.(z) +
/
xc o ().

Definicja 55. Przeptyw dopuszczalny f, ktéry minimalizuje c( f), nazywamy réwnowaga (spoteczna) Wardropa na grafie
(albo przeptywem optymalnym w sensie Wardropa).

Uwaga 102. Optimum Wardropa minimalizuje Sredni koszt przesytu w caltej sieci.
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14 Wyklad 13

Przyklad 41 (Przyktad Pigou). Mamy graf skierowany od s do t, z tadunkiem d, ktory sktada sie z 2 drog: 1. o koszcie
Ce,(x) = aw, gdzie a > 0, a druga — c.,(x) = 1. Mamy dwie moZliwe réwnowagi: f(p) = d-[p = {e1}], jeslia < %, aw

przeciwnym razie:
1 . s
h jeslip = {e1}
f2* (p) = ; 1 ..
— = Jeslip = {ea} .
Rozwaimy teraz zmienionq funkcje kosztu: c¥ (x) = ce, (x) +xce,'(v) = ax+2x-a = 2ax oraz ¢k, (x) = ce, (x) +xce, () =

1+ -0 = 1. Wrakiej grze rownowaga Wardropa fop jest analogiczna, tyle, Ze ze stalq a’ = 2a zamiast a.

c¥(&)d¢ = x, dla obu krawedzi, sq

€

Uwaga 103. Zauwazimy, ze zarowno @, (x) = §ck (§)dE = ax?, jak i @e,(x) =

Oty

0
funkcjami rozniczkowalnymi, niemalejqcymi i wypuktymi.

Uwaga 104. Chcieli bysmy rozwazac jak bardzo moZe roinic sie rownowaga Wardropa wzgledem rozwiqzania optymalnego
w danej grze.

Definicja 56. Cena anarchii nazywamy 1(nax (/%) gdzie f* jest rownowagq Wardropa, a fopt jest optimum w sensie

)T c(fopt)’
Wardropa.

Uwaga 105. Nalezy pamigtal, ze w powyiszym wzorze funkcja c jest zalezna zawsze od pierwotnych funkcji kosztow krawe-
dzi c.!

Przyktad 42 (Pigou, c.d.). c(f{) = dad = ad?, gdya < %, c(f5) = % % + (d ) 1=d wprzeczwnym przypadku oraz
c(fopt) = dad = ad?, gdy a < 21d, a wprzeciwnymprzypadku c(fopt) = ﬁ -a- 2a + (d— i) 1=+ d— = =d— —
Wobec tego cena anarchii to:
d ad? ad2 4
PV A Dadbd— L sk ad® [ T3

Twierdzenie 14.1 (Roughgarden). Gdrnym ograniczeniem na ceng anarchii w dowolnej grze na sieciach, gdzie wszystkie c.
sq rozniczkowalne, a xc.(x) sq wypukte, jest cena anarchii sieci ztoZonej z dwdch krawedzi od s do t, gdzie é., = const, a
Cey = Ce, dla pewnego e z sieci wyjsciowej.

Szkic dowodu. Rozwazmy dowolng gre na G z réwnowaga f. Rozwazmy graf G + G, gdzie G’ jest kopia G, a suma graféw
sumuje krawedzie migdzy odpowiadajacymi wierzchotkami. Innymi stowy, migdzy kazdymi dwoma wierzchotkami, gdzie
byta krawedz e, teraz sa jej dwie kopie. Niech c./ (z) = c.(fe), gdzie €’ jest kopia e. Zauwazmy, ze dla gry na sieci G + G’,
f jest wciaz rtéwnowaga. Teraz ¢ (x) = co(x) + xcc(x) oraz ¢}, (z) = ce(x) + 0 = cc(fe). Jesli f* byloby rozwiazaniem
dopuszczalnym, ktére na kazdej krawedzi e ma przesyt c.(fe), to ma takie przesyly jak réwnowaga Wardropa. Ale taka row-
nowage otrzymaliSmy dla f. Wobec tego f* jest rozwiazaniem optymalnym na G' + G’. Mozna pokazad, ze cena anarchii dla

G + G’ nie spadnie ponizej ceny anarchii dla G, a Ze ta pierwsza jest ograniczona przez max fec&—(fe) Zatem ceng
d,ecE fe Cﬁ(fe )+ fe ree(fe)”

anarchii dla wyjSciowej gry mozna ograniczy¢ przez ceng anarchii dla gry migdzy dwoma wierzchotkami, migdzy ktérymi
jest krawedz maksymalizujaca powyzsze wyrazenie. O

Uwaga 106. Dla gier z liniowymi wyptatami, cena anarchii jest ograniczona przez 3.

Uwaga 107. Istnieje wersja gry na grafach, gdzie kazdy typ utoZsamiany jest z innym graczem. Jest to tak zwana gra atomowa.
Dla tego typu gier znanych jest wigcej faktow.
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