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1 Wstep

Lab.1.  a) Narysuj rozwiqzanie réwnania z>+y> = 1w GeoGebrzelht tps: //www.geogebra.org/graphingl
Oznaczmy te krzywq jako C. Jak powyZszy wzor wiqze z jedynkq trygonometryczng?

b) Jak wygladajq lokalne topologie punktow na krzywej C'?
Cw. 1. To zadanie nawiqzuje do tresci poprz. zadania.

a) Wyznacz 2. punkt przecigcia C z prostq przechodzacq przez (—1,0), o wspdlczynniku kierunkowym t € R.
Oznaczmy ten punkt jako p(t) = (x(t), y(t)). Czym sig rézni obraz C' = p[R] od wyjsciowego wykresu?

b) Wyznacz funkcje p~1(x,y).
c) (%) Ile wynosi ‘fi—f? Oblicz ?; %, zamieniajqc x oraz y na parametr t. Mozesz wspomoc sie Wolframem Alpha
https://www.wolframalpha.com/|
d) (%) Oblicz te samq catke, uzywajqc wspotrzednych biegunowych.
Lab. 2. W tym zadaniu rysujemy krzywe korzystajac z GeoGebry.

a) Jak wyglada wykres 9z + 16y% = 25?7 Jakiej dlugosci sq pétosie krzywej? Jak ten wzor wigie sie 7 jedynka
trygonometryczng?

b) Zastosujmy podstawienie: & = \/3x + y oraz §j = —x + \/3y. Narysuj wykres dla réwnania z podp. a) po
podstawieniu (we wspotrzednych T i ).

¢) Wyznacz i dorysuj na wezesniejszym wykresie x(Z,4) = 0iy(z,7) = 0.

d) Zapisz powyzisze podstawienie w postaci macierzowej. Jaki wyznacznik ma macierz tego przeksztatcenia? Wy-
znacz macierz odwrotng dla tego przeksztatcenia. Jakiej dtugosci sq potosie krzywej po podstawieniu?

Lab.3. @) Narysuj wykres funkcji wielomianowej f(z,y) = x? — y? przy uzyciu Wolframa Alphy. Mozesz uzyé
polecenia P1ot 3D.

b) Niech os wartosci funkcji | bedzie oznaczona przez z. Jak wygladajq cigcia wykresu funkcji f(x,y) ptaszczy-
znami rownolegtymi do ptaszczyzn Oz z oraz Oyz?

¢) Narysuj wykresy rozwiqzan réwnari poziomic f(x,y) = ¢, gdzie c € {—1,0, 1}, przy uzyciu GeoGebry.

d) Dla réwnania f(x,y) = 1, zastosuj podstawienie T + 4 = 2y oraz T — §j = 2x. Zapisz to podstawienie w postaci
macierzowej. Jakie to przeksztatcenie?

e) Jakie rownanie otrzymamy po podstawieniu? Narysuj wykres rozwiqzan tego réwnania.

f) Jak to zadanie wiqze si¢ z jedynkq hiperboliczng?


https://www.geogebra.org/graphing
https://www.wolframalpha.com/

g) Okreslamy funkcje f (Z,9) = f(z,y). Narysuj wykres funkcji f (we wspdtrzednych 7 i §).

h) Niech oS wartosci funkcji f bedzie oznaczona przez z. Jak wygladajq cigcia wykresu funkcji f (Z,9) ptaszczy-
znami réwnolegtymi do ptaszczyzn OZZ oraz Ogz?

i) Jak mozna budowac struktury dachow takich jak: stacja kolejowa na warszawskiej Ochocie, czy welodrom w
Londynie?

Cw. 2. Niech krzywa C bedzie okreslona réwnaniem: x* — y? = 1.

a) Wyznacz 2. punkt przecigcia krzywej C' z prostq przechodzaca przez (—1,0), o wspdtczynniku kierunkowym
t € R. Oznaczmy ten punkt jako p(t) = (z(t), y(t)). Czym sig rézni obraz C' = p[R] od wyjsciowego wykresu?

b) Jak wygladajq lokalne topologie punktow na krzywej C'?

Lab.4.  a) Przy uiyciu GeoGebry, narysuj 3 lemniskaty, ktére sq rozwiqzaniami réwnari: 3 + x + 10 = 2,
23— 32+ 2 =y? oraz x> — 4z = 3>

b) Sprawdy?, ze (—2,0) spetnia wszystkie powyzsze réwnania.

c) Jakie sq pierwiastki zespolone lewych stron powyzszych rownarn (jako wielomianéw zmiennej x)? Sprawd? wyniki
przy pomocy polecenia Factor w Wolframie Alpha.

Cw. 3. To zadanie nawiqzuje do tresci poprz. zad.

a) Rozwazimy proste ky postaci y = t(x + 2) (sparametryzowane t). Niech (x(t),y(t)) oraz (u(t),v(t)) beda
punktami (réznymi od (—2,0)) przecigcia danej lemniskaty z ky. Jesli jest 1 taki punkt, to zaktadamy, ze x = u i
y = v. Jaka jest zaleznosé miedzy (x(t),y(t)) oraz (u(t), v(t)) dla kazdej z lemniskat?

b) Jak mozna wykorzystacé powyzsze spostrzezenie do zaszyfrowania punktow z tych krzywych, zaktadajqc, ze (—2,0)
Jjest kluczem prywatnym?

c) Jak wygladajq lokalne topologie punktow na tych krzywych?
d) (=) Wyraz %’c przy pomocy dy oraz x, gdy y — 0. Dla ktorej z krzywych pojawia sig problem?

Cw. 4. Na zbiorze N¥ okreslamy porzadek produktowy:

k
(@1, o) < (Y1, u) < /\(afz' < i) -
=1

a) Ile elementéw minimalnych ma zbior A = {(n,m) € N* : n.-m > 11}?
b) Ile elementéw minimalnych ma zbior B = {(n,m) € N? : (n — 10)? + (m — 10)? < 25}?

Lab. 5. Zaproponuj algorytm, ktéry wyznacza elementy minimalne w porzqdku z poprz. zad.

. . 0 1
Cw. 5. Niech A = [ 0 0 ]

a) Oblicz A%. Czy macierz A jest odwracalna?

b) Czy macierze rzeczywiste, odwracalne 2 x 2 tworzq pierscieri przemienny? A czy tworzq ciato?
Cw. 6. Rozwazmy zbior macierzy rzeczywistych trdjkatnych gornych Ta, o wymiarach 2 x 2.

a) Uzasadnij, Ze T, z naturalnymi dziataniami dodawania i mnozenia macierzy, tworzy pierscien.

b) Niech D = {a + be : a,b € R} bedzie pierscieniem liczb dualnych (z przemiennymi dodawaniem i mnoZe-
niem odziedziczonymi z R), gdzie € ¢ R takie, ze €2 = 0. Pokaz, ze pierscieni liczb dualnych mozna zanurzyé

izomorficznie w T (tzn. istnieje takie ¢ : D =" Ta, ze @(x + y) = ¢(x) + @(y) oraz ¢(z - y) = @(x) - p(y)).



Cw. 7. Rozwazmy wielomian w € D[x] o wspdtczynnikach dualnych.
a) Oblicz (a + be)™ w pierscieniu liczb dualnych dlan € N.

b) Formalna pochodna wielomianu v € R[z] pokrywa sig z pochodng odpowiadajqcej funkcji wielomianej v(x).
n

Jak analogicznie mozna zdefiniowaé (formalna) pochodng wielomianu w(z) = Y (a; + bie)xt?
i=0
¢) Wyraz w(a + be) w jezyku a, b, w oraz w'.
Cw.8. a) Udowodnij, Ze jedynymi elementami odwracalnymi w pierscieniu liczb catkowitych Z sq 1 i —1.
b) Znajdz 4 elementy odwracalne w pierscieniu Gaussa Z[i] = {a + bi : a,b € Z} i pokaz, Ze nie ma ich wigcej.

¢) Znajdz elementy odwracalne w pierscieniach wielomianéw: Z[z], R[z] i R[x, y] (1. wielomiandw rzeczywistych
dwdch zmiennych).

Cw. 9. Niech R = (X, +,-,0,1) bedzie pierscieniem przemiennym z jedynkq. Pokaz, Ze nastepujqce warunki sq
réwnowazne:

1. T e ID(R) (1zn. T jest ideatem pierscienia R),
2 R-(IT-I)cT

Cw. 10. (=, problem Steinhausa) Rozwazimy pierscieri 7.
Zna]dz' taki zbior A c Z1a, Ze A —192 A+ Z19, ale A +12 A= Z1a.
Skonstruuj taki zbior BC 7, 7e B— B # 7, ale B+ B =Z.

Definicja. Niech (X, +,-,0) bedzie pierscieniem, a A € X. Okreslamy
<A>:{Zki'@il neN, k; € X, a; € A} .
i=1

Cw. 11. Niech R bedzie pierscieniem, a A jego podzbiorem. Pokaz, ze (AY € ID(R), a w dodatku, Ze to najmniejszy
taki ideat zawierajqcy A.

Cw. 12. Opisz wszystkie idealy w pierscieniu Z, ). ID(Z). Dla kazdego T € ID(Z), opisz, z czym jest izomorficzny
piersciern ilorazowy Z/Z.

Cw. 13. Uzasadnij, ze N (k) = |k| jest normq w dziedzinie catkowitosci Z. Czy N (k) = k2 tez jest normq?
Cw. 14. Uzasadnij, ze N(a + bi) = a2 + b2 jest normq w pierscieniu Gaussa ZJ[i].
Cw. 15. () Niech R = (X, +,-,0) bedzie dziedzing catkowitosci oraz niech M : X — N, ze
M(@0)=0 oraz (Va,beX)(b#0)>[AqreX)a=q-b+rAa(r=0vM@r)<MO®d)]. @)
Pokaz, Ze wtedy istnieje N : X — N, Ze zachodzi (I)) dla M «— N, a ponadto:
(Va,be X)(b#0) > N(a) < N(a-b).

Lab. 6. a) Napisz pseudokod dla dzielenia z resztq w Z[i], tzn. taki algorytm, ktéry dla danych x,y € 7Z[i], gdzie
y # 0, zwraca pare (q,7) € (Z[i])?, ze v = qy +r oraz N(r) < N(y).

b) Napisz pseudokod do wyznaczania NWD dwdch liczb w Z[i].
¢) Napisz pseudokod do wyznaczania NWW dwdch liczb w Z[i].
d) ZnajdZ a,b € L[], ze (3 +4i,1 4+ 3i) = {ay oraz (3 + 4i) n {1 + 3i) = <b).

e) Sprawd? jakos powyzszy podpunkt w Wolframie Alpha. Czy jest roznica, gdy do zapisu jednostki urojonej zamiast
17 bedziemy uzywali ,,1”?



2  Wielomiany

Cw.16.  a) Pokaz, ze R[z]/{x?) jest izomorficzny 7 liczbami dualnymi D.
b) Pokaz, ze R[z]/{x? + 1) jest izomorficzny z liczbami zespolonymi C.
c) Pokaz, ;e R[z]/{x? — 1) jest izomorficzny z liczhami podwdjnymi:
P={a+bj:a,beR}; j¢R, j*=1.
Uwaga: Wszystkie podpunkty mozna udowodnic za jednym zamachem.
Lab. 7. W tym zadaniu polecenia nalezy sprawdzaé w Wolframie Alpha.
a) Sprawd? co robi ExtendedGCD[39,15]. Zinterpretuj otrzymany wynik.

b) Czym rozniq sig polecenia: PolynomialQuotient[w(x),v(x),x], PolynomialRemainder[w(x),v(x),x],
PolynomialQuotientRemainder[w(x),v(x),x] i PolynomialMod[w(x),v(x)]? Przetestuj je wszystkie
dla roZnych argumentow.

Te polecenia, ktore dajq ,,te same wyniki” przetestuj takze dla wielomianu statego v(x) = 2 i réznych w(z).

Definicja. Niech k bedzie ciatem. Dla f = i a;x' € k[z] okreslamy dominujacy jednomian (tzw. “leading term”)
Jako LT(f) = ana™ =
Cw.17.  a) Ile wynosi LT(f) - LT(g)?
b) Jak wyznaczy¢ LT(f) + LT (g)?
¢) Jak policzy¢ LT(f)/LT(g) w Z[x]?
Lab.8.  a) Napisz psedokod, dla dzielenia 7 resztq w R[x].
b) Napisz pseudokod do wyznaczania NWD dwdch wielomianéw w R[x].
¢) Napisz pseudokod do wyznaczania NWW dwdch wielomianéw w R[x].
d) Przetestuj dziatanie PolynomialGCD oraz PolynomialLCMw Wolframie Alpha.
e) Znajd? a,b € R[z], ze (1 + 22,1 + 2z + 2%) = {a(x)) oraz {1 + 2*) n {1 + 2z + 22) = {b(z)).
f) Wykorzystaj polecenie PolynomialExtendedGCD do sprawdzenia poprz. punktu.

g) Napisz pseudokod wiasnej wersji powyzszego polecenia, tj. taki algorytm, ktéry pobiera f,g € R[x] i zwraca
a, B € Rlz], ze NWD(f, g) = a- f + (- g. Jak zmienitby si¢ algorytm, gdyby ciato R zastqpi¢ dowolnym ciatem
K?

Cw. 18. Niech (X, +,-,0) bedzie pierscieniem przemiennym i niech a,b,r,q € X bedq takie, Ze a = q - b+ r.
Pokaz, ze {a,by = {b,T).

Lab.9. @) Oblicz dowolnym narzedziem NWD(z* + 2% + 1,2* — 22 — 22 — 1,23 — 1).
b) Oblicz dowolnym narzedziem NWD (2 + 2% — 4w — 4,23 — 22 — 4o + 4, 2% — 202 — v + 2).
¢) Czy wielomian v — 2 nalezy do ideatu (x> + v® — 4w — 4, 2% — 2% — 4o + 4, 2% — 222 — v + 2)?

Lab. 10. Znajdz pierwiastki f(x) = x5 — x, gdzie f € Zs|x].Uzyj polecenia Factor(f(x),Modulus— 5] w Wolfram
Alpha, Zeby sprawdzi¢ wynik. Czy f(x) =07?



3 RozmaitoSci algebraiczne

Definicja. Niech k bedzie ciatem. Niech f1,. .., fr € K[x1, ..., 2y, Zbidr:

V(fi,.- fx) :={(a1,...,an) €™ : (Vie{l,... k}) fila1,...,a,) =0}
nazywamy rozmaitosciq algebraiczng generowanq przez wielomiany f1, . .., fi (w przestrzeni afinicznej k™).
Cw. 19. Znajd? rozmaitosci algebraiczne w odpowiednich przestrzeniach:

a) V(z2+y*—9); wR?
b) V(xy); wR?
c) V(z? —4?); wR?
d) V(z—y?); wR?
e) V(2z2 +y*—3); wR?
f) V(4322 + 14zy + 57y% — 400,43z —y); wR?
g V(z—a®—y%); wR?
h) V(22 — 2% —94?); wR3
i) V(iz—a22+9%); wR?
j) V(zz,yz); wR3

Lab. 11. Przedstaw graficznie rozmaitosci z poprz. zadania. przy uzyciu wybranego narzedzia.

Cw. 20. Niech k bedzie ciatem, a n > 1. Pokaz, ze rodzina rozmaitosci algebraicznych nad K" jest domknigta na

skoriczone sumy oraz skoriczone przekroje. Czy jest domknigta na operacje dopetnienia?
Lab. 12. Quadrifolium (albo krzywq czterolistng) nazywamy krzywq @ dang réwnaniem
r(6) = sin(20) , 0el0,m),
we wspotrzednych biegunowych.
a) Narysuj te krzywaq przy pomocy Wolframa Alpha. Mozesz si¢ postuzy¢ poleceniem
ParametricPlot[{z(0),y(0)},{0, start, stop}] .
b) Narysuj te samq krzywq przy pomocy GeoGebry. MoZesz postuzy¢ sige poleceniem
Krzywa(z(0),y(0),0, start, stop) .

Zmieri opcje siatki na wspotrzedne biegunowe i zages¢é linie kqtow co 75 radiandw.

¢) Narysuj podobne wykresy dla 7(0) = A/1(0) oraz 7(0) = +/|r(0)|. Czym sig réiniq od wyjsciowego? Dlaczego?

Cw.21. ) Jakie sq punkty przecigcia Quadrifolium Q z poprz. zadania z krzywq x* + y? = 12 Oznaczmy zbior

tych punktow przez X.
b) Znajd? wielomian w(zx,y), ze r[R] = V(w).
¢) Znajdz takie f1, f2 € Rlx,y], z2e V(f1, f2) = X, oraz, Zeby fi(x,y) = 0 opisywato Q.
Cw. 22. Kidre z podanych podzbioréw R? sq rozmaitosciami algebraicznymi i dlaczego?
a) skoriczony podzbiér R?,
b) 7 x Z,
¢) R x [0, 00).

c.d.n.; Powodzenia, DB
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