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1 Grupy

Zadanie 1 — Pokaz, ze jesli grupy G i H sa abelowe, to grupa G x H tez jest abelowa.

Zadanie 2 — Niech X bedzie niepustym zbiorem. Niech A oznacza réznice symetryczng zbioréw.
1. Pokaz, ze (P(X),A) jest grupa abelowa.
2. Zal6ézmy, ze X jest skoficzony. Niech n = |X|. Pokaz, ze grupa (P(X),A) jest izomorficzna z
grupg Cy X -+ x Cs.

n

Zadanie 3 — Wyznacz podgrupe grupy G generowana przez zbior X:
1. X ={4,10,-18}, G = (Z,+)
2. X ={v2,V3},G=(R,+)
3. X ={2,V3},G=(R,+)
4. X ={i}, G=(C\{0},")

Zadanie 4 — Pokaz, ze grupa symetrii S3 nie jest cykliczna.
Zadanie 5 — Pokaz, ze grupy Cs x (5 oraz Cas nie sg izomorficzne.

Zadanie 6 — Zalézmy, ze H jest podgrupa grupy G oraz, ze |G/H| = 2. Pokaz, ze H jest normalna
podgrupa grupy G.

Zadanie 7 — Niech G = (R?,+) oraz H = {(z,0) : © € R}.
1. Pokaz, ze H jest normalna podgrupa grupy G.
2. ZmnajdZ homomorfizm f : G — R taki, ze ker(f) = H.
3. Wyznacz G/H.

Zadanie 8 — Narysuj diagramy Cayley’a grup Cs x C5, Z x C3, Z X Z, D19

Zadanie 9 — Niech 7 oznacza obrét o 90° w grupie Dg za$ a odbicie. Pokaz, ze {e, 72, at, a3} jest
podgrupa grupy Dg.

Zadanie 10 — Centrum grupy G nazywamy zbiér Z(G) = {x € G : (Vg € G)(xzg = gzx)}. Pokaz, ze
centrum grupy jest podgrupa grupy G.

Zadanie 11 — Wyznacz warstwy nastepujacych podgrup H w gripie G:
1. H={0,3}, G=Cs

H={Id,(2,3)}, G=S;

H=Rx {0}, G=(R?+)

H={(z,x): 2 € R}, G = (R? +)

H={1,i,-1,—-i}, G=({z € C:|z| =1},")

H={0,a}, G=Dg
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Zadanie 12 — (Twierdzenie Cayley’a) Niech (G,-) bedzie grupa. Niech Sym(G) oznacza grupe
wszystkich bijekcji ze zbioru G w zbiér G z dzialaniem okreslonym jako zlozenie bijekcji. Dla kazdego
a € G definiujemy funkcje f, : G — G wzorem f,(z) = a-x. (Uwaga: tu byl blad; bylo f,(z) =z - a)

1. Pokaz, ze f, € Sym(G)

2. Pokaz, ze jesli f, = frtoa =10

3. Pokaz, ze funkcja ¢ : G — Sym(G) zadana wzorem ¢(a) = f, jest monomorfizmem ¢ : (G,-) —
Sym(G).

Zadanie 13 — Pokaz, ze kazda podgrupa H grupy (Z,+) jest postaci aZ = {ak : k € Z} dla pewnej
liczby naturalnej a.

Zadanie 14 — Wyznacz warstwy nastepujacych podgrup H grupy G:
1. H={0,5}, G=Cyo
2. H={e,7}, G=Dxy
3. H={-1,1}, G=(R\{0},")

Zadanie 15 — Niech G bedzie grupa abelowa. Niech a,b € G beda takie, ze ord(a) = 5 oraz ord(b) = 2.

Pokaz, ze
({a,b}) = {e,a,a? a* a*,b,ba, ba? ba®, ba'} .

Zadanie 16 — Niech G = (g) bedzie n elementowa grupa cykliczna o generatorze g.
1. Pokaz, ze <gk> = <g"“’d(k’")> dla kazdego k > 1.
2. Wywnioskuj z tego, ze jesli dlm to w grupie cyklicznej m-elementowej istnieje dokladnie jedna
podgrupa mocy d.

Zadanie 17 — Wyznacz wszystkie podgrupy grupy Cs.
Zadanie 18 — Niech p, ¢ bedg réznymi liczbami pierwszymi. Wyznacz wszystkie podgrupy grup Cj,

Cpq oraz Cpzg.

Zadanie 19 — Pokaz, ze { Ll) ﬂ ke Z} jest cykliczna podgrupa grupy GL(2,R).
2 Elementy Teorii Liczb

Zadanie 20 — Oblicz 22017 mod 11, 220 4 330 4 440 4 550 4 650 phod 7.

Zadanie 21 — Niech p bedzie liczba pierwsza. Pokaz, ze dla dowolnych liczb catkowitych a,b mamy
(a+b)P =aP +b” mod p.

Zadanie 22 — Oblicz ¢(2500), ¢(81000) znajdujac rozklad argumentéw na czynniki pierwsze.
Zadanie 23 — Pokaz, ze ¢(n) jest liczba parzysta dle n > 2.

Zadanie 24 — Wyznacz wszystkie takie liczby n, ze ¢(n) = 4 oraz ¢(n) =6 .

Zadanie 25 — Pokaz, ze nie istnieje n takie, ze ¢(n) = 14.

Zadanie 26 — Wyznacz wszystkie takie liczby n, ze ¢(n)|n.

Zadanie 27 — Niech p, ¢ beda dwoma réznymi liczbami pierwszymi. Niech a bedzie liczba, ktéra nie
jest podzielna przez p ani przez q. Pokaz, ze

aP~ DD =1 mod pq

Zadanie 28 — Znajdz takie x € {0,...,99}, ze x =6 mod 25 oraz x =7 mod 4.



Zadanie 29 — Skorzystaj z Chinskiego twierdzenia o resztach do znalezienia rozwiazania rownania
2> —2+1=0 mod 35.

Zadanie 30 — (Twierdzenie Wilsona) Niech p bedzie liczby pierwsza. Dla x € Zj okreSlamy
flz) =271

1. Zauwaz, ze f o f = Idg oraz znajdz punkty stale odwzorowania f.

2. Oblicz w grupie Zj iloczyn 1-2---(p — 1) grupujac elementy =, y takie, ze y = f(x)

3. Wywnioskuj z tego Twierdzenie Wilsona: jesli p jest liczba pierwsza, to (p — 1)! = —1 mod p.

Zadanie 31 — Niech g bedzie takim elementem pewnej grupy, ze ord(g) = 20. Wyznacz liczby ord(g?),
ord(g®), ord(g®), ord(g®).

Zadanie 32 — Wyznacz wszystkie generatory grup ZZ, Z7, Zi;.

Zadanie 33 — Sprawdz, ze liczba 1000003 jest pierwsza.
1. Wyznacz najmniejszy generator grupy Zipoooos- Wskazéwka: Napisz w dowolnym jezyku progra-
mowania odpowiednig procedure. Zastosuj algorytm szybkiego potegowania modulo n.

2. Zaimplementuj protokét Diffie-Helmana oparty na znalezionym generatorze.

Zadanie 34 — (RSA) Oto szyfrogram pewnego tekstu:
03£824fd:033c7a71:050a6706:050a6706:03ffabbe:03£824£d:0189a78d:
005bca7d:00734305:04046ca6:017698b6:005bca7d:03£824fd:03d10ac0:
003622e4:011c1c7e:030cf03c:011c1c7e:03d10ac0:01b60ebd:03£824fqd:
00734305:007a18e6:03ffabb5e:00734305:0179£797:037906bb:050a6706:
007a18e6:015d897d:03£824£d:037906bb:03£824fd:0451£198:059ff1e0:
03d10ac0:02e6b154:037906bb:03£824£d:00734305:003622e4:011clc7e:
0414fa45:03£824fd:00a6891a:042edbee

Tekst zostal zakodowany Twoim kluczem publicznym. Wiadomo, ze kodowano oddzielnie wszystkie
litery (najpierw przeksztalcono je na kody UTF-8, potem otrzymane liczby podniesiono do pewnej po-
tegi modulo 101080891 i otrzymane liczby zapisano w ukladzie szesnastkowym i polaczono je w jeden
tanicuch, oddzielajac poszczegdlne podlancuchy dwukropkiem. Twoim kluczem prywatnym jest para
(2062465, 101080891).

1. Odkoduj ten tekst.
2. Zmajdz faktoryzacje liczby 101080891.
3. Jaki jest Twdj klucz publiczny?

Zadanie 35 — Zalézmy, ze (G,-) i (H,*) sa takimi skoficzonymi grupami, ze ndw(|G|, |H|) = 1. Pokaz,
ze jedynym homomorfizmem z (G, -) do (H,*) jest homomorfizm trywialny (czyli taki, ze h(z) = e dla
dowolnego x € G, i gdzie es oznacza element neutralny grupy (H,*).)

Zadanie 36 — Niech G = (G, -) bedzie grupa. Niech Aut(G) oznacza rodzing wszystkich izomorfizméw
miedzy GiG.
1. Pokaz, ze Aut(G) jest grupa, gdy dzialanie okrelimy jako zlozenie funkcji
2. Wyznacz Aut((Z,+)).
3. Pokaz, ze jesli f € Aut(C,), to istnieje k takie, ze nwd(n,k) = 1 oraz f(x) = kx mod n dla
kazdego x € C,,. Wywnioskuyj z tego, ze |Aut(C,)| = ¢(n).

4. Zalézmy, ze (G,-) 1 (H,*) sa takimi skoriczonymi grupami, ze ndw(|G|, |H|) = 1. Pokaz, ze grupy
Aut(G x H) oraz Aut(G) x Aut(H) sa izomorficzne.
5. Wykorzystaj poprzedni punkt do pokazania, ze jesli nwd(n,m) =1 to ¢(n-m) = ¢(n) - p(m).

3 Pierscienie

Zadanie 37 — Niech



1. Pokaz, ze R jest podpierscieniem pierscienia Mayo(R)

([ ) -eon

jest izomorfizmem R z ciatem liczb zespolonych.

2. Pokaz, ze funkcja

Zadanie 38 — Niech R = R[z] oraz a € R. Okreslmy 6,(w) = w(a).
1. Pokaz, ze 6, : R — R jest homomorfizmem piescieni
2. Wyznacz ker(6,) oraz img(6,,).
3. Wyznacz pierécien R|x]/ker(6,).

Zadanie 39 — Zal6zmy, ze I, I sa idealami (przemiennego) pierécienia R. Niech

Il—l—Igz{a-i-bZaEIl/\bEIg}

1. Pokaz, ze I1 + I3 jest ideatem.
2. Pojaz, ze I1 + I jest najmniejszym idealem zawierajacym I; U Is.

3. Czy suma I; U I musi by¢ idealem ideatem?

Zadanie 40 — Niech R = (Z,+,-),oraz a,b € Z.
1. Pokaz, ze (a,b) = (nwd(a,b)).
2. Pokaz, ze (a) N (b) = (nww(a,b)).

Zadanie 41 — Niech Z[i] oznacza pierscien liczb catkowitych Gaussa.
1. Wyznacz idealy (1), (i), (—1).
2. Wyznacz ideal (1 4 1).

Zadanie 42 — Niech R bedzie przemiennym pierécieniem z jednoscia ktéry ma tylko dwa idealy: {0}
i R. Pokaz, ze R jest cialem.

Zadanie 43 — Opisz wszystkie idealy pierscienia Z,,.
Zadanie 44 — Pokaz, ze Z[z]/(z) ~ Z.

Zadanie 45 — Pokaz, ze funkcja f : R — R[x]/(2% + 1) okreélona wzorem f(a) = (22 + 1) + a jest
zanurzeniem ciata R w ciato R[z]/(z2 + 1) (czli, ze jest réznowartoéciowym homomorfizmem).

Zadanie 46 — Zbadaj pierécieri ilorazowy R[z]/(2? —1). Zacznij od znalezienia dzielnikéw zera w tym
pierscieniu.
Zadanie 47 — Przez R[z,y| rozumiemy pierscienn wszystkich wielomianéw dwdch zmiennych z i y o

wspoélczynnikach z pierscienia R.
1. Pokaz, ze Rlx,y] ~ (R[z])[y].
2. Pokaz, ze w pierécieniu R[z, y] ideal (x,y) nie jest gléwnym ideatem.

Zadanie 48 — Rozwazamy rodzing Z[/—5] = {a + b\/5i : a,b € Z}
1. Pokaz, ze Z[\/—5] ze standardowym dodawaniem i mnozeniem z ciata R jest pierécieniem.
2. Niech z = 2 + v/5i. Pokaz, ze z jest elementem nierozktadalnym w Z[v/—5].
3. Pokaz, ze z|3 - 3 oraz, ze —(z|3).

4. Wywnioskuj z tego, ze z jest elementem nierozkladalnym, ktéry nie jest elementem pierwszym.

Zadanie 49 — ZnajdZ takie liczby naturalne a i b, ze a? + b = 2017.

Zadanie 50 — Niech R = (R, +, ) bedzie pier§cieniem idealéw gléwnych. Niech a,b,d € R.



1. Pokaz, ze d jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem elementéw a i b wtedy i tylko wtedy, gdy
(a,0) = (d)

2. Zdefiniuje pojecie najmniejszej wspélnej wielokrotnosci.

3. Pokaz, ze przekrdj dwéch ideatéw w dowolnym pierscieniu jest ideatem.

4. Pokaz, ze d jest najmniejsza wspolna wielokrotnoécig elementéw a i b wtedy i tylko wtedy, gdy

(@) N (b) = (d)

Zadanie 51 — Pokaz, ze wielomian w(x) = 1+ x + 3 jest wielomianem nierozkladalnym w pierécieniu
Zs|x]. Niech [v] = (w) + z dla v € Za[z].
1. Wypisz wszystkie elementy ciala GFg = Zs[z]/(w). Jaka jest moc tego ciala?

2. Niech C oznacza zbiér wielomianéw stalych w pierscieniu Zs[x]. Pokaz, ze F = {[a] : a € C} jest
podcialem ciata G Fy izomorficznych z cialem Zs.

3. Sprawdz, ze GFy jest przestrzenia liniowa nad cialem F'. Jaki jest wymiar tej przestrzeni?
4. Niech I = [z]. Pokaz, ze w(I) = 0. Wywnioskuj z tego, ze w ciele GFg mamy I3 =1+ I.
5. Wyznacz tabliczki dodawania oraz mnozenia w G F5.
6. Roztdéz wielomian w na czynniki liniowe w ciele GFy.
7. ZmnajdZz generator grupy multiplikatywnej (GFg)* ciala G Fg.
4 Elementy Teorii Kodowania
Zadanie 52 — Sprawdz, ze odlegtos¢ Hamminga, czyli funkcja dy : ¥™ x ¥™ — N okredlona wzorem

dp(z,y) = i @i # yi}|

jest metryka na przestrzeni 3".
Zadanie 53 — Ile bledéw moze wykryé oraz ile bledéw moze naprawié (n, M, 8), - kod?

Zadanie 54 — Wyznacz parametry nastepujacych kodéw binarnych i sprawdz dla nich ,,Singleton Bo-
und” oraz ,,Hamming Bound”:

¢y = {000,011, 101,110}

Cy = {000,001, 010,011,100, 101,110,111}

Cs = {000,011, 101, 110}

C, = {0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111}

- W o=

Zadanie 55 — Ustalmy liczby ¢, n i M.
1. Pokaz, ze jedli istnieje (n, M, d)q kod, to 1 < d < n.
2. Zbuduj (n,q", 1), kod.
3. Zbuduj (n,q,n), kod.

Zadanie 56 — Niech C bedzie (n, M, d), kodem, gdzie d > 2. Zbuduj z kodu C kod o parametrach
(n—1,M,q—1),.

Zadanie 57 — Niech C bedzie binarnym (n, M, d) kodem. Zal6ézmy, ze d jest liczba nieparzysta. Dla
z = (z1,...,2,) € C okre$lamy

= (x1,...,2n,(x1+... +2,) mod 2)

Uwaga: Konstrukcje te¢ nazywamy dodaniem bitu przystosci.
1. Pokaz, ze {& : x € C} jest (n+1,M,d+ 1) kodem. Wskazéwka: Zauwaz, ze dla X = {0, 1} mamy
di(z,y) = w(x) + w(y) — 2w(zAy) gdzie w(x) = dg(z,0).
2. Dlaczego zatozylismy, ze d jest liczba nieparzysta ?

Zadanie 58 — Niech A,(n, d) oznacza najwieksza liczbe naturalna M dla ktoérej istnieje g-arny (n, M, d)
kod.



1. Skorzystaj z ,Singleton bound” do pokazania, ze dla dowolnej liczby ¢ < 2 mamy A4(3,2) < q>.
2. Pokaz, ze dla kazdej liczby naturalnej ¢ > 2 mamy A,(3,2) = ¢*. Wskazéwka: Rozwaz grupe C,.

3. Na wyktadzie przygladalidémy si¢ kodowi

00000
01101
10110
11011

Cy =

Pokaz,ze jest to (5,4, 3)-kod oraz, ze A2(5,3) = 4.
4. Oszacuj zlozonosé¢ obliczeniowa préby wyznaczenia liczby A,(n,d) metoda ,brute force” (czyli
przegladania wszystkich mozliwych kodéw w zbiorze ¢™

Zadanie 59 — Rozwazmy przestrzen dwuwymiarowa V nad cialem Zs.
1. Ile jest prostych w przestrzeni V7
2. Ile jest punktéw na kazdej z tych prostych?
3. Ile jest prostych réwnoleglych do danej prostej?
4

. Zbuduj z punktéw i kierunkéw w przestrzeni V' przestrzen rzutowa PG(2,3) (dwuwymiarowa
przestrzen rzutowa nad cialem tréjelementowym). Ile ma ona wierzcholkéw oraz ile ma linii?

5. Sprébuj znalezé w miare czytelna graficzna reprezentacje PG(2,3).

Zadanie 60 — (”Konstrukcja Plotkina”) Niech (u|v) oznacza konkatenacje ciagéw u i v. Niech
C4 bedzie binarnym (n, My, d;) kodem oraz niech Cy bedzie binarnym (n, Ma, d2) kodem. Rozwazmy kod

Cs={(ulu+v):ueCyAveCsy}.

(operacja + oznacza tutaj dodawanie w przestrzeni liniowej {0,1}™ nad cialem Z5). Pokaz, ze Cj5 jest
(2n, My - M3, d) kodem, gdzie d = min{2d;, ds}.

Wskazéwka: Pokaz najpierw, ze w(z) < w(y) + w(z + y) dla dowolnych z,y € {0,1}", gdzie w(z) =
d[-[ (J? 6)

Zadanie 61 — Znajdz (4,8,2) oraz (4,2,4) binarne kody. Zastosuj czterokrotnie konstrukcje z po-
przedniego zadania do zbudowania (32,64, 16) kodu. Jest to tak zwany kod Reed’a-Mullera pierwszego
rodzaju zastosowany do transmisji zdje¢ Marsa przez sondy Mariner 6,7 i 9.

Zadanie 62 — Pokaz, ze relacja podobienstwa kodéw jest relacja réwnowaznosci na zbiorze ¢™.

Zadanie 63 — Niech H(z) = xlog, £ + (1 —z)log, = dlaz € (0,1), oraz H(0) = H(1) = 0 (entropia
binarna).
1. Pokaz, ze H jest funkcja ciagla na [0, 1].

2. Wyznacz pochodng prawostronng funkcji H w punkcie 0.

1

3. Zmajdz trzy pierwsze wyrazy rozwinigcia w szereg Taylora funkcji H w punkcie 5.

Zadanie 64 — Niech A € (0, §). Skorzystaj ze wzoru Stirlinga do pokazania, ze (') = 9n(H(X)— 3 logy (n)+0(1))

Zadanie 65 — Niech E,, = {z € (Z2)" : >, x; = 0}
1. Pokaz, ze E,, jest kodem liniowym.

Pokaz, 7e E, = {x € (Zo)™ : & = Y1 i}

Wyznacz parametry tego kodu.

Wyznacz macierzy generujaca tego kodu.

CU N

Wyznacz macierz kontroli parzystosci dla tego kodu.

Zadanie 66 — Niech G, = [I,|1,,] ... |I,,], gdzie macierz identycznosciowa I,, jest powtérzona k razy.
Niech C,, ;, bedzie kodem liniowym o macierzy generatoréw G, j.

1. Pokaz, ze dla dowolnego = € F" mamy w(z - Gp k) = kw(x).



2. Wyznacz A(Cy, 1).

3. Wyznacz macierz kontroli parzystosci.

Zadanie 67 — Niech C bedzie [n, k] kodem liniowym. Pokaz, ze (C+)*+ = C.

Zadanie 68 — Zastosuj binarny kod liniowy o macierzy kontroli parzystosci
0 0 11
H=|1 01 0
0 1 1 0

do odkodowanie otrzymanego wektora 1011.

Zadanie 69 — Niech C bedzie binarnym [6, M, d] kodem o macierzy generujacej

11 0 0 1
G=101 011
1 01 11

OO =

Wyznacz macierz kontroli parzystosci kodu C
Wyznacz parametry M oraz d
Ile btedéw moze naprawi¢ kod C?

Czy to jest kod doskonaly?

AN

Zalozmy, ze otrzymaliSmy wektor 011011. Czy wektor ten moze byé odkodowany przy zalozeniu,
ze podczas transmisji doszto do maksymalnie jednego btedu. Jesli tak, to wskaz ten wektor.

6. Zal6zmy, ze otrzymaliSmy wektor 011010. Czy wektor ten moze by¢ odkodowany przy zalozeniu,
ze podczas transmisji doszto do maksymalnie jednego btedu. Jesli tak, to wskaz ten wektor.

Zadanie 70 — Zalézmy, ze C jest kodem blokowym dtugoéci n taki, ze C+ = C. Pokaz, ze n jest liczba
parzysta oraz, ze C jest [n, 5] kodem.

c.d.n.
Powodzenia,
Jacek Cichon
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