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Funkcja

Definicja (Funkcja)

Niech A C R. Funkcjg rzeczywista f, okreslong na A,
nazywamy zbidr par uporzagdkowanych (x, y) takich, ze jesli
X € A, to istnieje doktadnie jedno y € R, Ze para (x,y) € f
(takie y zapisujemy jako f(x)), a jesli x ¢ A, to dla Zzadnego y,
para (x,y) ¢ f.

Zbior A nazywamy dziedzing funkcji f. Zapisujemy rowniez
f:A—=>R

Zbidr wszystich takich funkcji zapisujemy jako RA

W og6lnej definicji funkcji wystarczy zamieni¢ zbiér A na
dowolny zbiér X, a zbior R na Y.

Funkcje rzeczywiste (nie tylko) utozsamia sie z reguty z
wykresem tej funkcji.
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Rzeczywiste funkcje wielomianowe

Definicja (Rzeczywista funkcja wielomianowa)

Niech n € Nyo(= {0,1,2,3,...}). Niech ay, a1, az, ..., an € R.
Niech A C R. Wtedy funkcje f : A — R, okreslong wzorem

1

f(x)=anx"+an_1x" '+ ...+ ayjx + ag,

nazywamy rzeczywistg funkcjg wielomianowg n-tego stopnia(o
ile a, #0).
Zbior rzeczywistych funkcji wielomianowych oznaczamy R[x].
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Rzeczywiste funkcje wielomianowe

Definicja (Rzeczywista funkcja wielomianowa)

Niech n € Nyo(= {0,1,2,3,...}). Niech ay, a1, az, ..., an € R.
Niech A C R. Wtedy funkcje f : A — R, okreslong wzorem

1

f(x)=anx"+an_1x" '+ ...+ ayjx + ag,

nazywamy rzeczywistg funkcjg wielomianowg n-tego stopnia(o
ile a, #0).
Zbior rzeczywistych funkcji wielomianowych oznaczamy R[x].

@ A=R, f(x) = x - funkcja tozsamosciowa (Oznaczenie:

o (x))
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Rzeczywiste funkcje wielomianowe

Definicja (Rzeczywista funkcja wielomianowa)

Niech n € Nyo(= {0,1,2,3,...}). Niech ay, a1, az, ..., an € R.
Niech A C R. Wtedy funkcje f : A — R, okreslong wzorem

1

f(x)=anx"+an_1x" '+ ...+ ayjx + ag,

nazywamy rzeczywistg funkcjg wielomianowg n-tego stopnia(o
ile a, #0).
Zbior rzeczywistych funkcji wielomianowych oznaczamy R[x].

@ A=R, f(x) = x - funkcja tozsamosciowa (Oznaczenie:

o (x))

@ A=R, f(x) = ax + b, dla pewnych a, b € R - funkcja liniowa
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Rzeczywiste funkcje wielomianowe

Definicja (Rzeczywista funkcja wielomianowa)

Niech n € Nyo(= {0,1,2,3,...}). Niech ay, a1, az, ..., an € R.
Niech A C R. Wtedy funkcje f : A — R, okreslong wzorem

1

f(x)=anx"+an_1x" '+ ...+ ayjx + ag,

nazywamy rzeczywistg funkcjg wielomianowg n-tego stopnia(o
ile a, #0).
Zbior rzeczywistych funkcji wielomianowych oznaczamy R[x].

@ A=R, f(x) = x - funkcja tozsamosciowa (Oznaczenie:
lof(x))

@ A=R, f(x) = ax + b, dla pewnych a, b € R - funkcja liniowa

@ A=R, f(x) = ax® + bx + ¢, dla pewnych a, b, ¢ € R - funkcja
kwadratowa
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Rzeczywiste funkcje wielomianowe

Definicja (Rzeczywista funkcja wielomianowa)

Niech n € Nyo(= {0,1,2,3,...}). Niech ay, a1, az, ..., an € R.
Niech A C R. Wtedy funkcje f : A — R, okreslong wzorem

1

f(x)=anx"+an_1x" '+ ...+ ayjx + ag,

nazywamy rzeczywistg funkcjg wielomianowg n-tego stopnia(o
ile a, #0).
Zbior rzeczywistych funkcji wielomianowych oznaczamy R[x].

@ A=R, f(x) = x - funkcja tozsamosciowa (Oznaczenie:
lof(x))

@ A=R, f(x) = ax + b, dla pewnych a, b € R - funkcja liniowa

@ A=R, f(x) = ax® + bx + ¢, dla pewnych a, b, ¢ € R - funkcja
kwadratowa

@ A=R, f(x) = ax* + bx? + ¢, dla pewnych a,b,c € R -
funkcja dwukwadratowa
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Ztozenie funkciji

Definicja (Ztozenie funkcji)

Jeslif:X —Yig:Y — Z, toztozeniem funkcji g i f
nazywamy funkcje h : X — Z, zdefiniowang wzorem:
h(x) = (g o f)(x) = 9(f(x)).
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Ztozenie funkciji

Definicja (Ztozenie funkcji)

Jeslif:X —Yig:Y — Z, toztozeniem funkcji g i f
nazywamy funkcje h : X — Z, zdefiniowang wzorem:
h(x) = (g o f)(x) = 9(f(x)).

@ Zauwazmy, ze jesli mamy dowolng funkcje rzeczywista, to
f="foldg.
Innymi stowy f(x) = f(ldr(xX)).
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Ztozenie funkciji

Definicja (Ztozenie funkcji)

Jeslif:X —Yig:Y — Z, toztozeniem funkcji g i f
nazywamy funkcje h : X — Z, zdefiniowang wzorem:
h(x) = (g o f)(x) = 9(f(x)).

@ Zauwazmy, ze jesli mamy dowolng funkcje rzeczywista, to
f="foldg.
Innymi stowy f(x) = f(ldr(xX)).

@ W szczegdlnosci kazda funkcja wielomianowa jest
ztozeniem funkcji wielomianowych.
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Ztozenie funkciji

Definicja (Ztozenie funkcji)

Jeslif:X —Yig:Y — Z, toztozeniem funkcji g i f
nazywamy funkcje h : X — Z, zdefiniowang wzorem:
h(x) = (g o f)(x) = 9(f(x)).

@ Zauwazmy, ze jesli mamy dowolng funkcje rzeczywista, to
f="foldg.
Innymi stowy f(x) = f(ldr(x)).

@ W szczegdlnosci kazda funkcja wielomianowa jest
ztozeniem funkcji wielomianowych.

@ Zauwazmy réwniez, ze state a; mozemy takze traktowac
jako wielomiany state.
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Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?

Dominik Bojko Wielomiany, a funkcje wielomianowe



Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?
@ Dziedziny- pewnego zbioru A
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Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?
@ Dziedziny- pewnego zbioru A
@ Pewnych statych - n € Ny oraz ag, ai, ..., an
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Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?
@ Dziedziny- pewnego zbioru A
@ Pewnych statych - n € Ny oraz ag, ai, ..., an
@ Zauwazmy teraz, ze x% =1 oraz x" = x"~1 . x dla
n=1,2,3,...
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Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?

@ Dziedziny- pewnego zbioru A

@ Pewnych statych - n € Ny oraz ag, ai, ..., an

@ Zauwazmy teraz, ze x% =1 oraz x" = x"~1 . x dla
n=1,2.3,...

@ Kazda funkcja wielomianowa to suma skonczone;j ilosci
iloczynéw postaci ay - x.
Bedziemy zapisywali f(x) = E,’.’zo ai-x'.
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Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?

@ Dziedziny- pewnego zbioru A

@ Pewnych statych - n € Ny oraz ag, ai, ..., an

@ Zauwazmy teraz, ze x% =1 oraz x" = x"~1 . x dla
n=1,2,3,....

@ Kazda funkcja wielomianowa to suma skonczone;j ilosci
iloczynéw postaci ay - x.
Bedziemy zapisywali f(x) = E,’.’zo ai-x'.

@ Latwo teraz zauwazyé, ze do zdefiniowania funkgcji
wielomianowej potrzeba operacji dodawania i mnozenia
oraz zmiennej x.
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Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?

@ Dziedziny- pewnego zbioru A

@ Pewnych statych - n € Ny oraz ag, ai, ..., an

@ Zauwazmy teraz, ze x% =1 oraz x" = x"~1 . x dla
n=1,2,3,....

@ Kazda funkcja wielomianowa to suma skonczone;j ilosci
iloczynéw postaci ay - x.

Bedziemy zapisywali f(x) = E,’.’zo ai-x'.

@ Latwo teraz zauwazyé, ze do zdefiniowania funkgcji
wielomianowej potrzeba operacji dodawania i mnozenia
oraz zmiennej x.

@ Jakie wartosci przyjmuje funkcja wielomianowa?
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Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?

@ Dziedziny- pewnego zbioru A

@ Pewnych statych - n € Ny oraz ag, ai, ..., an

@ Zauwazmy teraz, ze x% =1 oraz x" = x"~1 . x dla
n=1,2.3,...

@ Kazda funkcja wielomianowa to suma skonczone;j ilosci
iloczynéw postaci ay - x.

Bedziemy zapisywali f(x) = >"7, a; - x'.

@ Latwo teraz zauwazyé, ze do zdefiniowania funkgcji
wielomianowej potrzeba operacji dodawania i mnozenia
oraz zmiennej x.

@ Jakie wartosci przyjmuje funkcja wielomianowa?

@ Takie, jakie mozna otrzymac¢ za pomocg dziatan
dodawania oraz mnozenia zmiennej x ze zbioru A przez
siebie oraz state a;.
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Czego uzyliSmy do zdefiniowania funkcji wielomianowej?

@ Dziedziny- pewnego zbioru A

@ Pewnych statych - n € Ny oraz ag, ai, ..., an

@ Zauwazmy teraz, ze x° = 1 oraz x" = x"~' . x dla
n=1,2.3,...

@ Kazda funkcja wielomianowa to suma skonczone;j ilosci
iloczynéw postaci ay - x.

Bedziemy zapisywali f(x) = >"7, a; - x'.

@ Latwo teraz zauwazyé, ze do zdefiniowania funkgcji
wielomianowej potrzeba operacji dodawania i mnozenia
oraz zmiennej x.

@ Jakie wartosci przyjmuje funkcja wielomianowa?

@ Takie, jakie mozna otrzymac¢ za pomocg dziatan
dodawania oraz mnozenia zmiennej x ze zbioru A przez
siebie oraz state a;.

@ To oznacza, ze dobor dziedziny i zbioru, z ktérego mozemy
dobierac state determinuje nam zbiér mozliwych wartosci
funkcji wielomianowe;j.
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Inne spojrzenie na Swiat

Stwérzmy nowg strukture.
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Inne spojrzenie na Swiat

Stwérzmy nowg strukture.
@ Bierzemy dowolng kolekcje pewnych elementéw A
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Inne spojrzenie na Swiat

Stwérzmy nowg strukture.
@ Bierzemy dowolng kolekcje pewnych elementéw A
@ Okreslmy jakies dziatania + i - (albo @ i ®) na A.
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Inne spojrzenie na Swiat

Stwérzmy nowg strukture.
@ Bierzemy dowolng kolekcje pewnych elementéw A
@ Okreslmy jakies dziatania + i - (albo @ i ®) na A.
@ Wezmy wszystkie liczby naturalne oraz 0
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Inne spojrzenie na Swiat

Stwérzmy nowg strukture.
@ Bierzemy dowolng kolekcje pewnych elementéw A
@ Okreslmy jakies dziatania + i - (albo @ i ®) na A.
@ Wezmy wszystkie liczby naturalne oraz 0
@ Wezmy podklase B C A, z ktérej bedziemy wybiera¢ state
aj(Chcemy, aby zbi6r B zawierat 0).
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Inne spojrzenie na Swiat

Stwérzmy nowg strukture.

@ Bierzemy dowolng kolekcje pewnych elementéw A

@ Okreslmy jakies dziatania + i - (albo @ i ®) na A.

@ Wezmy wszystkie liczby naturalne oraz 0

@ Wezmy podklase B C A, z ktérej bedziemy wybiera¢ state
aj(Chcemy, aby zbi6r B zawierat 0).

@ Niech teraz X bedzie symbolem opisujgcym jakas
zmienng, pod ktérg bedziemy podstawia¢ pewne elementy
kolekciji A.
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Inne spojrzenie na Swiat

Stwérzmy nowg strukture.

@ Bierzemy dowolng kolekcje pewnych elementéw A

@ Okreslmy jakies dziatania + i - (albo @ i ®) na A.

@ Wezmy wszystkie liczby naturalne oraz 0

@ Wezmy podklase B C A, z ktérej bedziemy wybiera¢ state
aj(Chcemy, aby zbi6r B zawierat 0).

@ Niech teraz X bedzie symbolem opisujgcym jakas
zmienng, pod ktérg bedziemy podstawia¢ pewne elementy
kolekciji A.

Definicja (Wielomian)

Wybieramy statg n € Ng. Nastepnie wybieramy stafe a; € B,
i=0,1,2,...n. Formute a,- X"+ a,_1- X" 1+ .. +a-X+a
nazywamy wielomianem. Bedziemy czesto oznaczac go jako
W(X).

@ Uwaga: Wielomian to co$ zupetnie innego, niz funkcja
wielomianowa!
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Przyktady

@ Niech A=R, B = C. Niech dziatania + i - bedg naturalnymi
dziataniami na R. Niech n = 3. Wybieramy state
a0=1, a =3, 32=—2, 33=1.
Dla takich statych, wielomian W(X) wyglada nastepujgco:
1-X34(=2)- X?+3-X+1.
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Przyktady

@ Niech A=R, B =C. Niech dziatania + i - bedg naturalnymi
dziataniami na R. Niech n = 3. Wybieramy state
a=1a=3 a=-2, a3=1.

Dla takich statych, wielomian W(X) wyglada nastepujgco:
1-X34(=2)- X?+3-X+1.

@ W Swiecie A natomiast wielomian ten moze wyglgdaé
nastepujgco:
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Przyktady

@ Niech A=R, B =C. Niech dziatania + i - bedg naturalnymi
dziataniami na R. Niech n = 3. Wybieramy state
a=1a=3 a=-2, a3=1.

Dla takich statych, wielomian W(X) wyglada nastepujgco:
1-X34(=2)- X?+3-X+1.

@ W Swiecie A natomiast wielomian ten moze wyglgdaé
nastepujgco:

@ W(X)(2)=28-2.2243.2+1=8-8+6+1=7.
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Przyktady

@ Niech A=R, B = C. Niech dziatania + i - bedg naturalnymi
dziataniami na R. Niech n = 3. Wybieramy state
a0=1, a =3, 32=—2, 33=1.
Dla takich statych, wielomian W(X) wyglada nastepujgco:
1-X34(=2)- X?+3-X+1.

@ W Swiecie A natomiast wielomian ten moze wyglgdaé
nastepujgco:

@ W(X)(2)=28-2.2243.2+1=8-8+6+1=7.

@ W(X)(—1)=(—1)3—2.(—=1)2+3-(-1)+1 = —1-2-3+1=-5
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Przyktady

@ Niech A=R, B = C. Niech dziatania + i - bedg naturalnymi
dziataniami na R. Niech n = 3. Wybieramy state
a=1a=3 a=-2, a3=1.

Dla takich statych, wielomian W(X) wyglada nastepujgco:
1-X3+(-2)- X?+3-X+1.

@ W Swiecie A natomiast wielomian ten moze wyglgdaé
nastepujgco:

@ W(X)(2)=28-2.2243.2+1=8-8+6+1=7.

@ W(X)(—1)=(—1)3—2.(—=1)2+3-(-1)+1 = —1-2-3+1=-5

o WX)(V2)=v2 —2.v/2° 431241 =
2v2 -4+3v2+1=5V2-3
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Przyktady

@ Niech A=R, B = C. Niech dziatania + i - bedg naturalnymi
dziataniami na R. Niech n = 3. Wybieramy state
a=1a=3 a=-2, a3=1.

Dla takich statych, wielomian W(X) wyglada nastepujgco:
1-X3+(-2)- X?+3-X+1.

@ W Swiecie A natomiast wielomian ten moze wyglgdaé
nastepujgco:

@ W(X)(2)=28-2.2243.2+1=8-8+6+1=7.

@ W(X)(—1)=(—1)3—2.(—=1)2+3-(-1)+1 = —1-2-3+1=-5

o WX)(V2)=v2 —2.v/2° 431241 =
2v2 -4+3v2+1=5V2-3

@ Mozna zauwazy¢, ze wielomian w $wiecie liczb
rzeczywistych jest liczbg rzeczywista.

Dominik Bojko Wielomiany, a funkcje wielomianowe



Przyktady c.d.

@ Niech A = R[x], B = Rp[x]. Niech + i - bedg naturalnymi
dziataniami arytmetycznymi na zbiorze funkcji
rzeczywistych. Wezmy “identyczne” state jak poprzednio:
n=8ia =1, a; =3, a = -2, az = 1. Wielomian W(X)
w zapisie wyglada identycznie jak poprzednio:
1-X3+(-2)- X?+3-X+1.

Dominik Bojko Wielomiany, a funkcje wielomianowe



Przyktady c.d.

@ Niech A = R[x], B = Rp[x]. Niech + i - bedg naturalnymi
dziataniami arytmetycznymi na zbiorze funkcji
rzeczywistych. Wezmy “identyczne” state jak poprzednio:
n=8ia =1, a; =3, a = -2, az = 1. Wielomian W(X)
w zapisie wyglada identycznie jak poprzednio:
1-X3+(-2)- X?+3-X+1.

@ Jak wygladajg taki wielomian w Swiecie A?
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Przyktady c.d.

@ Niech A = R[x], B = Rp[x]. Niech + i - bedg naturalnymi
dziataniami arytmetycznymi na zbiorze funkcji
rzeczywistych. Wezmy “identyczne” state jak poprzednio:
n=8ia =1, a; =3, a = -2, az = 1. Wielomian W(X)
w zapisie wyglada identycznie jak poprzednio:
1-X3+(-2)- X?+3-X+1.

@ Jak wygladajg taki wielomian w Swiecie A?

@ Niech x € R. Ewaluujemy wielomian w punkcie /dg.

[W(X)(ldR)](x) = [Id3+(—2)- 02 +3-Idz +1](x) = x®—2x2+3x+1

Dominik Bojko Wielomiany, a funkcje wielomianowe



Przyktady c.d.

@ Niech A = R[x], B = Rp[x]. Niech + i - bedg naturalnymi
dziataniami arytmetycznymi na zbiorze funkcji
rzeczywistych. Wezmy “identyczne” state jak poprzednio:
n=8ia =1, a; =3, a = -2, az = 1. Wielomian W(X)
w zapisie wyglada identycznie jak poprzednio:
1-X3+(-2)- X?+3-X+1.

@ Jak wygladajg taki wielomian w Swiecie A?

@ Niech x € R. Ewaluujemy wielomian w punkcie /dg.

[W(X)(ldR)](x) = [Id3+(—2)- 02 +3-Idz +1](x) = x®—2x2+3x+1
@ Zatem W(X)(ldg) to rzeczywista funcja wielomianowa.
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Przyktady c.d.

@ Niech A = R[x], B = Rp[x]. Niech + i - bedg naturalnymi
dziataniami arytmetycznymi na zbiorze funkcji
rzeczywistych. Wezmy “identyczne” state jak poprzednio:
n=8ia =1, a; =3, a = -2, az = 1. Wielomian W(X)
w zapisie wyglada identycznie jak poprzednio:
1-X3+(-2)- X?+3-X+1.

@ Jak wygladajg taki wielomian w Swiecie A?

@ Niech x € R. Ewaluujemy wielomian w punkcie /dg.

[W(X)(ldR)](x) = [Id3+(—2)- 02 +3-Idz +1](x) = x®—2x2+3x+1

@ Zatem W(X)(ldg) to rzeczywista funcja wielomianowa.

@ Istnieje wzajemna jednoznacznos$¢ pomiedzy funkcjami
wielomianowymi, a wielomianami.
Jesli mamy dany wielomian W(X), to w = W(X)(ldg).
Wspbétczynniki ap, a1, ..., a, funkcji wielomianowej w wyznaczaja
wielomian jednoznacznie. Dlatego czesto wielomiany utozsamia
sie ze skonczonymi ciggami statych (a;)7,.
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Jeszcze jeden przyktad

Wezmy identyczny model jak poprzednio. Tym razem
ewaluujemy wielomian W(X) w funkcji wielomianowej
f(x) = x% —1.
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Jeszcze jeden przyktad

Wezmy identyczny model jak poprzednio. Tym razem
ewaluujemy wielomian W(X) w funkcji wielomianowej
f(x) = x% —1.
© [WR)(NI(X) =[P+ (=2) - P +3- F+1](x) =
(x2 —1)3 — 2(x2 —1)2 +3(x — 1)+1 =
(x8 —3x*+3x%2 —1) —2(x* —2x>+1)+3x> -3 +1 =
x8—3x*+3x2—1—-2x*+4x%—2+3x°—2 = x5 —5x*+10x2 5.
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Jeszcze jeden przyktad

Wezmy identyczny model jak poprzednio. Tym razem
ewaluujemy wielomian W(X) w funkcji wielomianowej
f(x) = x% —1.
o [W(X)N(x) =[P+ (-2)-FP+3-f+1](x) =
(X2 =12 —2(x® =12 +3(x*—1)+1=
(x8 —3x*+3x%2 —1) —2(x* —2x>+1)+3x> -3 +1 =
x8—3x*+3x2—1—-2x*+4x%—2+3x°—2 = x5 —5x*+10x2 5.
@ Jedli oznaczymy w(x) = [W(X)(Ildr)](
)

x), to fatwo zauwazyé,
ze [W(X)(N](x) = (w o f)(x) = w(f(x)).
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Jeszcze jeden przyktad

Wezmy identyczny model jak poprzednio. Tym razem
ewaluujemy wielomian W(X) w funkcji wielomianowej
f(x) = x% —1.
o [WX)(NI(x) =[f*+(-2)- 2 +3-f+1](x) =
(x®2—1)% - 2(x2 —1)? +3(x — 1)+1 =
(x8 —3x*+3x%2 —1) —2(x* —2x>+1)+3x> -3 +1 =
x8—3x*+3x2—1—-2x*+4x%—2+3x°—2 = x5 —5x*+10x2 5.
@ Jesli oznaczymy w(x) = [W(X)(ldr)](x), to tatwo zauwazy¢,
ze [W(X)(H)](x) = (w o f)(x) = w(f(x)).
@ Jako, ze ztozenie funkcji wielomianowych jest funkcijg
wielomianowa, to wielomian ewaluowany w dowolnej
funkcji wielomianowej, jest funkcjg wielomianowa.
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Kolejny przyktad

Wezmy teraz podobny model. Dalej zaktadamy, ze A = R[x],
B = RRp[x]. Wciaz + i - bedg naturalnymi dziataniami
arytmetycznymi na zbiorze funkcji rzeczywistych.
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Kolejny przyktad

Wezmy teraz podobny model. Dalej zaktadamy, ze A = R[x],
B = RRp[x]. Wciaz + i - bedg naturalnymi dziataniami
arytmetycznymi na zbiorze funkcji rzeczywistych.
@ Wezmy wielomian W(X) = X? + (—2) - X + 1. Ewaluujmy go
najpierw w ldg. Otrzymamy oczywiscie funkcje
kwadratowg x> — 2x + 1.

Dominik Bojko Wielomiany, a funkcje wielomianowe



Kolejny przyktad

Wezmy teraz podobny model. Dalej zaktadamy, ze A = R[x],
B = RRp[x]. Wciaz + i - bedg naturalnymi dziataniami
arytmetycznymi na zbiorze funkcji rzeczywistych.

@ Wezmy wielomian W(X) = X? + (—2) - X + 1. Ewaluujmy go
najpierw w ldg. Otrzymamy oczywiscie funkcje
kwadratowg x> — 2x + 1.

@ Podstawmy teraz pod X funkcje f(x) = x2. Otrzymamy
funkcje dwukwadratowg x* — 2x2 + 1.
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Kolejny przyktad

Wezmy teraz podobny model. Dalej zaktadamy, ze A = R[x],
B = RRp[x]. Wciaz + i - bedg naturalnymi dziataniami
arytmetycznymi na zbiorze funkcji rzeczywistych.

@ Wezmy wielomian W(X) = X? + (—2) - X + 1. Ewaluujmy go
najpierw w ldg. Otrzymamy oczywiscie funkcje
kwadratowg x> — 2x + 1.

@ Podstawmy teraz pod X funkcje f(x) = x2. Otrzymamy
funkcje dwukwadratowg x* — 2x2 + 1.

@ Szukajgc pierwiastkéw rownania x* — 2x2 + 1 = 0, stosuje
sie podstawienie t = x2, sprowadzajgc je do réwnania
kwadratowego 12 — 2t + 1 = 0. katwo zauwazyé, ze ogdinie
réwnanie w(f(x)) = 0 mozna sprowadzi¢ podstawieniem
t = f(x) do rownania w(t) = 0. A potem, o ile jest to
mozliwe, odzyskac¢ x po wyliczeniu t.
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Kolejny przyktad

Wezmy teraz podobny model. Dalej zaktadamy, ze A = R[x],
B = RRp[x]. Wciaz + i - bedg naturalnymi dziataniami
arytmetycznymi na zbiorze funkcji rzeczywistych.

@ Wezmy wielomian W(X) = X? + (—2) - X + 1. Ewaluujmy go
najpierw w ldg. Otrzymamy oczywiscie funkcje
kwadratowg x> — 2x + 1.

@ Podstawmy teraz pod X funkcje f(x) = x2. Otrzymamy
funkcje dwukwadratowg x* — 2x2 + 1.

@ Szukajgc pierwiastkéw rownania x* — 2x2 + 1 = 0, stosuje
sie podstawienie t = x2, sprowadzajac je do réwnania
kwadratowego 12 — 2t + 1 = 0. katwo zauwazyé, ze ogdinie
réwnanie w(f(x)) = 0 mozna sprowadzi¢ podstawieniem
t = f(x) do rownania w(t) = 0. A potem, o ile jest to
mozliwe, odzyskac¢ x po wyliczeniu t.

@ Zauwazmy, ze takich rownan nie mozna rozwigzywac na
wielomianach.
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Wielomiany, a funkcje wielomianowe

Mowimy, ze dwa wielomiany W(X), R(X) sg rowne, gdy oba
posiadaja identyczne formuty. Tzn. odpowiednie state a; sg dla
obu wielomiandw takie same.

To ttumaczy dleczego wielomiany utozsamiamy z ciggami
statych (a;)iL,-
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Wielomiany, a funkcje wielomianowe

Mowimy, ze dwa wielomiany W(X), R(X) sg rowne, gdy oba
posiadaja identyczne formuty. Tzn. odpowiednie state a; sg dla
obu wielomiandw takie same.

To ttumaczy dleczego wielomiany utozsamiamy z ciggami
statych (a;)iL,-

@ Zauwazmy, ze funkcje wielomianowe mozemy poréwnywac
dwojako- albo funkcje muszg by¢ rowne na catej dziedzinie
albo musza by¢ rowne w pewnym punkcie dziedziny.

W przypadku wielomianéw poréwnania mozna dokonywac
tylko tak, jak w definiciji.
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Wielowskaznik

Definicja

WielowskaZnikiem n-wymiarowym nazywamy wektor liczb ze
zbioru Ny postaci o = (ay, as, ..., @n).

Dtugoscig multiindeksu o nazywamy sume wspotrzednych o:
ST, a;j i oznaczamy symbolem |«|.

Jesli x = (X1, Xo, ..., Xp) jest wektorem zmiennych, to definiujemy:

a _ y 81 82 . xan
XY= X7 X% Xp
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Wielowskaznik

Definicja

WielowskaZnikiem n-wymiarowym nazywamy wektor liczb ze
zbioru Ny postaci o = (ay, as, ..., @n).

Dtugoscig multiindeksu o nazywamy sume wspotrzednych o:
ST, a;j i oznaczamy symbolem |«|.

Jesli x = (X1, Xo, ..., Xp) jest wektorem zmiennych, to definiujemy:

a _ y 81 82 . xan
XY= X7 X% Xp

@ Jedlia=(1,3,4),ax=(x,y,2),t0 |a|=1+3+4=8oraz
x*=x-y3.z%
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Wielowskaznik

Definicja

WielowskaZnikiem n-wymiarowym nazywamy wektor liczb ze
zbioru Ny postaci o = (ay, as, ..., @n).

Dtugoscig multiindeksu o nazywamy sume wspotrzednych o:
ST, a;j i oznaczamy symbolem |«|.

Jesli x = (X1, Xo, ..., Xp) jest wektorem zmiennych, to definiujemy:

a _ a1 8
X" =Xy X

. . an
oo XE

@ Jedlia=(1,3,4),ax=(x,y,2),t0 |a|=1+3+4=8oraz
x*=x-y3.z%
@ Jedlia=(3,0,1)ix=(x,y,2),to]a|=4,ax*=x3 -z
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Wielomiany wielowymiarowe

Definicja

Ustalamy kolekcje elementow A i B podobnie jak przy definicji
wielomianu, na ktéych mamy wprowadzone dziatania + i -.
Wybieramy m € No. Wybieramy state a,, dla o (multiindeksow
n-wymiarowych) takich, Ze |«| < m oraz co najmniej jedna ze
statych a, jest niezerowa dla |o| = m.

Niech X = (X1, Xo, ... X)) bedzie wektorem zmiennych. Wtedy

formute
m
> .- Xe
|a|=0

nazywamy wielomianem n-wymiarowym stopnia m.
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Przyktad

@ Niechm=2,n=2, 8(20) app) =1,
a1,1) = 81,0 = &o,1) = 0, 80,0 = 1, X = (X, ).
Wiedy wielomian mozna zapisac nastepUJaco:
W(X,Y)=X?+Y?-1.
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Przyktad

@ Niechm=2,n=2, a(go) app) =1,
ai,1) = 4p1,0) = 40,1 =0, 40,0) = -1, X (X, Y)
Wiedy wielomian mozna zapisac nastepUJaco:
W(X,Y)=X?+Y?-1.

@ Rozwazmy powyzszy wielomian w $wiecie funkgc;ji
trygonometrycznych.

W(X, Y)(cos(x), sin(x)) = cos?(x) + sin®(x) — 1 = 0.
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Przyktad

@ Niechm=2,n=2, a(go) app) =1,
ai,1) = 4p1,0) = 40,1 =0, 40,0) = -1, X (X, Y)
Wiedy wielomian mozna zapisac nastepUJaco:
W(X,Y)=X?+Y?-1.

@ Rozwazmy powyzszy wielomian w $wiecie funkgc;ji
trygonometrycznych.

W(X, Y)(cos(x), sin(x)) = cos?(x) + sin®(x) — 1 = 0.
@ Jedli natomiast wybralibySmy wielomian R(X, Y) =0, to
oczywiscie
W(X, Y)(cos(x), sin(x)) = R(X, Y)(cos(x), sin(x)), mimo ze
Wi R nie sg réwne.
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Przyktad

@ Niechm=2,n=2, a(go) app) =1,
ai,1) = 4p1,0) = 40,1 =0, 40,0) = -1, X (X, Y)
Wiedy wielomian mozna zapisac nastepUJaco:
W(X,Y)=X?+Y?-1.

@ Rozwazmy powyzszy wielomian w $wiecie funkgc;ji
trygonometrycznych.

W(X, Y)(cos(x), sin(x)) = cos?(x) + sin?(x) — 1 = 0.

@ Jedli natomiast wybralibySmy wielomian R(X, Y) =0, to
oczywiscie
W(X, Y)(cos(x), sin(x)) = R(X, Y)(cos(x), sin(x)), mimo ze
Wi R nie sg réwne.

@ Zamiast podstawia¢ w miejsce X i Y, cos(x) i sin(x),
podstawmy ldr(x) i ldr(y) odpowiednio.
Dostaniemy funkcje wielomianowg dwdch zmiennych
postaci: x° + y? — 1.
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Przyréwnajmy jg do 0, to otrzymamy x2 + y? = 1, czyli
pierwiastki lezg na okregu jednostkowym o srodku w poczatku
ukfadu wspotrzednych.

800

BD\ | /
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Inny przyktad

n=3, m=4, X=(X,Y,2), aao0,0 =—1, aso0 =1, @21, =
2, a1,1,1) =1, @003 =1, a1,10 =2, &o,1,1) = =2, 80,0,1) =
3, 4(0,0,0 = —1, pozostate aa_O

WX,Y,Z)= —X*+X3+2X2Y + XYZ - Z3+2XY -2YZ+3Z 1.
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Inny przyktad

n=3, m=4, X=(X,Y,2), aao0,0 =—1, aso0 =1, @21, =
2, a1,1,1) =1, @003 =1, a1,10 =2, &o,1,1) = =2, 80,0,1) =
3, 4(0,0,0 = —1, pozostate aa_O

WX,Y,Z)= —X*+X3+2X2Y + XYZ - Z3+2XY -2YZ+3Z 1.

e Wyliczmy W(X, Y, Z) dla wektora funkgii (1, x, x2):
W(X,Y,Z)(1,x,x%) =
—1+142x+x3 —x842x—2x343x2—1 = —x8—x3+3x2+4x—1
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Inny przyktad

n=3, m=4, X=(X,Y,2), aao0,0 =—1, aso0 =1, @21, =
2, a1,1,1) =1, @003 =1, a1,10 =2, &o,1,1) = =2, 80,0,1) =
3, 4(0,0,0 = —1, pozostate aa_O

WX,Y,Z)= —X*+X3+2X2Y + XYZ - Z3+2XY -2YZ+3Z 1.

@ Wyliczmy W(X, Y, Z) dla wektora funkgii (1, x, x):
W(X,Y,2)(1,x,x?) =
—14142x+x3—xB+2x—2x3+3x%—1 = —xB—x34+3x%+4x—1

@ Moglibysmy tez ewaluowac ten wielomian w wektorze
funkciji(f(x), g(y), h(z)), gdzie, kazda z nich ma osobng
dziedzine.

Innymi stowy kazda zalezy od innej zmiennej, czyli
otrzymaliby$smy funkcje trzech zmiennych.
Przyktadowo, biorgc za kazdg z nich identycznos¢,
otrzymalibysmy
—x*+x®+2x2y + xyz — 28 +2xy — 2yz+ 3z 1.
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Wielomiany symetryczne

Wielomian wielowymiarowy nazywamy symetrycznym, jesli po
dowolnej zamianie kolejnosci zmiennych, otrzymamy ten sam
wielomian (zaktadamy przemiennos¢ dodawania i mnozenia).
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Wielomiany symetryczne

Wielomian wielowymiarowy nazywamy symetrycznym, jesli po
dowolnej zamianie kolejnosci zmiennych, otrzymamy ten sam
wielomian (zaktadamy przemiennos¢ dodawania i mnozenia).

@ W(X,Y)=X?+2XY+Y2—-1=Y212YX+X%2—-1 = W(Y, X).
Zatem W(X, Y) jest symetryczny.
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Wielomiany symetryczne

Wielomian wielowymiarowy nazywamy symetrycznym, jesli po
dowolnej zamianie kolejnosci zmiennych, otrzymamy ten sam
wielomian (zaktadamy przemiennos¢ dodawania i mnozenia).

@ W(X,Y)=X?+2XY+Y2—-1=Y212YX+X%2—-1 = W(Y, X).
Zatem W(X, Y) jest symetryczny.
e W(X,Y,Z)=X+Y+Z— XYZ jest rowniez symetryczny.
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Wielomiany symetryczne Viete'a

Ustalmy n € N. Niech X = (Xj, X, ..., Xn). Wtedy wielomiany:

W17n(X) = X1 + X2 T 000 AP Xn,

ngn(X) = X1 Xg + X1 X3 9P 000 P X1 Xn + X2X3 + X2X4 TP oo TP Xn,1Xn,

Win(X) = Xi XoXs - ... - Xn,

nazywamy wielomianami Viete'a.
tatwo zauwazyc, ze sg one wszystkie symetryczne.
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Wielomiany symetryczne Viete'a
Ustalmy n € N. Niech X = (Xj, X, ..., Xn). Wtedy wielomiany:
W17n(X) = X1 + X2 T 000 AP Xn,

ngn(X) = X1 Xg + X1 X3 9P 000 P X1 Xn + X2X3 + X2X4 TP oo TP Xn,1Xn,

Win(X) = Xi XoXs - ... - Xn,

nazywamy wielomianami Viete’a.
tatwo zauwazyc, ze sg one wszystkie symetryczne.

@ Niech n=2. Wtedy W172(X1,X2) =Xi + Xo.
Natomiast W272(X1 , X2) =Xi - Xo.
Jesli bedziemy ewaluowac te wielomiany w punkcie(xy, x2),
to otrzymamy Xy + Xo i X1 - Xo odpowiednio.

Dominik Bojko Wielomiany, a funkcje wielomianowe




Wzory Viete’a

Twierdzenie (Viete)

Niech w(x) = anx" + a,_1x"~ ' + ... + a1x + ay bedzie funkcja
wielomianowa stopnia n(a, # 0). Niech x1, X2, ..., X, bedg
pierwiastkami funkcji wielomianowej w(x). Wtedy

j8n—i

Vvi,n(XhXQa ---7Xn)(x17X27 '-'7XI7) = (_1) ) dai= 172737 ey N

an

v
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Wzory Viete’a

Twierdzenie (Viete)

Niech w(x) = anx" + a,_1x"~ ' + ... + a1x + ay bedzie funkcja
wielomianowa stopnia n(a, # 0). Niech x1, X2, ..., X, bedg
pierwiastkami funkcji wielomianowej w(x). Wtedy

j8n—i

Vvi,n(XhXQa ---7Xn)(x17X27 '-'7Xn) = (_1) ) dai= 172737 ey N

an

v

@ Wezmy trojmian kwadratowy: w(x) = ax® + bx + c.

Zatbzmy, ze istniejg pierwiastki xq, xo. Wiedy wzory Viete’a
moéwig, ze:
X1 + X2 = —2 oraz x;x = ¢.
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Inny przyktad

Niech w(x) = ax® + bx? + cx + d. Zatozmy, ze pierwiastki tego
wielomianu istniejg i wynoszg xq, Xo i x3. Wtedy ze wzordéw
Viete’a mamy, ze:

X1+ Xo+ X3 = —g, X1 X2 + X1 X3 + XoX3 = g oraz X1 XoXs = —%.
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Inny przyktad

Niech w(x) = ax® + bx? + cx + d. Zatozmy, ze pierwiastki tego

wielomianu istniejg i wynoszg xq, Xo i x3. Wtedy ze wzordéw

Viete’'a mamy, ze:

X1+ Xo+ X3 = —g, X1 X2 + X1 X3 + XoX3 = g oraz Xy XoXs = —%.

@ Z uktadu rownan w postaci wzoréw Viete’a czasami mozna

okresli¢ pierwiastki danej funkcji wielomianowej, znaja¢
ktdres z jej pierwiastkdw, cho¢ z reguty jest to trudne.
Najtatwiejsze jest to dla funkcji wielomianowych niskich
stopni.
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Inny przyktad

Niech w(x) = ax® + bx? + cx + d. Zatozmy, ze pierwiastki tego

wielomianu istniejg i wynoszg xq, Xo i x3. Wtedy ze wzordéw

Viete’'a mamy, ze:

X1+ Xo+ X3 = —g, X1 X2 + X1 X3 + XoX3 = g oraz Xy XoXs = —%.

@ Z uktadu rownan w postaci wzoréw Viete’a czasami mozna
okresli¢ pierwiastki danej funkcji wielomianowej, znaja¢
ktdres z jej pierwiastkdw, cho¢ z reguty jest to trudne.
Najtatwiejsze jest to dla funkcji wielomianowych niskich
stopni.

@ Dla jakich funkcji wielomianowych da sie zawsze wskazac
wszystkie pierwiastki?
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Inny przyktad

Niech w(x) = ax® + bx? + cx + d. Zatozmy, ze pierwiastki tego
wielomianu istniejg i wynoszg xq, Xo i x3. Wtedy ze wzordéw
Viete’'a mamy, ze:
X1+ Xo+ X3 = —g, X1 X2 + X1 X3 + XoX3 = g oraz Xy XoXs = —%.
@ Z uktadu rownan w postaci wzoréw Viete’a czasami mozna
okresli¢ pierwiastki danej funkcji wielomianowej, znaja¢
ktdres z jej pierwiastkdw, cho¢ z reguty jest to trudne.
Najtatwiejsze jest to dla funkcji wielomianowych niskich
stopni.
@ Dla jakich funkcji wielomianowych da sie zawsze wskazac
wszystkie pierwiastki?
@ Odpowiedz na to pytanie dat Galois. Zawsze da sie
wyznaczy¢ pierwiastki dla funkcji wielomianowych stopnia
co najwyzej 4. Dla wyzszych stopni trzeba mie¢ szczescie.
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Wzory Cardano

- 2.1,,3
Niech w(x) = x3 —2x2 + Ix + 3.
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Wzory Cardano

- 2.1,,3
Niech w(x) = x3 —2x2 + Ix + 3.

@ Stosujemy podstawienie x = y — =22 (y — 2=1), aby
wykasowaé wyraz z druga potega.
(y+5°-20y+5P2+5y+5)+5=

3.5,2,.4,, 8 > 8, 8,1,,1.,3_.3_ 13,135
YiH2y 43yt —2Y —gY —gta¥ etz =Y — 1Y+ 108

Dominik Bojko Wielomiany, a funkcje wielomianowe



Wzory Cardano

- 2.1,,3
Niech w(x) = x3 —2x2 + Ix + 3.

an—1
n

@ Stosujemy podstawienie x = y — —TZ (y —

wykasowa¢ wyraz z drugg potega.

(y+5°-20y+5P2+5y+5)+5= s

3 2,4 8 2 8 8 1 1 3 _ 3 13

y +2y +7y+i_2y —ayY—g+iV+z+7] y % y+71
13
_12

), aby

@ Nastepnie stosujemy podstawienie y =t — 2.
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Wzory Cardano

- 2.1,,3
Niech w(x) = x3 —2x2 + Ix + 3.

@ Stosujemy podstawienie x = y — =22 (y — 2=1), aby
wykasowac wyraz z drugg potega.
(y+5°-20y+5P2+5y+5)+5=
Vo422 a gy gy —2y2— gy g+ qy g+ =Y -2V + i

13

@ Nastepnie stosujemy podstawienie y =t — 2.

@ Po podstawieniu i kilku rachunkach dostaniemy
B+ 13 435

123.33.43 108
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Wzory Cardano

- 2.1,,3
Niech w(x) = x3 —2x2 + Ix + 3.

@ Stosujemy podstawienie x = y — =22 (y — 2=1), aby
wykasowac¢ wyraz z drugg potega.
V+5° -2y +5P+3(y+5)+3=
Vo422 a gy gy —2y2— gy g+ qy g+ =Y -2V + i
13

@ Nastepnie stosujemy podstawienie y = t — -

@ Po podstawieniu i kilku rachunkach dostaniemy
By 18 L 35
123.33.43 108
@ Przyréwnajmy to do 0 i pomnézmy przez 3, a nastepnie
podstawmy u = t3.
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Wzory Cardano

Niech w(x) = x3 — 2x% + Ix + 3.

@ Stosujemy podstawienie x = y — == (
wykasowaé wyraz z drugg potegq
(y+§)3—2(y+%)2+%(y+ 3 2=
yRe2yPegy+ -2y -8y —S+qy+i+ 3=y —3y+i%

13
2

1), aby

108

@ Nastepnie stosujemy podstawienie y = t —

@ Po podstawieniu i kilku rachunkach dostaniemy
B, 13 | 35
128.33.8 T 108

@ Przyréwnajmy to do 0 i pomnézmy przez 3, a nastepnie
podstawmy u = t3.

2, 35
@ Otrzymamy u- + 108u+ 3 > =0.
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Wzory Cardano

Niech w(x) = x3 — 2x% + Ix + 3.
@ Stosujemy podstawienie x = y — =22 (y — 2=1), aby
wykasowaé wyraz z druga potega.
V+5° -2y +5P+3(y+5)+3=
Vo422 a gy gy —2y2— gy g+ qy g+ =Y -2V + i
13
2

@ Nastepnie stosujemy podstawienie y =t — 2.

@ Po podstawieniu i kilku rachunkach dostaniemy
By 18 L 35
123.33.43 108
@ Przyréwnajmy to do 0 i pomnézmy przez 3, a nastepnie
podstawmy u = t3.

2, 35 133 _
@ Otrzymamy u® + 55U + 365 = 0.
@ OtrzymaliSmy réwnanie kwadratowe, po rozwigzaniu

ktérego mozemy wyliczy¢ pierwiastki.
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Wzory Cardano

i 3 21 3
Niech w(x) = x° —2x + zx + 3.
an—1
n

@ Stosujemy podstawienie x = y — 22 (y — ), aby

wykasowa¢ wyraz z drugg potega.

(y+5°-20y+5P2+5y+5)+5=
135

3 2,4 8 2 8 8 1 1 3 _ 3 13

y +2y +7y+i_2y —ayY—g+iV+z+7] y % y+71
13

_12

@ Nastepnie stosujemy podstawienie y =t — 2.

@ Po podstawieniu i kilku rachunkach dostaniemy
By 18 35
123.33.43 108

@ Przyréwnajmy to do 0 i pomnézmy przez 3, a nastepnie
podstawmy u = t3.

2, 35 133 _

@ Otrzymamy u® + 55U + 365 = 0.

@ OtrzymaliSmy réwnanie kwadratowe, po rozwigzaniu
ktérego mozemy wyliczy¢ pierwiastki.

@ Powiedzmy, ze mozemy :)
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Schemat Hornera

lle dziatan potrzebujemy wykonac, zeby obliczy¢ wielomian w
jakims$ punkcie(podstawiamy liczbe)?
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Schemat Hornera

lle dziatan potrzebujemy wykonac¢, zeby obliczy¢ wielomian w
jakims punkcie(podstawiamy liczbe)?

@ Aby wykonac wszystkie potegowania potrzebujemy
(n—1)+(n—2)+...+ 1 mnozen. Aby odpowiednie potegi x
wymnozyc¢ przez state, potrzebujemy n mnozen. Potem
zostaje jeszcze n dodawan.

Razem daje to 2% + 2n = 0,502 + 1,5n dziatan.
Wyobrazmy sobie, ze mamy wielomian stopnia 102,
Potrzebujemy wtedy 5 - 102 + 1,5 - 10'2 dziatan.
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Schemat Hornera

lle dziatan potrzebujemy wykonac¢, zeby obliczy¢ wielomian w
jakims punkcie(podstawiamy liczbe)?

@ Aby wykonac wszystkie potegowania potrzebujemy
(n—1)+(n—2)+...+ 1 mnozen. Aby odpowiednie potegi x
wymnozyc¢ przez state, potrzebujemy n mnozen. Potem
zostaje jeszcze n dodawan.

Razem daje to 2% + 2n = 0,502 + 1,5n dziatan.
Wyobrazmy sobie, ze mamy wielomian stopnia 102,
Potrzebujemy wtedy 5 - 102 + 1,5 - 10'2 dziatan.

@ Chcielibysmy to zrobi¢ szybciej.
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Schemat Hornera c.d.

Wezmy funkcje 2x3 + 4x2 + 6x + 7. Zapiszemy jg sprytnie:
X(2x? + 4x + 6) + 7 = X(x(2x + 4) + 6) + 7. Zauwazmy, ze W
koncowej formie wykonujemy na zmiane dodawanie i
mnozenie. Wykonujemy tutaj 2n operacji.Postepujac podobnie
w 0géinym przypadku, gdyby$smy mieli do czynienia z
wielomianem stopnia 102, to potrzebowaliby$my tylko 2 - 102
operacji, co jest DUZO szybsze niz brootforce’owy algorytm.
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Schemat Hornera c.d.

Wezmy funkcje 2x3 + 4x2 + 6x + 7. Zapiszemy jg sprytnie:
X(2x? + 4x + 6) + 7 = X(x(2x + 4) + 6) + 7. Zauwazmy, ze W
koncowej formie wykonujemy na zmiane dodawanie i
mnozenie. Wykonujemy tutaj 2n operacji.Postepujac podobnie
w 0g6lnym przypadku, gdybysmy mieli do czynienia z
wielomianem stopnia 102, to potrzebowaliby$my tylko 2 - 102
operacji, co jest DUZO szybsze niz brootforce’owy algorytm.
@ Ogodlnie schemat Hornera mozemy zapisaé nastepujgco:
anX"+ a1 X" '+ +aix+a =
X(x(...(x(anx + an_1) + @n_»2)...) + a1) + a
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Twierdzenie Stone’a - Weierstrassa

Twierdzenie (Stone-Weierstrass)

Kazdg funkcje ciggta f na przedziale [a, b] mozna przyblizy¢
jednostajnie funkcjg wielomianowg w z dowolng dokfadnoscia.
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Twierdzenie Stone’a - Weierstrassa

Twierdzenie (Stone-Weierstrass)
Kazdg funkcje ciggta f na przedziale [a, b] mozna przyblizy¢
jednostajnie funkcjg wielomianowg w z dowolng dokfadnoscia.

@ Innymi stowy, jesli wybierzemy dowolnie matg liczbg ¢ > 0
(np.0,0001), to jestesmy w stanie znalez¢ takg funkcje w,
ze Vxea )| f(X) — w(x)| < €, czyli w pasku o gruboéci 2¢
wokot funkeji f jesteSmy w stanie zmiesci¢ pewna funkcije
wielomianowg w.
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Wzory Taylora

Niektore, porzadne funkcje mozna bardzo dobrze
aproksymowac wielomianami za pomocg wzoréw Taylora.
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Wzory Taylora

Niektore, porzadne funkcje mozna bardzo dobrze
aproksymowac wielomianami za pomocg wzoréw Taylora.

Definicja (Silnia)

Operacje silnii oznaczamy symbolem n! dlan € N. 0! =1,
Okreslamy n!=n-(n—1)!,dlan=1,2,3,....

@ Zatemn!=1-2-3-...-(n—1)-n.
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Wzory Taylora

Niektore, porzadne funkcje mozna bardzo dobrze
aproksymowac wielomianami za pomocg wzoréw Taylora.

Definicja (Silnia)

Operacje silnii oznaczamy symbolem n! dlan € N. 0! =1,
Okreslamy n!=n-(n—1)!,dlan=1,2,3,....

@ Zatemn!=1-2-3-...-(n—1)-n.
°
X X

k!’
k=0

dla pewnego n € N
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Wzory Taylora

Niektore, porzadne funkcje mozna bardzo dobrze
aproksymowac wielomianami za pomocg wzoréw Taylora.

Definicja (Silnia)

Operacje silnii oznaczamy symbolem n! dlan € N. 0! =1,
Okreslamy n!=n-(n—1)!,dlan=1,2,3,....

@ Zatemn!=1-2-3-...-(n—1)-n.

° 0 ok
e’ ~ R dla pewnego n € N
k=0
°
n (_1 )kx2k+1
sin(x) ~ ————— dlapewnego n €N
|
pard (2k + 1)!
n (_1 )kX2k
cos(x) ~ R dla pewnego n € N
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Dziekuje za uwage!




