
Zadanie 1 (2.1). Poka», »e (P (X),4) jest grup¡ abelow¡, dla X 6= ∅.
Zauwa»my wpierw, »e dla wszystkich A,B ⊂ X, A4B ⊂ A ∪ B ⊂ X, zatem P (X) jest zamnki¦te na
dziaªanie 4.
Zauwa»my, »e (x ∈ A4B) ⇔ ((x ∈ A)∨̇(x ∈ B)), zatem wystarczy sprawdzi¢, »e zbiór waluacji zda« z

dziaªaniem ∨̇ jest grup¡ abelow¡:

∨̇ 0 1

0 0 1
1 1 0

�atwo zauwa»y¢, »e 0 jest elementem neutralnym takiej grupy.
W ka»dym wierszu i kolumnie tabelki mamy dokªadnie jeden element neutralny. Zatem istnieje element
przeciwny do ka»dego dla takiej grupy. W dodatku ka»de 0 jest na przek¡tnej, co oznacza, »e ka»dy ele-
ment jest sam do siebie przeciwny wzgl¦dem ∨̇.
W dodatku macierz wyników jest symetryczna wzgl¦dem przek¡tnej, wi¦c dziaªanie to jest abelowe.
Dla wszystkich waluacji x, y zachodzi (0∨̇x)∨̇y = 0∨̇(x∨̇y) (ten fakt zachodzi dla (symetrycznych) ele-
mentów neutralnych w dowolnej strukturze algebraicznej). Podobnie, gdy zamienimy x, 0 lub y, 0 rolami.
Ostatni przypadek do sprawdzenia ª¡czno±ci to (1∨̇1)∨̇1 = 0∨̇1 = 1 = 1∨̇0 = 1∨̇(1∨̇1).
St¡d równie» (P (X),4) jest grup¡ abelow¡. Jej element neutralny e to zbiór pusty, bo dla wszystkich
x ∈ X, x ∈ e = 0, bo 0 byªo elementem neutralnym poprzedniej grupy.
Podobnie A−1 = A, bo dla wszystkich x ∈ X, x ∈ A⇒ x ∈ A−1 oraz x /∈ A⇒ x /∈ A−1, bo w poprzedniej
grupie element przeciwny do elementu byª sob¡ samym.

Zadanie 2 (2.2). Niech |X| = n. Pokaza¢, »e (P (X),4) jest izomor�czna z (C2 × . . .× C2,+
(n)
2 ).

Niech A ⊂ X = {x1, x2, . . . , xn}.
Okre±lmy funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru A: χ(A) = (11A(x1), 11A(x2), . . . , 11A(xn)), gdzie

11A(x) =

{
1, x ∈ A
0, x /∈ A

Jasne jest, »e je±li A 6= B, to istnieje xi ∈ A4B, zatem i − ta wspóªrz¦dna |χ(A) − χ(B)| = 1, wi¦c
χ jest iniekcj¡. Poniewa» przyjmuje ona równie» 2n ró»nych warto±ci, a |P (X)| = 2n, to jest równie»
surjekcj¡. Ponadto jest to (homo)mor�zm, gdy» korzystaj¡c z tego, »e tabelka dziaªania ∨̇ jest identyczna
z dodawaniem w C2, mamy:

χ(A4B) = (11A4B(x1), 11A4B(x2), . . . , 11A4B(xn)) = (11A(x1)+211B(x1), . . . , 11A(xn)+211B(xn)) = χ(A)+
(n)
2 χ(B) .

Uwaga ({0, 1}, ∨̇) jest grup¡ izomor�czna z (C2,+2), sk¡d mo»na równie» wnioskowa¢ powy»szy fakt.

Q Co to jest podgrupa normalna?

A Jest to podgrupa H < G, »e (∀g ∈ G)gH = Hg, gdzie gH := {gh : h ∈ H} oraz Hg := {hg : h ∈ H}.
Oznaczamy j¡ przez H / G.

Zadanie 3 (6). Niech H < G i |G/H| = 2. Poka», »e H / G.

Je±li h ∈ H, to hH = H, gdy» dla dowolnego h′ ∈ H mamy: h′ = h(h−1h′), gdzie h−1h′ ∈ H, bo to grupa.
Zatem H ∈ G/H.
Niech zatem g /∈ H. Wtedy gH ∩ H = ∅, bo inaczej (∃h, h′ ∈ H)gh′ = h, czyli g = h′−1h ∈ H, wbrew
zaªo»eniu. W identyczny sposób dowodzimy, »e Hg ∩H = ∅. St¡d G/H = {H, gH}.
Oczywi±cie H∪̇gH = G, bo inaczej istnieje g′ z dopeªnienia tej sumy mnogo±ciowej, które nale»y do
g′H(3 g′e). To oznaczaªoby, »e |G/H| > 2. Z podobnych wzgl¦dów H∪̇Hg ⊂ G (nie znamy mocy warstw
prawostronnych G\H).
Mno»¡c lewostronnieH∪̇gH = G przez g−1, a nast¦pnie prawostronnie przez g, otrzymujemy g−1Hg∪̇Hg =
G. St¡d H ⊂ g−1Hg, czyli gH ⊂ Hg. Zatem G = H∪̇gH ⊂ H∪̇Hg ⊂ G. St¡d mamy gH = Hg.
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Q Co nale»y pokaza¢, aby uzasadni¢, »e H < G, je±li wiemy, »e G jest grup¡?

A Wystarczy udowodni¢, »e
(∀x, y ∈ H) xy−1 ∈ H

oraz, »e H ⊂ G, a je±li H jest sko«czonym podzbiorem G, to mo»na w zamian sprawdzi¢ warunek

(∀x, y ∈ H) xy ∈ H .

Zadanie 4 (7). Niech G = (R2,+) oraz H = {(x, 0) : x ∈ R}. Poka», »e H / G. Znajd¹ homomor�zm

f : G→ R, »e ker(f) = H. Wyznacz G/H.

H < G, bo (x1, 0) + (−x2, 0) = (x1 − x2, 0) ∈ H. We¹my dowolne g := (s, t) ∈ G. Wtedy
gH = {(x + s, t) : x, s, t ∈ R} = R × {t}(= [(0, t)]∼). Oczywi±cie gH = Hg, bo + w R2 jest dziaªa-
niem przemiennym, wi¦c wobec dowolno±ci g, H jest podgrup¡ normaln¡.
Przykªadem homomor�zmu f , speªaniaj¡cego warunki zadania, jest warto±¢ drugiej wspóªrz¦dnej: f(x, y) =
(0, y).
f(x1, y1) + f(x2, y2) = (0, y1) + (0, y2) = (0, y1 + y2) = f(x1 + x2, y1 + y2). Wtedy kerf to zbiór tych
punktów pªaszcyzny, których druga wspóªrz¦dna to 0, czyli H. Innym przykªadem takiego endomorfzimu
(homomor�zmu �w siebie�) mo»e by¢ przeskalowanie powy»szej funkcji f .
Zauwa»yli±my wcze±niej, »e (s, t)H = R× {t} = [(0, t)]∼, zatem G/H = {R× {t} : t ∈ R} ∼= (R,+).

Q Czym ró»ni¡ si¦ klasy abstrakcji g, wyznaczonych za pomoc¡ lewostronnych warstw od wyznaczonych
za pomoc¡ prawostronnych warstw?

A Niech H < G oraz x ∈ gH, co oznacza, »e g−1x ∈ H, a zatem x ∼L g, gdy zachodzi ten warunek. St¡d
[g]∼L

= {x ∈ G : g−1x ∈ H}. Analogicznie, je±li x ∈ Hg, to xg−1 ∈ H, czyli [g]∼P
= {x ∈ G : xg−1 ∈ H}.

Z de�nicji powy»szych klas abstrakcji wida¢, »e, gdy G jest przemienn¡ grup¡, to H / G.

Q Z istnienia poj¦cia normalno±ci podgrupy mo»na si¦ spodziewa¢, »e istniej¡ podgrupy, których gH 6=
Hg. Czy dla ka»dej podgrupy, warstwa lewostronna gH jest równa jakiej± warstwie prawostronnej Hg′,
gdzie g nie koniecznie jest równe g′?

A Nie. Odpowied¹ poni»ej.

Zadanie 5 (11.2). Wyznacz warstwy podgrupy H = {Id, (2, 3)} w G = S3.

Wartstwy lewostronne:
IdH = (2, 3)H = {Id, (2, 3)};
(1, 2, 3)H = (1, 2)H = {(1, 2, 3), (1, 2)};
(1, 3, 2)H = (1, 3)H = {(1, 3, 2), (1, 3)}.

Warstwy prawostronne:
HId = H(2, 3) = {Id, (2, 3)};
H(1, 2, 3) = H(1, 3) = {(1, 2, 3), (1, 3)};
H(1, 3, 2) = H(1, 2) = {(1, 3, 2), (1, 2)}. Wniosek: H nie jest podgrup¡ normaln¡ G.

Zadanie 6 (15). G jest grup¡ abelow¡, gdzie a, b ∈ G oraz ord(a) = 5 oraz ord(b) = 2. Znale¹¢ posta¢

〈{a, b}〉.
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Z zaªo»e« o rz¦dzie elementów, wiadomo, »e nasza podgrupa generowana przez a i b musi zawiera¢ ele-
menty e, a, a2, a3, a4, b. Ponadto, wiadomo, »e jest podgrupa grupy abelowej, jest przemienna, co oznacza,
»e ka»dy element mo»na zapisa¢ w postaci aαbβ (np. a2baba2 = a2ba3b = a2b2a3 = a5b2 = e2 = e), przy
czym sens maj¡ tylko pot¦gi naturalne, mniejsze od odpowiednich rz¦dów, tj. α ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, a b ∈ {0, 1}
(np. a13 = (a5)2a3 = e2a3 = a3). St¡d dostajemy, »e 〈{a, b}〉 = {e, a, a2, a3, a4, b, ba, ba2, ba3, ba4}.

Twierdzenie 1 (Euklides). Niech a, b ∈ N+ oraz d = NWD(a, b). Istniej¡ takie x, y ∈ Z, »e ax+ by = d.
Ponadto nie istniej¡ r ∈ Z, »e 0 < r < d oraz r = ax+ by dla pewnych x, y ∈ Z.

Dowód. Rozwa»my zbiór D = {c > 0 : c = ax + by, x, y ∈ Z}. D jest niepusty, bo zawiera a oraz b.
Zatem posiada element najmniejszy (z czego to wynika?). Oznaczmy go przez d′. Niech a = qd′+ r, gdzie
0 6 r < d′. Wtedy a = q(ax + by) + r, czyli r = a(1 − qx) − bqy. St¡d albo r ∈ D i r < d′, co jest
sprzeczne z minimalno±ci¡ d′ albo r = 0. Wnioskujemy, »e a jest wielokrotno±ci¡ d′. Symetrycznie d′|b.
�atwo zauwa»y¢, ze równie» d′ jest najwi¦kszym dzielnikiem obu tych liczb, gdy», je±li k|a oraz k|b, to z
de�nicji d′, k|d′.

Zadanie 7 (16). Niech G = 〈g〉 b¦dzie n-elementow¡ grup¡ cykliczn¡. Poka», »e
〈
gk
〉
=
〈
gNWD(n,k)

〉
dla

ka»dego k > 1. Wywnioskuj, »e je±li d|m w m-elementowej grupie cyklicznej, to istnieje dokªadnie jedna

podgrupa mocy d.

Niech d = NWD(n, k). Wtedy d = nx+ky dla pewnych x, y ∈ ZZ. Zatem gd = gnx+ky = (gn)x(gk)y =
(gk)y 3

〈
gk
〉
. Podobnie, je±li d jest dzielnikiem k, to istnieje s, »e ds = k, czyli gk = (gd)s 3

〈
gNWD(n,k)

〉
.

St¡d mamy pierwsz¡ wªasno±¢.
�atwo zauwa»y¢, »e NWD(m

d
,m) = m

d
. Ponadto |

〈
g

m
d

〉
| = d. Korzystaj¡c z pierwszej wªasno±ci, mo»na

pokaza¢, »e
〈
{gk, gl}

〉
=
〈
gNWD(k,l,m)

〉
, a dalej indukcyjnie dla wi¦kszych generatorów. Zatem ka»da

podgrupa jest generowana przez jeden element. Rozwa»my zatem
〈
gNWD(m,k)

〉
. Poniewa» NWD(m, k)

dzieli m, wi¦c istnieje liczba s, »e NWD(m, k)s = m. Zatem powy»sza podgrupa ma s elementów, a z
zaªo»enia musi to by¢ d. St¡d NWD(m, k) = m

d
. Zatem istnieje tylko jedna podgrupa rz¦du d.

Zadanie 8 (20). Oblicz 22017mod 11 oraz 220 + 330 + 440 + 550 + 660mod 7.

Z Maªego Twierdzenia Fermata wynika, »e ap−1 = 1mod p. Zatem 210 = 1mod 11.
Zastanówmy si¦ zatem ile wynosi 25 (5 jest �du»ym� dzielnikiem 10).
25 = 32 = −1mod 11. St¡d 22017 = (25)40322 = (−1)4034 = −4 = 7mod 11.
Podobnie a6 = 1mod 7. Zatem mo»na rozwa»a¢ a3.
23 = 8 = 1mod 7. 5 = −2mod 7, a 3 jest nieparzyste, wi¦c 53 = −23 = −1mod 7.
33 = 27 = −1mod 7, a wi¦c 43 = 1mod 7. Osobno mo»na rozpatrzy¢ przypadek 6 = −1mod 7.
St¡d

220+330+440+550+660 = (23)622+(33)10+(43)1341+(53)1652+(−1)60 = 4+1+4+25+1 = 35 = 0mod 7 .

Zadanie 9 (22). Oblicz ϕ(81000).

Niech
∏

i=1 p
ai
i b¦dzie rozkªadem n na czynniki pierwsze. Zachodzi wtedy wzór

ϕ(n) =
∏
i=1

pai−1i (pi − 1) .

81000 = 23 · 34 · 53, zatem ϕ(81000) = 22(2− 1) · 33(3− 1) · 52(5− 1) = 4 · 54 · 100 = 21600.
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Uwaga Aby udowodnic powy»szy wzór, nale»y najpierw wyznaczy¢ ϕ(1) oraz ϕ(pα), a nast¦pnie sko-
rzysta¢ z wªasno±ci multiplikatywno±ci tocjentu Eulera (w sensie funkcji arytmetycznych (funkcji z CN),
tj. f(n)f(m) = f(nm), gdy tylko NWD(n,m) = 1).

Zadanie 10 (24). Wyznacz wszystkie n, »e ϕ(n) = 6.

Wypiszmy wszystkie dzielniki 6: 1, 2, 3, 6. 1 nie jest pierwsze, ale jest poprzednikiem 2, które jest pierw-
sze. Ponadto p1−1 = 1, dla wszystkich p. 2 jest zarówno pierwsze, jak i poprzednikiem liczby pierwszej. 3
jest pierwsze, ale nie jest poprzednikiem liczby pierwszej. 6 nie jest pierwsze, ale jest poprzednikiem liczby
pierwszej 7.
Przypus¢my, »e 7 jest w rozkªadzie na czynniki (jak we wzorze z poprz. zadania) liczby n. Wtedy 7|n, ale
72 6 |n, bo inaczej 7|ϕ(n). Wtedy ewentualnym dodatkowym czynnikiem jest 1, co oznacza, »e n = 7 lub
n = 14, bo mo»na pozwoli¢ jedynie, »eby p− 1 = 1, czyli p = 2, ale poniewa» 2a−1 = 1, wi¦c a = 1.
Zaªó»my teraz, »e 7 nie ma w rozkªadzie n na czynniki pierwsze. Wtedy rozkªad ten musi zawiera¢ 3, gdy»
nie jest to poprzednik liczby pierwszej, a która± z wielokrotno±ci 3 musi sie pojawi¢ w rozkªadzie ϕ(n),
a wiemy, »e nie mo»e pojawi¢ si¦ w tym przypadku (7 6 |n) »adna inna. Dlatego mo»e pojawi¢ si¦ tylko
w 2 pot¦dze, bo 3a−1 musi dzieli¢ 3, ale nie mo»e dzieli¢ 32. Zatem w±ród czynników ϕ(n) pojawia si¦
31(3− 1) = 6. Analogiczny argument jak w pierwszym przypadku ((p− 1) = 1 i pa−1 = 1) daje, »e n = 9
lub n = 18.
Innych przypadków nie ma, bo w±ród czynników rozkªadu ϕ(n) musi by¢ wielokrotno±¢ 3.

Zadanie 11 (27). Niech p, q b¦d¡ róznymi liczbami pierwszymi wzgl¦dnie pierwszymi z a. Poka», »e

a(p−1)(q−1) = 1mod pq .

Zadanie polega na wykorzystaniu Maªego Twierdzenia Fermata, ale wynika bezpo±rednio z ogólniejszej
wersji twierdzenia (Twierdzenia Eulera), które mówi, »e

aϕ(n) = 1modn ,

je±li NWD(a, n) = 1.

Zadanie 12 (29). Skorzystaj z Chi«skiego twierdzenia o resztach do znalezienia rozwi¡zania równania

x3 − x+ 1 = 0mod 35 .

35 = 5 · 7, wi¦c mo»na rozwa»y¢ ukªad równa« modulo 5 i 7.
Z innej strony, równanie mo»na przeksztaªcic do postaci x(x−1)(x+1) = −1, co oznacza, »e x 6∈ {−1, 0, 1}.
Lew¡ strone powy»szego równania oznaczmy przez w(x). Przy rozwa»aniu Z5 dostajemy, »e x ∈ {2, 3}.
w(2) = 6 = 1. Poniewa» w ma 3 czynniki, zatem w(−2) = w(3) = −1. Zatem x3 − x + 1 = 0mod 5 dla
x = 3.
Podobnie, w Z7, w(2) = 6 = −1. Wiadomo wtedy, »e w(−2) = w(5) = 1. Ponadto w(3) = 24 = 3 oraz
w(4) = −3 = 4. Zatem jedyne rozwi¡zanie x3 − x+ 1 = 0mod 7 to x = 2.
Wracamy teraz do Z35. Rozwi¡zanie jest postaci x = 5k + 3 = 7l + 2, gdzie k, l ∈ Z.
Gdy k = l = 0, to z jednej strony mamy 3, a z drugiej 2, Zatem równica to 1. Ale przy jednoczenym
zwi¦kszeniu k i l o 1, ró»nica maleje o 2, wi¦c po 3 takich krokach wyniesie −5 (wielokrotnos¢ 5 lub 7).
Zatem po dodaniu 5, otrzymamy 0. Zatem jednym z rozwi¡za« jest k = 3+1 = 4 oraz l = 3, czyli x = 23.
Chi«skie twierdzenie o resztach mówi, »e ka»de rozwi¡zanie otrzymujemy z warunku x = 23mod 35 (ka»de
rozwi¡zanie tego równania jest te» rozwi¡zaniem tak»e równania wyj±ciowego i vice versa).

Zadanie 13 (32). Wyznacz generatory grupy Z∗11.
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Rozwa»my kolejne pot¦gi 2 modulo 11: 2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6, 1. Otrzymali±my 10 = 11 − 1 ró»nych,
zatem 2 jest szukanym generatorem. Niech 2 = g. Z zadania 16.[7] wiemy, »e

〈
gk
〉
=
〈
gNWD(n,k)

〉
w n-

elementowej grupie cyklicznej. Chcemy, aby Z∗11 byªa 10-elementow¡ grup¡ cykliczn¡. Zatem aby 2k byªo
generatorem, potrzeba i wystarcza (z tego samego zadania), aby NWD(k, 10) = 1. Czyli generatorami
b¦d¡ pot¦gi 2 o wykªadnikach 1, 3, 7 i 9, czyli odpowiednio 2, 8, 7 i 6.
Je±li na pocz¡tku rozwa»aliby±my 3, a nie 2, to otrzymaliby±my pot¦gi: 3, 9, 5, 4, 1. Nie ma ich 10, co
oznacza, »e to nie wzgl¦dnie pierwsze z 10 pot¦gi generatorów Z∗11, czyli »adna z wymienionych liczb nie
mo»e by¢ generatorem. 10 odpada z podobnych (bardziej oczywistych) powodów. Natomiast ϕ(10) = 4,
a wyrzucili±my ju» 6 liczb, zatem pozostaªe 4 s¡ generatorami.

Zadanie 14 (36.4). Zaªó»my, »e (G, ·) i (H, ?) s¡ sko«czonymi grupami i NWD(|G|, |H|) = 1. Poka», »e

Aut(G×H) oraz Aut(G)× Aut(H) s¡ izomor�czne.

Niech χ ∈ Aut(G × H). Oznaczmy dziaªanie na G × H przez ⊗. Niech eG 6= g ∈ G i eH 6= h ∈ H,
gdzie eG i eH , to odpowiednio elementy neutralne grup G i H. Niech dodatkowo χ(g, h) = (g′, h′), a f
b¦dzie homomor�zmem mi¦dzy Aut(G×H) oraz Aut(G)×Aut(H). Wtedy χ(g, h) = χ(eG · g, h ? eH) =
χ(eG, h) ⊗ χ(g, eH). Przypu±¢my, »e χ(eG, h) = (g′, h′), gdzie g′ 6= eG. Wtedy (eG, eH) = χ(eG, eH) =
χ((eG, h)

ord(h)) = (χ(eG, h))
ord(h) = (g′, h′)ord(h) = (g′ord(h), h′ord(h)), sk¡d g′ord(h) = eG, co oznacza, »e

ord(g′)|ord(h) ale z tw. Lagrange'a, ord(h)||H| i ord(g′)||G|, wi¦c ord(g′)|NWD(|G|, |H|), czyli g′ = eG.
Sprzeczno±¢ z zaªo»eniem.
Zatem χ[{eG}×H] ⊂ {eG}×H. Analogicznie dla χ[G×{eH}]. Ale χ jest bijekcj¡, wi¦c zachodz¡ równo±ci.
Oznacza to, »e χ(g, h) = (ϕ(g), ψ(h)), gdzie ϕ to pewien izomor�zm na G, a ψ � pewien izomor�zm na
H. Wtedy, gdy zde�niujemy f(χ) = (ϕ, ψ), to

(ϕ1 ◦ ϕ2, ψ1 ◦ ψ2) = f(χ1 ⊗ χ2) = f(χ1) ◦ f(χ2) = (ϕ1, ψ1) ◦ (ϕ2, ψ2) = (ϕ1 ◦ ϕ2, ψ1 ◦ ψ2)

pokazuje w istocie homomor�czno±¢ f . Natomiast bijektywno±¢ wynika wprost z bijektywno±ci ϕ oraz ψ.

Uwaga Teza zadania 36.5 jest potrzebna do wyprowdzenia wzoru dla tocjentu Eulera, podanego w
rozwi¡zaniu zadania 22.[9]. (patrz: jedna ze wsze±niejszych uwag).

Twierdzenie 2 (O Izomor�zmie). Niech G,H b¦d¡ grupami, a f : G→ H homomor�zmem.

Wtedy G
∣∣
Ker(f)

jest izomor�czne z Im(f).

Zadanie 15 (38.3). θa(w) = w(a), dla w ∈ R[x].
Znajd¹ pier±cie« R[x]

∣∣
Ker(θa)

.

�atwo zauw»y¢, »e Im(θa(w)) = R. Z tw. o izomor�zmie R[x]
∣∣
Ker(θa)

' Im(θa) = R.

Zadanie 16 (44). Poka», »e Z[x]
∣∣
(x)
' Z.

Niech f = θ0. Wtedy (x) = Ker(θ0), zatem analogicznie do zadania 38.3 otrzymujemy tez¦.

Zadanie 17 (46). Zbadaj pier±cie« R[x]
∣∣
(x2−1).

Zerem powy»szego pier±cienia jest (x2 − 1). x2 − 1 = (x − 1)(x + 1). Zobaczmy, »e przekrój ideaªów
(x− 1) ∩ (x+ 1) = (x2 − 1). Niech f = (θ−1, θ1). Wtedy Ker(f) = (x2 − 1), natomiast Im(f)R2. Zatem
R[x]

∣∣
(x2−1) ' R2

Zadanie 18 (47.1). Poka», »e R[x, y] ' (R[x])[y].
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Niech w(x, y) =
∑n

k=0

∑m
l=0 ak,lx

lyk b¦dzie dowolnym wielomianem z R[x, y]. Piszemy ak,l = [xlyk]w.
Niech f : R[x, y]→ (R[x])[y] b¦dzie zadana wzorem:

f

(
n∑
k=0

m∑
l=0

ak,lx
lyk

)
=

n∑
k=0

(
m∑
l=0

ak,lx
l

)
yk ,

gdzie (∀k)
∑m

l=0 ak,lx
l ∈ R[x].

W przestrzeni wielomianów obowi¡zuje metryka formalna, zatem dwa wielomiany s¡ równe, je±li wszystkie
wspóªczynniki s¡ równe. Je±li w, q ∈ R[x, y] s¡ równymi wielomianami, to istnieje k, l, »e [xlyk]w 6= [xlyk]q.
Ale wtedy [yk]f(w) 6= [yk]f(q). St¡d mamy ró»nowarto±ciowo±¢ f . Proste spostrze»enie, »e f−1 jest
funkcj¡, daje surjektywno±¢. Mor�zm jest oczywisty.
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