Zadanie 1 (2.1). Pokaz, ze (P(X),\) jest grupg abelowq, dla X # 0.

Zauwazmy wpierw, ze dla wszystkich A, B C X, AAB C AUB C X, zatem P(X) jest zamnkicte na
dziatanie A.

Zauwazmy, ze (r € AAB) & ((x € A)V(z € B)), zatem wystarczy sprawdzi¢, ze zbior waluacji zdan z
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dziataniem V jest grupg abelowa: 0 [ 0] 1
1 0

Latwo zauwazy¢, ze 0 jest elementem neutralnym takiej grupy.

W kazdym wierszu i kolumnie tabelki mamy dokladnie jeden element neutralny. Zatem istnieje element

przeciwny do kazdego dla takiej grupy. W dodatku kazde 0 jest na przekatnej, co oznacza, ze kazdy ele-

ment jest sam do siebie przeciwny wzgledem V.

W dodatku macierz wynikéw jest symetryczna wzgledem przekatnej, wiec dziatanie to jest abelowe.

Dla wszystkich waluacji x,y zachodzi (0Vx)Vy = 0V(zVy) (ten fakt zachodzi dla (symetrycznych) ele-

mentoéw neutralnych w dowolnej strukturze algebraicznej). Podobnie, gdy zamienimy z,0 lub y, 0 rolami.

Ostatni przypadek do sprawdzenia tacznosei to (1V1)V1 = 0vV1 =1 =1V0 = 1V(1V1).

Stad rowniez (P(X), /) jest grupa abelowa. Jej element neutralny e to zbior pusty, bo dla wszystkich

r e X, x €e=0,bo0 bylo elementem neutralnym poprzedniej grupy.

Podobnie A™! = A, bo dla wszystkichz € X,z € A=x€ Al orazzx ¢ A= 2 ¢ A™', bo w poprzedniej

grupie element przeciwny do elementu byt sobg samym.

Zadanie 2 (2.2). Niech |X| = n. Pokazaé, zZe (P(X),A) jest izomorficzna z (Cy X ... x Cy, +én)).
Niech A C X = {x1,29,...,2,}.
Okreslmy funkcje charakterystyczna zbioru A: x(A) = (1a(z1), La(za), ..., 1a(x,)), gdzie

1, z€ A

1A(£>:{ O, :L‘¢A
Jasne jest, ze jesli A # B, to istnieje z; € AAB, zatem i — ta wspoélrzedna |x(A) — x(B)| = 1, wiec
X jest iniekcja. Poniewaz przyjmuje ona rowniez 2" roznych wartosci, a |P(X)| = 2", to jest rowniez
surjekcja. Ponadto jest to (homo)morfizm, gdyz korzystajac z tego, ze tabelka dzialania V jest identyczna
z dodawaniem w C, mamy:

X(AAB) = (Lanp(@1), 1aap(@2), - . ., Laap(@a)) = (La(z1)+olp(@), . .., La(a)+olp(@,)) = x(A)+5x(B) .

—_

Uwaga ({0,1},V) jest grupa izomorficzna z (Cy, +5), skad mozna rowniez wnioskowac¢ powyzszy fakt.
Q Co to jest podgrupa normalna?

A Jest to podgrupa H < G, ze (Vg € G)gH = Hg, gdzie gH := {gh: h € H} oraz Hg := {hg: h € H}.
Oznaczamy ja przez H < G.

Zadanie 3 (6). Niech H < G i |G/H| = 2. Pokaz, ze H<G.

Jesli h € H, to hH = H, gdyz dla dowolnego h' € H mamy: h' = h(h™'1'), gdzie h=*h/ € H, bo to grupa.
Zatem H € G/H.

Niech zatem g ¢ H. Wtedy gH N H = (), bo inaczej (3h,h' € H)gh' = h, czyli g = '"'h € H, wbrew
zalozeniu. W identyczny sposob dowodzimy, ze Hg N H = (). Stad G/H = {H,gH }.

Oczywiscie HUgH = G, bo inaczej istnieje ¢’ z dopelnienia tej sumy mnogosciowej, ktore nalezy do
g H(> g'e). To oznaczaloby, ze |G/H| > 2. Z podobnych wzgledow HUHg C G (nie znamy mocy warstw
prawostronnych G\ H).

Mnozac lewostronnie HUgH = G przez g~ ', a nastepnie prawostronnie przez g, otrzymujemy ¢ ' HgUH g =
G. Stad H C g 'Hg, czyli gH C Hg. Zatem G = HUgH C HUHg C G. Stad mamy gH = Hyg.
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Q Co nalezy pokazaé¢, aby uzasadnié¢, ze H < G, jesli wiemy, ze G jest grupa?

A Wystarczy udowodnié, ze
(Vo,yc H)yzy '€ H

oraz, ze H C G, a jesli H jest skoniczonym podzbiorem G, to mozna w zamian sprawdzi¢ warunek
(Ve,y e H)xzy € H .

Zadanie 4 (7). Niech G = (R?,+) oraz H = {(z,0) : * € R}. Pokaz, ze H<G. Znajdz homomorfizm
f:G—=R, ze ker(f) = H. Wyznacz G/H.

H < G, bo (21,0) + (=22,0) = (z1 — 22,0) € H. Wezmy dowolne g := (s,t) € G. Wtedy
gH = {(z + s,t) : z,5,t € R} = R x {t}(= [(0,t)].). Oczywiscie gH = Hg, bo + w R? jest dziala-
niem przemiennym, wiec wobec dowolnosci g, H jest podgrupa normalna.

Przyktadem homomorfizmu f, spelaniajacego warunki zadania, jest warto$¢ drugiej wspotrzednej: f(x,y) =
(0,9).

flz,u1) + f(z2,y2) = (0,y1) + (0,92) = (0,91 + y2) = fx1 + 22,91 + y2). Wtedy kerf to zbioér tych
punktow plaszeyzny, ktorych druga wspotrzedna to 0, czyli H. Innym przykladem takiego endomorfzimu

(homomorfizmu ,w siebie”) moze byé¢ przeskalowanie powyzszej funkcji f.
Zauwazylismy wczesniej, ze (s,t)H =R x {t} =[(0,%)]~, zatem G/H = {R x {t} :t € R} = (R, +).

Q Czym roznia sie klasy abstrakeji g, wyznaczonych za pomocg lewostronnych warstw od wyznaczonych
za pomoca prawostronnych warstw?

A Niech H < G oraz x € gH, co oznacza, ze ¢ 'x € H, a zatem x ~, g, gdy zachodzi ten warunek. Stad
lg]~, ={z € G: g7 'z € H}. Analogicznie, jesli x € Hg, to xg~' € H, czyli [g]~, = {r € G : zg™ € H}.
7 definicji powyzszych klas abstrakcji widaé, ze, gdy G jest przemienng grupa, to H < G.

Q 7 istnienia pojecia normalno$ci podgrupy mozna sie spodziewaé, ze istnieja podgrupy, ktérych gH #
Hg. Czy dla kazdej podgrupy, warstwa lewostronna gH jest rowna jakiej$ warstwie prawostronnej H¢',
gdzie g nie koniecznie jest rowne ¢'?

A Nie. Odpowiedz ponizej.
Zadanie 5 (11.2). Wyznacz warstwy podgrupy H = {Id, (2,3)} w G = S;.

Wartstwy lewostronne:
IdH = (2,3)H ={1d,(2,3)};
(1,2,3)H = (1,2)H = {(1,2,3),(1,2) };
(1,3,2)H = (1,3)H = {(1,3,2),(1,3)}.

Warstwy prawostronne:
HId=H(2,3)={Id,(2,3)};
H(1,2,3) = H(1,3) = {(1,2,3),(1,3)};
H(1,3,2) = H(1,2) = {(1,3,2),(1,2)}. Wniosek: H nie jest podgrupa normalna G.

Zadanie 6 (15). G jest grupg abelowq, gdzie a,b € G oraz ord(a) = 5 oraz ord(b) = 2. ZnaleZé postaé

{a,b}).



7 zatozen o rzedzie elementéw, wiadomo, ze nasza podgrupa generowana przez a i b musi zawieraé ele-
menty e, a, a?,a®, a*, b. Ponadto, wiadomo, ze jest podgrupa grupy abelowej, jest przemienna, co oznacza,
ze kazdy element mozna zapisa¢ w postaci a®b® (np. a®baba® = a’ba’b = a’b*a® = a°b® = €? = e), pray
czym sens maja tylko potegi naturalne, mniejsze od odpowiednich rzedow, tj. « € {0,1,2,3,4},ab € {0,1}
(np. a'® = (a°)%a® = e%a® = a?). Stad dostajemy, ze ({a,b}) = {e,a,a? a*, a*, b,ba, ba*, ba® ba'}.

Twierdzenie 1 (Euklides). Niech a,b € Ny oraz d = NW D(a,b). Istniejq takie x,y € Z, ze ax + by = d.
Ponadto nie istniejg r € Z, ze 0 < r < d oraz r = ax + by dla pewnych x,y € Z.

Dowdd. Rozwazmy zbior D = {¢ > 0 : ¢ = ax + by, x,y € Z}. D jest niepusty, bo zawiera a oraz b.
Zatem posiada element najmniejszy (z czego to wynika?). Oznaczmy go przez d'. Niech a = qd’ + r, gdzie
0<r<d. Wtedy a = q(axz + by) + 7, czyli 7 = a(l — qz) — bqy. Stad albo r € D ir < d', co jest
sprzeczne z minimalnoscia d’ albo r = 0. Wnioskujemy, ze a jest wielokrotnoscia d’. Symetrycznie d'|b.
FLatwo zauwazy¢, ze rowniez d’ jest najwiekszym dzielnikiem obu tych liczb, gdyz, jesli k|a oraz k|b, to z
definicji d', k|d'. O

Zadanie 7 (16). Niech G = (g) bedzie n-elementowq grupg cykliczng. Pokaz, ze (gF) = (gNWP(R)) dia
kazdego k > 1. Wyuwnioskuj, ze jesli d|m w m-elementowej grupie cyklicznej, to istnieje doktadnie jedna
podgrupa mocy d.

Niech d = NW D(n, k). Wtedy d = nx+ky dla pewnych z,y € ZZ. Zatem g? = g"*+*v = (g")*(g*)¥ =

(g%)? 2 (g*). Podobnie, jesli d jest dzielnikiem k, to istnieje s, ze ds = k, czyli g" = (g%)* > (g"WPh)),
Stad mamy pierwsza wlasnosé.
Latwo zauwazy¢, ze NWD(%,m) = Ponadto | (g4 )| = d. Korzystajac z pierwszej wlasnosci, mozna
pokaza¢, ze ({g*, ¢'}) = (¢VM"WPHELm)) "a dalej indukeyjnie dla wigkszych generatorow. Zatem kazda
podgrupa jest generowana przez jeden element. Rozwazmy zatem <gNWD(m k)>. Poniewaz NW D(m, k)
dzieli m, wiec istnieje liczba s, ze NW D(m, k)s = m. Zatem powyzsza podgrupa ma s elementow, a z
zalozenia musi to by¢ d. Stad NW D(m, k) = %. Zatem istnieje tylko jedna podgrupa rzedu d.

£
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Zadanie 8 (20). Oblicz 2*°'" mod 11 oraz 2% 4 3% + 440 + 59 4+ 60 mod 7.

7 Malego Twierdzenia Fermata wynika, ze a?~! = 1 mod p. Zatem 2'° = 1 mod 11.
Zastanowmy sie zatem ile wynosi 2° (5 jest ,duzym” dzielnikiem 10).
2 =32 = —Lmod 1. Stad 27 = (2%)1%72? = (~1)!% = —4 = Tmod 11
Podobnie a® = 1 mod 7. Zatem mozna rozwazac¢ a®.
23 =8 =1mod7. 5= —2mod7, a 3 jest nieparzyste, wiec 5> = —23 = —1mod 7.
3% =27 = —1mod7, a wiec 4> = 1 mod 7. Osobno mozna rozpatrzyé¢ przypadek 6 = —1mod 7.
Stad

220 4 330 1440 1 550 4 690 = (2%)622 4 (3%)10 - (431341 4 (5%)105% 4 (—1)% = 441 +4425+1 =35 = 0mod 7 .
Zadanie 9 (22). Oblicz ¢(81000).

Niech [],_, p{* bedzie rozktadem n na czynniki pierwsze. Zachodzi wtedy wzor

Hpaz—l N 1

81000 = 23 31. 53, zatem (81000) = 22(2 —1)-33(3 — 1) - 52(5 — 1) = 4 - 54 - 100 = 21600.



Uwaga Aby udowodnic powyzszy wzor, nalezy najpierw wyznaczy¢ ¢(1) oraz ¢(p®), a nastepnie sko-
rzysta¢ z wlasno$ci multiplikatywnosci tocjentu Eulera (w sensie funkcji arytmetycznych (funkcji z CV),
. f(n)f(m) = f(nm), gdy tylko NWD(n,m) = 1).

Zadanie 10 (24). Wyznacz wszystkie n, ze o(n) = 6.

Wypiszmy wszystkie dzielniki 6: 1,2, 3,6. 1 nie jest pierwsze, ale jest poprzednikiem 2, ktore jest pierw-
sze. Ponadto p'~! = 1, dla wszystkich p. 2 jest zaréwno pierwsze, jak i poprzednikiem liczby pierwszej. 3
jest pierwsze, ale nie jest poprzednikiem liczby pierwszej. 6 nie jest pierwsze, ale jest poprzednikiem liczby
plerwszej 7.

Przypusémy, ze 7 jest w rozkladzie na czynniki (jak we wzorze z poprz. zadania) liczby n. Wtedy 7|n, ale
72 Jn, bo inaczej 7|p(n). Wtedy ewentualnym dodatkowym czynnikiem jest 1, co oznacza, ze n =7 lub
n = 14, bo mozna pozwoli¢ jedynie, zeby p — 1 = 1, czyli p = 2, ale poniewaz 2°~! = 1, wiec a = 1.
Zalozmy teraz, ze 7 nie ma w rozktadzie n na czynniki pierwsze. Wtedy rozktad ten musi zawiera¢ 3, gdyz
nie jest to poprzednik liczby pierwszej, a ktorag z wielokrotnosci 3 musi sie pojawi¢ w rozkladzie ¢(n),
a wiemy, ze nie moze pojawi¢ sie w tym przypadku (7 fn) zadna inna. Dlatego moze pojawié¢ sie tylko
w 2 potedze, bo 3% musi dzieli¢ 3, ale nie moze dzieli¢ 32. Zatem wsrod czynnikow ¢(n) pojawia sie
3'(3 — 1) = 6. Analogiczny argument jak w pierwszym przypadku ((p —1) =11 p®! =1) daje, Ze n =9
lub n = 18.

Innych przypadkow nie ma, bo wérod czynnikoéw rozktadu p(n) musi byé wielokrotnosé 3.

Zadanie 11 (27). Niech p,q bedq réznymi liczbami pierwszymi wzglednie pierwszymi z a. Pokaz, zZe
a®P D=1 —q modpq .

Zadanie polega na wykorzystaniu Matego Twierdzenia Fermata, ale wynika bezposrednio z ogélniejszej
wersji twierdzenia (Twierdzenia Eulera), ktore mowi, ze

a?™ = 1modn ,
jesli NWD(a,n) = 1.
Zadanie 12 (29). Skorzystaj z Chiriskiego twierdzenia o resztach do znalezienia rozwigzania réwnania
*—z+1= 0mod35 .

35 =57, wiec mozna rozwazy¢ uktad réwnan modulo 51i 7.
7 innej strony, rownanie mozna przeksztaltcic do postaci z(x—1)(x+1) = —1, co oznacza, ze x ¢ {—1,0,1}.
Lewa strone powyzszego réwnania oznaczmy przez w(zx). Przy rozwazaniu Zs dostajemy, ze x € {2,3}.
w(2) = 6 = 1. Poniewaz w ma 3 czynniki, zatem w(—2) = w(3) = —1. Zatem 2° — x + 1 = 0mod5 dla
r = 3.
Podobnie, w Z7, w(2) = 6 = —1. Wiadomo wtedy, ze w(—2) = w(5) = 1. Ponadto w(3) = 24 = 3 oraz
w(4) = —3 = 4. Zatem jedyne rozwiazanie 2> —x + 1 = 0mod7 to r = 2.
Wracamy teraz do Zss. Rozwigzanie jest postaci x = 5k + 3 = 7l + 2, gdzie k,[ € Z.
Gdy k =1 = 0, to z jednej strony mamy 3, a z drugiej 2, Zatem réwnica to 1. Ale przy jednoczenym
zwiekszeniu k i [ o 1, roznica maleje o 2, wiec po 3 takich krokach wyniesie —5 (wielokrotnosé 5 lub 7).
Zatem po dodaniu 5, otrzymamy 0. Zatem jednym z rozwiazan jest k = 3+ 1 =4 oraz [ = 3, czyli z = 23.
Chinskie twierdzenie o resztach mowi, ze kazde rozwiazanie otrzymujemy z warunku z = 23 mod 35 (kazde
rozwigzanie tego rownania jest tez rozwiazaniem takze rownania wyjSciowego i vice versa).

Zadanie 13 (32). Wyznacz generatory grupy Z;,.



Rozwazmy kolejne potegi 2 modulo 11: 2,4,8,5,10,9,7,3,6,1. OtrzymaliSmy 10 = 11 — 1 réznych,

zatem 2 jest szukanym generatorem. Niech 2 = g. Z zadania 16.[7| wiemy, ze (¢*) = (¢""VP"P) w n-
elementowej grupie cyklicznej. Chcemy, aby Z%, byla 10-elementows grupa cykliczng. Zatem aby 2* byto
generatorem, potrzeba i wystarcza (z tego samego zadania), aby NW D(k,10) = 1. Czyli generatorami
beda potegi 2 o wyktadnikach 1,3,71 9, czyli odpowiednio 2,8,7 i 6.
Jesli na poczatku rozwazaliby$my 3, a nie 2, to otrzymalibySmy potegi: 3,9,5,4,1. Nie ma ich 10, co
oznacza, ze to nie wzglednie pierwsze z 10 potegi generatoréw Zj,, czyli zadna z wymienionych liczb nie
moze by¢ generatorem. 10 odpada z podobnych (bardziej oczywistych) powodow. Natomiast ¢(10) = 4,
a wyrzuciliSmy juz 6 liczb, zatem pozostalte 4 sa generatorami.

Zadanie 14 (36.4). Zatdzmy, ze (G,-) i (H,*) sq skoriczonymi grupami i NW D(|G|,|H|) = 1. Pokaz, ze
Aut(G x H) oraz Aut(G) x Aut(H) sq izomorficzne.

Niech y € Aut(G x H). Oznaczmy dziatanie na G x H przez ®. Niech eq # g € Giey # h € H,
gdzie eg i ey, to odpowiednio elementy neutralne grup G i H. Niech dodatkowo x(g,h) = (¢',h'), a f
bedzie homomorfizmem miedzy Aut(G x H) oraz Aut(G) x Aut(H). Wtedy x(g,h) = x(eq - g,h*en) =
x(ea,h) ® x(g,en). Przypusémy, ze x(eq, h) = (¢',), gdzie ¢ # eq. Wtedy (eq,en) = x(eg,en) =
X((eG h)ord h)) — (X(eG h))ord h) _— (g h/)o’rd h) _ <g/ord(h)’hlord(h))7 sk@d g/ord h) _— ec, CO oznhacza, ze
ord(g')|ord(h) ale 7z tw. Lagrange’a, ord(h)||H| i ord(g’)HG\, wiec ord(g')|NW D(|G|,|H|), czyli ¢ = eg.
Sprzeczno$é z zalozeniem.

Zatem x[{eg} x H] C {ec}x H. Analogicznie dla x[G x {eg}]. Ale x jest bijekcja, wiec zachodza réwnosci.
Oznacza to, ze x(g,h) = (v(g),¥(h)), gdzie ¢ to pewien izomorfizm na G, a 1) — pewien izomorfizm na
H. Wtedy, gdy zdefiniujemy f(x) = (v, %), to

(901 0 g, 11 0 1) = f(Xl ® Xz) = f(Xl) ° f(Xz) = (@17%) © (@2#?2) = (901 0 (2,11 © %)

pokazuje w istocie homomorficzno$¢ f. Natomiast bijektywnosé¢ wynika wprost z bijektywnosci ¢ oraz .

Uwaga Teza zadania 36.5 jest potrzebna do wyprowdzenia wzoru dla tocjentu Eulera, podanego w
rozwiazaniu zadania 22.[9]. (patrz: jedna ze wsze$niejszych uwag).

Twierdzenie 2 (O Izomorfizmie). Niech G, H bedg grupami, a f : G — H homomorfizmem.
Wtedy G‘K jest izomorficzne z Im(f).

Zadanie 15 (38.3). 0,(w) = w(a), dla w € R[z].
Znajdz piericien Rlx ‘Ker(@ )

Latwo zauwzy¢, ze Im(0,(w)) = R. Z tw. o izomorfizmie R|x ~ Im(f0,) = R.

‘Ker 0a) —

Zadanie 16 (44). Pokaz, ze Z[x |( =

Niech f = 6,. Wtedy (z) = Ker(6y), zatem analogicznie do zadania 38.3 otrzymujemy teze.

Zadanie 17 (46). Zbadaj pierscien R[m]‘(xLl).

Zerem powyzszego pierScienia jest (22 —1). 22 — 1 = (z — 1)(z + 1). Zobaczmy, ze przekro] ideatow
(x—1)N(x+1)=(22—1). Niech f = (0_1,60,). Wtedy Ker(f) = (2? — 1), natomiast Im(f)R?. Zatem
R[xH(xQ_l) ~ R?

Zadanie 18 (47.1). Pokaz, ze R[x,y] ~ (R[z])[y].



Niech w(z,y) = > 1o > oo akix'y" bedzie dowolnym wielomianem z Rz, y]. Piszemy ay,; = [z'y*|w.
Niech f: R[z,y] — (R[z])[y] bedzie zadana wzorem:

f (Z Zak,ll'lyk) = Z <Z &k,l$l> yk ,
k=0 1=0 k=0 \1=0

gdzie (Vk) D)%, ap2t € Rlz].

W przestrzeni wielomianéw obowiazuje metryka formalna, zatem dwa wielomiany sa rowne, jesli wszystkie

wspotezynniki sg rowne. Jesli w, ¢ € R[z,y| sa rownymi wielomianami, to istnieje k, I, ze [z'y*|w # [2'y¥]q.

Ale wtedy [v¥]f(w) # [v*]f(¢). Stad mamy réznowartosciowosé f. Proste spostrzezenie, ze f~1 jest

funkcja, daje surjektywnos¢. Morfizm jest oczywisty.



