Dystrybuanty i gesto$ci — definicje, fakty, przyktady

4 grudnia 2017

1 Dystrybuanty

Definicja 1.1. Dystrybuantq rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, o wartosciach w R, na-
zywamy funkcje

Fakt 1. Powyzej zdefiniowana dystrybuanta jest prawostronnie ciggta i posiada lewostronne granice, tj.

(Vay)  lim F(z) = F(ao) (1)
(Va0) Gg € 0.1])  lim F(a) =g . ©)
UWAGA:

Istnieje inna, alternatywna definicja dystrybuanty:

F(z) = P(X < 1) .

Wtedy dystrybuanta jest lewostronnie ciaglta i posiada prawostronne granice, tj. ,+" i,-  zamieniaja si¢
rolami w réwnaniach (1) oraz (2).

Fakt 2. Kazda dystrybuanta F : R — R (prawostronnie ciggta) spetnia ponizsze wlasnosci:
1. lim, o F(z) =0,
2. lim, o F(z) =1,
3. F jest niemalejgca,
4. F jest prawostronnie ciggta i posiada lewostronnne granice.

UWAGA:

Dla dystrybuant lewsotronnie ciagtych, w ostatniej wtasnosci nalezy zamienié miejscams fragmenty ,lewo-’

z ,prawo-".

U

Fakt 3. Bedziemy wyrdzniaé 3 rodzaje dystrybuant:
e Cigglq (absolutnie)
o Skokowq

o (iggto-skokowq
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Rysunek 1: Przyktad dystrybuanty prawostronnie cigglej
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Rysunek 2: Przyktad dystrybuanty lewostronnie ciggte]
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Rysunek 3: Przyktad dystrybuanty ciagtej absolutnie

1.1 Dystrybuanta ciggla

Fakt 4. W pierwszym przypadku, istnieje funkcja f, ktorg nazywamy gestoscig rozktadu prawdopodobieri-
stwa. Spetnia ona warunek:

F(z) = / F(tydt (3)

a w szczegdlnosci:

- / o ()

(Osoby znajace calke Stieltjesa, moga zapisa¢ powyzsze calki jako [ dF(t) w odpowiednich granicach.)

Definicja 1.2. Wartosé oczekiwanej funkeji zmiennej losowej o(X) wyliczamy wtedy ze wzoru:
Bo(X) = [ e(o)f@)d

jak np.
EX = /:Ef(:c)dac.

1.2 Dystrybuanta skokowa

W drugim przypadku istnieje ciagg punktow (z;), ktore sg mozliwymi wartosciami zmiennej X. Ciag ten
moze by¢ skoniczony, ale nie musi (np. ile razy trzeba rzucaé kostka szescienng, by w koricu wyrzucié ”677).
Kazdy skok dystrybuanty odpowiada wtedy prawdopodobienistwu p; (p; sa odpowiednikiem gestosci) wy-
losowania danej liczby x;.



UWAGA:

X moze przyjaé¢ inne wartosci, niz x; z prawdopodobienistwem 1, ale to si¢ "raczej” nie zdarza.

Przyktad 1. Dzielimy ptaszczyzne prostg na dwie czeSci: A ¢ B. Jesli wylosujemy punkt z A, to X
przyjmuje wartosé —1, gdy wylosujemy punkt z B — X =1, a gdy wylosujemy punkt z prostej, to X = 0.

Wtedy P(X = —1) = P(X = 1) = 3, a P(X = 0) = 0. Dystrybuanta (prawostronnie ciagta) jest wtedy
okreslona wzorem:

0 ,gdyx<—1;
Flz)=q 53 ,g9dy —1<z<1;
1, gdyx>1;

Jak widaé, w zerze nie ma wtedy atomu (skoku), a mimo wszystko da sie wylosowaé 0.
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Rysunek 4: Wykres dystrybuanty z Przyktadu 1

Fakt 5. W przypadku, gdy dystrybuanta zmiennej X ma skoniczenie wiele skokow, to zachodzi analogon

rownosci (3):

z; <z

i (4):
1= sz )
i=1
gdzie n to liczba atomow dystrybuanty.

Definicja 1.3. Podobnie jak poprzednio, okreslamy rowniez wartosci oczekiwane funkcji zmiennych loso-
wych:

Ep(X) =Y o(z:)p: |
i=1
w szezegolnosci:

i=1
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Przyktad 2. Niech X przyjmuje n wartosci. Kazde z pmwdopodobzenstwem (np. n =6 dla rzutu kostkq
szescienng).
Wtedy Srednia (warto$é oczekiwana zmiennej X ) jest dana wzorem:

Ex = st T
n
W przypadku kostki szeScienney:
6
EX = Zi:lZ
6
10}
0Bl
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Rysunek 5: Wykres dystrybuanty dla kostki szesciennej z Przyktadu 2

BARDZO WAZNA UWAGA:
Gdy mamy do czynienia z rozktadem, ktory ma nieskonczenie wiele skokdéw, to jedyne zmiany we wzorach
to zamiany n na oo.

Przyktad 3. (Rozklad geometryczny) Student inzynierii biomedycznej zdaje kurs prawdopodobierstwa z
prawdopodobienstwem 0.75, niezaleznie od tego, czy podchodzit to takiego kursu wczesniej, czy nie. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze zda w co najwyzej 8 podejsciach?

Niech X oznacza liczbe podejsé studenta. Wiedy

P(X =k)=025"1.075, k=1,2,....

SEON

k<z

Mozna wtedy wyznaczyé dystrybuante:

Cheemy obliczyé P(X < 8), czyli F'(8):
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Rysunek 6: Wykres dystrybuanty dla rozkladu Geo(3) z Przykladu 3

1.3 Dystrybuanta cigglo-skokowa

W trzecim rozwazanym przypadku, dystybuanta to kombinacja dwoch poprzednich. Wszelkie wzory za-
chodza w bardzo analogiczny sposob:

Bo(X) = [ e@)fla)ds+ 3 plap

EX = /xf(x)deeripi.

Fakt 6. Mozna wyliczaé prawdopodobieristwo dla konkretnych wartosci xo, przy uzyciuv dystrybuanty:
P(X =) = F(ag) — Flag) ,

gdzie F(x7) = limi F(z) to granice jednostronne (,+” — prawo-, a ,lewo-").
m—)xo

ISTOTNA UWAGA:
Wzor ten ma sens stosowaé dla rozktadow skokowych lub ogdlniej — ciggto-skokowych.
Warto zauwazyé, ze ciggto$é dystrybuant powoduje, ze: dla prawostronnych — F(x%) = F(z), a dla
lewostronnych — F(x~) = F(x).

Przyktady dystybuant cigglo-skokowych sa przedstawione na Rysunkach 1,2,9,11 i 13.
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2 Gestosé

Fakt 7. Dystrybuanta ciggta (ciggto-skokowa) posiada gestosé prawdopodobieristwa (odpowiednio: niepetng
gestosé pr.), dang wzorem:

f() = F'(a) .

UWAGA:
Funkcja f, ktora pojawiata sie w poprzedniej sekcji jako funkcja podcatkowa jest gestoscia prawdopodo-
bieristwa.

Przyklad 4. Znaleié gestosé rozktadu zmiennej X o dystrybuancie zadanej wzorem:

1—e 2, dlax>0
F(x)_{(), dlax <0

a nastepnie obliczyé wartosé oczekiwang z eX.

Zaczynamy od policzenia:
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Rysunek 7: Wykres dystrybuanty z Przyktadu 4

b [ 2e7%, dlax>0
F(""”)_f@)_{o, dla v < 0

Nastepnie sprawdzamy, czy F(x) jest ciggla, zeby sprawdzié, czy nie ma przypadkiem skokdéw. Jedyny

200

Rysunek 8: Wykres gestosci z Przyktadu 4



podejrzany punkt to 0, wiec liczymy F(0) =0 oraz F(07) = 0. Zatem F — ciggla.
Nastepne zadanie to policzenie:

0, dla z <0
Flz)=} %% dla0<z<1
1, dla x > 1
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Rysunek 9: Wykres dystrybuanty F'(z) z Przyktadu 5

Jaki to rodzaj zmiennej? ZnaleZé gestosé zmiennej X oraz dystrybuante, gesto$é i typ zmiennej warun-
kowej X|X > 0. Obliczyé¢ EX oraz VarX.
Policzmy gestosé:

0, dlax<0
fx(x) = %, dla 0 <z <1
0, dlax>1

Niestety
1

[ retonae= Lot

0

wiec zmienna X jest typu cigglto-skokowego, a suma dlugosci skokow wynosi 1 — % = %
W jakich punktach dochodzi do skokow? Na trzech zdefiniowanych fragmentach dystrybuanta jest ciagta,
wiec pozostaja dwa punkty podejrzane: 0 i 1. F(0) = §7 a F(07) =0, co oznacza, zZe jedyny skok jest w
zerze, bo P(X = 0) = 2, a to suma dlugodci wszystkich skokow.

Aby wyznaczyé gesto$é zmiennej warunkowey, nalezy skorzystaé ze wzoru:

0, dlax <0
fx(@)  fx(@) fx(@) _J
P(X>O)—1—P(X§O)_1—F(0)_3fX($)_ é Zgzgifd ’

fX|X>0(95) =



co jest gestoscig rozktadu jednostajnego U(0,1).
Aby wyliczyé dystrybuante, korzystamy ze wzoru:

0, dla x <0
y i 0, dlaz<0
lde, dla0<z<1 ’
Fx|x>o(x) = / 3fx(x)dr = of ‘ eu=d =< 2, dla0<z<1
1, diax>1

1
e [ ldz, dlax>1
0

fatwo zauwazyé, ze to zmienna typu cigglego.
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Rysunek 10: Wykres dystrybuanty Fx|xso(x) z Przyktadu 5

Przejdzmy do wartosci oczekiwanej:

1

1 1,0 1

]EX:/xgdx—i—O-%:E(a:)O:g
0

0TaZ WATiaNcyi:

1
VarX = E(X-EX)? = EX’-2E(XEX)+(EX)? = EX*—2EX EX+(EX)’ = EX*~(EX)* =EX*— .

Policzmy zatem drugi moment:

1
1 1 11
2 2 2 _ 3 _
0

stgd:
1 1
V(M‘X:———:i:i.
9 36 36 12

Przyklad 6. Niech dystrybuanta zmiennej X bedzie zadana wzorem:

0, dla x < —4
cvr+5, dia —4<z<-1
F(z)=¢ 3, dla —1<z<1
cvr+12, dlal1 <z <4
1, dlax >4
Wyznaczyé parametr c, jesli wiadomo, ze P(X = —1) = %. Nastepnie wyznaczyé:
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8. gestosé zmiennej X,

9. wartosé oczekiwang zmiennej Y = \/X + 3.5%| + 8.5, przy zalozeniu, ze Y jest dobrze okreslona

oraz dystrybuante tej zmiennej i jej gestosé.

o 04l
.

= ~a =) 2 P ”
Rysunek 11: Wykres dystrybuanty Fx(z) z Przyktadu 6
Zavwazmy, ze

o 1
wiec ¢ = ;.

1. W —4 oraz 1 sq skoki, bo:

4 4

P(X €{-4,1}) = (F(-4) - F(=47))+(F(1) - F(17)) = (;l\/‘_ 0) + (l\/l__ §> _Vi3-2
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2. Mozna zauwazyé, ze w 4 nie ma skoku, gdyz:

1
P(X:4):(F(4)—F(4‘)):1—Z\/E:0.
3. ;
PX<1)=lim P(X<z)=F(17)=-.
Tz—1~ 4
4 .
P(Xgl)zF(l):Z\/ﬁ.
5.
P(-5<2X +3<3)=P(—8<2X <0)=P(-4< X <0)=P(X <0)— P(X < —4) =
3 3
—FO0)—FA)=-0="2.
07)-F@7)=7-0=7
6.
V12
PInX>1)=P(X>e)=1-P(X <e)=1-F(e)=1— 4+€
7.
PIX|>1)=1-P(|X|<1)=1-P(-1<X<1)=1-(P(X <1)— P(X < -1)) =
3 3
—1-FO)+F-1)=1-"4+"=1.
(17) + F(-1) 1711
8.
0, dla v < —4
}12 i+5, dla —4<zx<-1
f(z)=14 0, dla —1<z<1 |
iz\h«iﬁ’ dlal1 <z <4
0 dla x >4

a ponadto posiada skoki, ktore zostaly wyliczone powyzej, P(X = —4) =
oraz P(X =1) = 1.

sos
0.06 |

004 |
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Rysunek 12: Wykres gestosci fx(x) z Przyktadu 6
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9. Po piersze, nalezy wyznaczyé dziedzine Y, czyli spostrzec, ze X # 0 oraz X > —5. Prawdopodo-

bienstwa takich zdarzen wynoszq 0. Wystarczy zauwwazyé, Ze w przypadku, gdy —5 < X < 0, to
Y=vVX+5 agdy X >0,t0Y =vX+ 12, wiec:

-1
1 1 1 Vv13 -3
—4

VT +5
4
1 1 1
+0+V1+12- -+ Ve+12  ————dx + 0 =
4 /:p 42\/x+12x
1
-1 4
1 1 2v13 -6 V13 1 3v13—5 6 3v13—2
:——i—/—dx—i— + —l—/—da::——i——:—.
4 8 4 4 8 4 8 4
—4 1

Aby wyliczyé dystrybuante tej zmiennej, potrzeba rozwazyé dwa przypadki: gdy X > 0 ¢ gdy —5 <
X < 0. W pierwszym — Y > /12, a w drugim — 0 <Y < /5. Niech najpierwej y > /12. Wtedy

Fry)=PY <y)=1-PY >y =1-PNVWX+12>y)=1—-P(X +12>9*) =
=1-P(X>y*—12) = P(X <y*—12) = Fx(y* — 12) .

Gdy natomiast 0 < y < \/3, to
Fy(y)=P(Y <y)=P(VX +5<y)=P(X +5<y*) =P(X <y*—5) = Fx(y>—5) .
Stqd, po dtuzszym rozwazeniu mozliwych przypadkow, otrzymujemy:
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Rysunek 13: Wykres dystrybuanty Fy (y) z Przyktadu 6

dlay <1
dla1<y<?2
dla2<y<+V13
dla V13 <y < 4
dla y >4

=

Fy(y) =

= o= O
<

a zatem rowniez funkcje gesto$ci:

dlay <1
dla1<y<?2
dla2 <y <13
dla V13 <y <4
dlay >4

fY(?J) =

Orim O ki O
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ze skokami (zostawiam jako ¢wiczenie) P(Y =1) = P(Y =2) =1 oraz P(Y =/13) = ‘/ﬁ_g.

Poréwnaé dtugosci skokow dla rozktadu Y, z dtugosciami skokéw dla X. Dlaczego tak sie dzieje?

025 F
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Rysunek 14: Wykres gestosci fy (y) z Przykladu 6
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