
Dystrybuanty i g¦sto±ci � de�nicje, fakty, przykªady

4 grudnia 2017

1 Dystrybuanty

De�nicja 1.1. Dystrybuant¡ rozkªadu prawdopodobie«stwa zmiennej losowej X, o warto±ciach w R, na-
zywamy funkcj¦

F (x) := P (X 6 x) .

Fakt 1. Powy»ej zde�niowana dystrybuanta jest prawostronnie ci¡gªa i posiada lewostronne granice, tj.

(∀x0) lim
x→x+

0

F (x) = F (x0) (1)

oraz
(∀x0) (∃g ∈ [0, 1]) lim

x→x−
0

F (x) = g . (2)

UWAGA:
Istnieje inna, alternatywna de�nicja dystrybuanty:

F (x) = P (X < x) .

Wtedy dystrybuanta jest lewostronnie ci¡gªa i posiada prawostronne granice, tj. �+� i �-� zamieniaj¡ si¦
rolami w równaniach (1) oraz (2).

Fakt 2. Ka»da dystrybuanta F : R→ R (prawostronnie ci¡gªa) speªnia poni»sze wªasno±ci:

1. limx→−∞ F (x) = 0,

2. limx→∞ F (x) = 1,

3. F jest niemalej¡ca,

4. F jest prawostronnie ci¡gªa i posiada lewostronnne granice.

UWAGA:
Dla dystrybuant lewsotronnie ciagªych, w ostatniej wªasnosci nale»y zamieni¢ miejscami fragmenty �lewo-�
z �prawo-�.

Fakt 3. B¦dziemy wyró»nia¢ 3 rodzaje dystrybuant:

• Ci¡gª¡ (absolutnie)

• Skokow¡

• Ci¡gªo-skokow¡
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Rysunek 1: Przykªad dystrybuanty prawostronnie ci¡gªej

Rysunek 2: Przykªad dystrybuanty lewostronnie ci¡gªej
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Rysunek 3: Przykªad dystrybuanty ci¡gªej absolutnie

1.1 Dystrybuanta ci¡gªa

Fakt 4. W pierwszym przypadku, istnieje funkcja f , któr¡ nazywamy g¦sto±ci¡ rozkªadu prawdopodobie«-
stwa. Speªnia ona warunek:

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt , (3)

a w szczególno±ci:

1 =

∞∫
−∞

f(t)dt . (4)

(Osoby znaj¡ce caªk¦ Stieltjesa, mog¡ zapisa¢ powy»sze caªki jako
∫
dF (t) w odpowiednich granicach.)

De�nicja 1.2. Warto±¢ oczekiwanej funkcji zmiennej losowej ϕ(X) wyliczamy wtedy ze wzoru:

Eϕ(X) =

∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx ,

jak np.

EX =

∞∫
−∞

xf(x)dx .

1.2 Dystrybuanta skokowa

W drugim przypadku istnieje ci¡g punktów (xi), które s¡ mo»liwymi warto±ciami zmiennej X. Ci¡g ten
mo»e by¢ sko«czony, ale nie musi (np. ile razy trzeba rzuca¢ kostk¡ sze±cienn¡, by w ko«cu wyrzuci¢ �6�?).
Ka»dy skok dystrybuanty odpowiada wtedy prawdopodobie«stwu pi (pi s¡ odpowiednikiem g¦sto±ci) wy-
losowania danej liczby xi.
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UWAGA:
X mo»e przyj¡¢ inne warto±ci, ni» xi z prawdopodobie«stwem 1, ale to si¦ �raczej� nie zdarza.

Przykªad 1. Dzielimy pªaszczyzn¦ prost¡ na dwie cz¦±ci: A i B. Je±li wylosujemy punkt z A, to X
przyjmuje wartos¢ −1, gdy wylosujemy punkt z B � X = 1, a gdy wylosujemy punkt z prostej, to X = 0.
Wtedy P (X = −1) = P (X = 1) = 1

2
, a P (X = 0) = 0. Dystrybuanta (prawostronnie ciagªa) jest wtedy

okre±lona wzorem:

F (x) =


0 , gdy x < −1;
1
2

, gdy − 1 ≤ x < 1;
1 , gdy x ≥ 1;

Jak wida¢, w zerze nie ma wtedy atomu (skoku), a mimo wszystko da si¦ wylosowa¢ 0.

Rysunek 4: Wykres dystrybuanty z Przykªadu 1

Fakt 5. W przypadku, gdy dystrybuanta zmiennej X ma sko«czenie wiele skoków, to zachodzi analogon
równo±ci (3):

F (x) =
∑
xi≤x

pi ,

i (4):

1 =
n∑

i=1

pi ,

gdzie n to liczba atomów dystrybuanty.

De�nicja 1.3. Podobnie jak poprzednio, okre±lamy równie» warto±ci oczekiwane funkcji zmiennych loso-
wych:

Eϕ(X) =
n∑

i=1

ϕ(xi)pi ,

w szczególno±ci:

EX =
n∑

i=1

xipi .
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Przykªad 2. Niech X przyjmuje n warto±ci. Ka»de z prawdopodobie«stwem 1
n
(np. n = 6 dla rzutu kostk¡

sze±cienn¡).
Wtedy ±rednia (warto±¢ oczekiwana zmiennej X) jest dana wzorem:

EX =

∑n
i=1 xi

n
.

W przypadku kostki sze±ciennej:

EX =

∑6
i=1 i

6
.

Rysunek 5: Wykres dystrybuanty dla kostki sze±ciennej z Przykªadu 2

BARDZO WA�NA UWAGA:
Gdy mamy do czynienia z rozkªadem, który ma niesko«czenie wiele skoków, to jedyne zmiany we wzorach
to zamiany n na ∞.

Przykªad 3. (Rozkªad geometryczny) Student in»ynierii biomedycznej zdaje kurs prawdopodobie«stwa z
prawdopodobie«stwem 0.75, niezale»nie od tego, czy podchodziª to takiego kursu wcze±niej, czy nie. Jakie
jest prawdopodobie«stwo, »e zda w co najwy»ej 8 podej±ciach?
Niech X oznacza liczb¦ podejs¢ studenta. Wtedy

P (X = k) = 0.25k−1 · 0.75, k = 1, 2, . . . .

Mo»na wtedy wyznaczy¢ dystrybuant¦:

F (x) =
∑
k≤x

k · 3
4

(
1

4

)k−1

.

Chcemy obliczy¢ P (X ≤ 8), czyli F (8):

F (8) =
8∑

k=1

k · 3
4

(
1

4

)k−1

=
3

4

1−
(
1
4

)8
1− 1

4

= 1−
(
1

4

)8

.
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Rysunek 6: Wykres dystrybuanty dla rozkªadu Geo(1
4
) z Przykªadu 3

1.3 Dystrybuanta ci¡gªo-skokowa

W trzecim rozwa»anym przypadku, dystybuanta to kombinacja dwóch poprzednich. Wszelkie wzory za-
chodz¡ w bardzo analogiczny sposób:

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt+
∑
xi≤x

pi ,

1 =

∞∫
−∞

f(t)dt+
∑
i

pi ,

Eϕ(X) =

∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx+
∑
i

ϕ(xi)pi ,

EX =

∞∫
−∞

xf(x)dx+
∑
i

xipi .

Fakt 6. Mo»na wylicza¢ prawdopodobie«stwo dla konkretnych warto±ci x0, przy u»yciu dystrybuanty:

P (X = x0) = F (x+
0 )− F (x−0 ) ,

gdzie F (x±0 ) := lim
x→x±

0

F (x) to granice jednostronne (�+� � prawo-, a �lewo-�).

ISTOTNA UWAGA:
Wzór ten ma sens stosowa¢ dla rozkªadów skokowych lub ogólniej � ci¡gªo-skokowych.
Warto zauwa»y¢, »e ci¡gªo±¢ dystrybuant powoduje, »e: dla prawostronnych � F (x+) = F (x), a dla
lewostronnych � F (x−) = F (x).

Przykªady dystybuant ci¡gªo-skokowych s¡ przedstawione na Rysunkach 1,2,9,11 i 13.
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2 G¦sto±¢

Fakt 7. Dystrybuanta ci¡gªa (ci¡gªo-skokowa) posiada g¦stos¢ prawdopodobie«stwa (odpowiednio: niepeªn¡
g¦sto±¢ pr.), dan¡ wzorem:

f(x) = F ′(x) .

UWAGA:
Funkcja f , która pojawiaªa si¦ w poprzedniej sekcji jako funkcja podcaªkowa jest g¦sto±ci¡ prawdopodo-
bie«stwa.

Przykªad 4. Znale¹¢ g¦sto±¢ rozkªadu zmiennej X o dystrybuancie zadanej wzorem:

F (x) =

{
1− e−2x, dla x ≥ 0
0, dla x < 0

,

a nast¦pnie obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ z eX .
Zaczynamy od policzenia:

Rysunek 7: Wykres dystrybuanty z Przykªadu 4

F ′(x) = f(x) =

{
2e−2x, dla x ≥ 0
0, dla x < 0

.

Nast¦pnie sprawdzamy, czy F (x) jest ci¡gªa, »eby sprawdzi¢, czy nie ma przypadkiem skoków. Jedyny

Rysunek 8: Wykres g¦sto±ci z Przykªadu 4
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podejrzany punkt to 0, wi¦c liczymy F (0) = 0 oraz F (0−) = 0. Zatem F � ci¡gªa.
Nast¦pne zadanie to policzenie:

EeX =

∞∫
0

exf(x)dx = 2

∞∫
0

e−xdx = 2(−e−x)
∣∣∞
0

= 0 + 2 = 2 .

Przykªad 5. Dana jest dystrybuanta:

F (x) =


0, dla x < 0
2+x
3
, dla 0 ≤ x < 1

1, dla x ≥ 1
.

Rysunek 9: Wykres dystrybuanty F (x) z Przykªadu 5

Jaki to rodzaj zmiennej? Znale¹¢ g¦sto±¢ zmiennej X oraz dystrybuant¦, g¦sto±¢ i typ zmiennej warun-
kowej X|X > 0. Obliczy¢ EX oraz V arX.
Policzmy g¦sto±¢:

fX(x) =


0, dla x < 0
1
3
, dla 0 ≤ x < 1

0, dla x ≥ 1
.

Niestety
∞∫

−∞

fX(x)dx =

1∫
0

1

3
dx =

1

3
,

wi¦c zmienna X jest typu ci¡gªo-skokowego, a suma dªugo±ci skoków wynosi 1− 1
3
= 2

3
.

W jakich punktach dochodzi do skoków? Na trzech zde�niowanych fragmentach dystrybuanta jest ciagªa,
wi¦c pozostaja dwa punkty podejrzane: 0 i 1. F (0) = 2

3
, a F (0−) = 0, co oznacza, »e jedyny skok jest w

zerze, bo P (X = 0) = 2
3
, a to suma dªugo±ci wszystkich skoków.

Aby wyznaczy¢ g¦sto±¢ zmiennej warunkowej, nale»y skorzysta¢ ze wzoru:

fX|X>0(x) =
fX(x)

P (X > 0)
=

fX(x)

1− P (X ≤ 0)
=

fX(x)

1− F (0)
= 3fX(x) =


0, dla x < 0
1, dla 0 ≤ x < 1
0, dla x ≥ 1

,
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co jest g¦sto±ci¡ rozkªadu jednostajnego U(0, 1).
Aby wyliczy¢ dystrybuant¦, korzystamy ze wzoru:

FX|X>0(x) =

x∫
−∞

3fX(x)dx =


0, dla x < 0
x∫
0

1dx, dla 0 ≤ x < 1

1∫
0

1dx, dla x ≥ 1

=


0, dla x < 0
x, dla 0 ≤ x < 1
1, dla x ≥ 1

�atwo zauwa»y¢, »e to zmienna typu ci¡gªego.

Rysunek 10: Wykres dystrybuanty FX|X>0(x) z Przykªadu 5

Przejd¹my do warto±ci oczekiwanej:

EX =

1∫
0

x
1

3
dx+ 0 · 23 =

1

6
(x2)

∣∣1
0
=

1

6

oraz wariancji:

V arX = E(X−EX)2 = EX2−2E(XEX)+(EX)2 = EX2−2EX ·EX+(EX)2 = EX2−(EX)2 = EX2− 1

36
.

Policzmy zatem drugi moment:

EX2 =

1∫
0

x21

3
dx+ 02 · 23 =

1

9
(x3)

∣∣1
0
=

1

9
,

st¡d:

V arX =
1

9
− 1

36
=

3

36
=

1

12
.

Przykªad 6. Niech dystrybuanta zmiennej X b¦dzie zadana wzorem:

F (x) =


0, dla x < −4
c
√
x+ 5, dla − 4 ≤ x < −1

3
4
, dla − 1 ≤ x < 1

c
√
x+ 12, dla 1 ≤ x < 4

1, dla x ≥ 4

.

Wyznaczy¢ parametr c, je±li wiadomo, »e P (X = −1) = 1
4
. Nast¦pnie wyznaczy¢:
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1. P (X ∈ {−4, 1}),

2. P (X = 4),

3. P (X < 1),

4. P (X ≤ 1),

5. P (−5 ≤ 2X + 3 < 3),

6. P (lnX ≥ 1),

7. P (|X| ≥ 1),

8. g¦sto±¢ zmiennej X,

9. warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej Y =
√

X + 3.5 X
|X| + 8.5, przy zaªo»eniu, »e Y jest dobrze okre±lona

oraz dystrybuant¦ tej zmiennej i jej g¦sto±¢.

Rysunek 11: Wykres dystrybuanty FX(x) z Przykªadu 6

Zauwa»my, »e

P (X = −1) = F (−1)− F (−1−) = 3

4
− lim

x→−1−
c
√
x+ 5 =

3

4
− c
√
4 =

3

4
− 2c =

1

4
,

wi¦c c = 1
4
.

1. W −4 oraz 1 s¡ skoki, bo:

P (X ∈ {−4, 1}) = (F (−4)−F (−4−))+(F (1)−F (1−)) =

(
1

4

√
1− 0

)
+

(
1

4

√
13− 3

4

)
=

√
13− 2

4
.
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2. Mo»na zauwa»y¢, »e w 4 nie ma skoku, gdy»:

P (X = 4) = (F (4)− F (4−)) = 1− 1

4

√
16 = 0 .

3.

P (X < 1) = lim
x→1−

P (X ≤ x) = F (1−) =
3

4
.

4.

P (X ≤ 1) = F (1) =
1

4

√
13 .

5.

P (−5 ≤ 2X + 3 < 3) = P (−8 ≤ 2X < 0) = P (−4 ≤ X < 0) = P (X < 0)− P (X < −4) =

= F (0−)− F (4−) =
3

4
− 0 =

3

4
.

6.

P (lnX ≥ 1) = P (X ≥ e) = 1− P (X < e) = 1− F (e−) = 1−
√
12 + e

4
.

7.

P (|X| ≥ 1) = 1− P (|X| < 1) = 1− P (−1 < X < 1) = 1− (P (X < 1)− P (X ≤ −1)) =

= 1− F (1−) + F (−1) = 1− 3

4
+

3

4
= 1 .

8.

f(x) =


0, dla x < −4
1
4

1
2
√
x+5

, dla − 4 ≤ x < −1
0, dla − 1 ≤ x < 1
1
4

1
2
√
x+12

, dla 1 ≤ x < 4

0, dla x ≥ 4

,

a ponadto posiada skoki, które zostaªy wyliczone powy»ej, P (X = −4) = 1
4
, P (X = −1) =

√
13−3
4

oraz P (X = 1) = 1
4
.

Rysunek 12: Wykres g¦sto±ci fX(x) z Przykªadu 6
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9. Po piersze, nale»y wyznaczy¢ dziedzin¦ Y , czyli spostrzec, »e X 6= 0 oraz X ≥ −5. Prawdopodo-
bie«stwa takich zdarze« wynosz¡ 0. Wystarczy zauwa»y¢, »e w przypadku, gdy −5 ≤ X < 0, to
Y =

√
X + 5, a gdy X > 0, to Y =

√
X + 12, wi¦c:

EY = 0 +
√
−4 + 5 · 1

4
+

−1∫
−4

√
x+ 5 · 1

4

1

2
√
x+ 5

dx+
√
−1 + 5 ·

√
13− 3

4
+

+ 0 +
√
1 + 12 · 1

4
+

4∫
1

√
x+ 12 · 1

4

1

2
√
x+ 12

dx+ 0 =

=
1

4
+

−1∫
−4

1

8
dx+

2
√
13− 6

4
+

√
13

4
+

4∫
1

1

8
dx =

3
√
13− 5

4
+

6

8
=

3
√
13− 2

4
.

Aby wyliczy¢ dystrybuant¦ tej zmiennej, potrzeba rozwa»y¢ dwa przypadki: gdy X > 0 i gdy −5 ≤
X < 0. W pierwszym � Y >

√
12, a w drugim � 0 ≤ Y <

√
5. Niech najpierwej y >

√
12. Wtedy

FY (y) = P (Y ≤ y) = 1− P (Y > y) = 1− P (
√
X + 12 > y) = 1− P (X + 12 > y2) =

= 1− P (X > y2 − 12) = P (X ≤ y2 − 12) = FX(y
2 − 12) .

Gdy natomiast 0 ≤ y <
√
5, to

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (
√
X + 5 ≤ y) = P (X + 5 ≤ y2) = P (X ≤ y2 − 5) = FX(y

2 − 5) .

St¡d, po dªu»szym rozwa»eniu mo»liwych przypadków, otrzymujemy:

Rysunek 13: Wykres dystrybuanty FY (y) z Przykªadu 6

FY (y) =


0, dla y < 1
1
4
y, dla 1 ≤ y < 2

3
4
, dla 2 ≤ y <

√
13

1
4
y, dla

√
13 ≤ y < 4

1, dla y ≥ 4

,

a zatem równie» funkcj¦ g¦sto±ci:

fY (y) =


0, dla y < 1
1
4
, dla 1 ≤ y < 2

0, dla 2 ≤ y <
√
13

1
4
, dla

√
13 ≤ y < 4

0, dla y ≥ 4

,
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ze skokami (zostawiam jako ¢wiczenie) P (Y = 1) = P (Y = 2) = 1
4
oraz P (Y =

√
13) =

√
13−3
4

.
Porówna¢ dªugo±ci skoków dla rozkªadu Y , z dªugo±ciami skoków dla X. Dlaczego tak si¦ dzieje?

Rysunek 14: Wykres g¦sto±ci fY (y) z Przykªadu 6
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