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Witadystaw Narkiewicz

Urodzony w 1936 r., zajmowat sie teoria liczb, algebra i historia
matematyki, prof. zw. od 1976 r. Jego Alma Mater to UWr, gdzie byt
kierownikiem IM i dziekanem WMiF. Od 14 lat na emeryturze.
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Funkcje arytmetyczne A

Funkcja arytmetyczna to dowolna funkcja 7 : N — C.
Najczesciej f[N] C Z. Czasem pozwala sie, aby dziedzina byta Np.
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Funkcje arytmetyczne A
Funkcja arytmetyczna to dowolna funkcja 7 : N — C.
Najczesciej f[N] C Z. Czasem pozwala sie, aby dziedzina byta Np.
Przyktady:
Q e(n) =11(n) = 01,
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Funkcje arytmetyczne A

Funkcja arytmetyczna to dowolna funkcja 7 : N — C.
Najczesciej f[N] C Z. Czasem pozwala sie, aby dziedzina byta Np.

Przyktady:
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Funkcja arytmetyczna to dowolna funkcja 7 : N — C.
Najczesciej f[N] C Z. Czasem pozwala sie, aby dziedzina byta Np.

Przyktady:
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Funkcje arytmetyczne A

Funkcja arytmetyczna to dowolna funkcja 7 : N — C.
Najczesciej f[N] C Z. Czasem pozwala sie, aby dziedzina byta Np.

Przyktady:
(4 ] e(n) = 11([7) = (517,,,
Q I/(n)=1,
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Funkcje arytmetyczne A

Funkcja arytmetyczna to dowolna funkcja 7 : N — C.
Najczesciej f[N] C Z. Czasem pozwala sie, aby dziedzina byta Np.

Przyktady:
(4 ] e(n) = 11(!7) = (517,,,
Q I/(n)=1,
© N(n)=n=id(n),
Q d(n)=#D,=>_1, (D, ={d:1<d<n,d|n}),
d|n
Q o(n)= > d=>d,
deD, d|n
o

Tocjent Eulera: ¢(n) = #{x < n: NWD(x, n) = 1}.
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Funkcje arytmetyczne A

Funkcja arytmetyczna to dowolna funkcja 7 : N — C.
Najczesciej f[N] C Z. Czasem pozwala sie, aby dziedzina byta Np.

Przyktady:
Q e(n) =11(n) = 01,
Q I/(n)=1,
© N(n)=n=id(n),
Q d(n)=#D,=>_1, (Dp={d:1<d < n,d|n}),
d|n
Qoa(n)=> d=>4d
deD, d|n
@ Tocjent Eulera: p(n) = #{x < n: NWD(x, n) = 1}.
@ Funkcja Mébiusa:
0 , gdy (3p € Prime) p?|n, n — kwadratowe
1 ,gdy n=1,

pu(n) = k
(=1)% , gdy n = [] pi, gdzie p; — rézne liczby pierwsze.
i=1
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Grupa

Grupa to struktura algebraiczna (A, 0,+) typu (0,2), ktéra spetnia
wtasnosci:

Q tacznos¢ x+(y+z)=(x+y)+z
@ Istnienie el. neutralnego O+x=x=x+0,

© Dla kazdego elementu x istnieje element odwrotny x~! wzgledem
dziatania +. x+x1=0=x"1+x

Jesli w dodatku grupa jest przemienna, to x +y =y + x.
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Q tacznos¢ x+(y+z)=(x+y)+z
@ Istnienie el. neutralnego O+x=x=x+0,

© Dla kazdego elementu x istnieje element odwrotny x~! wzgledem
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Grupa

Grupa to struktura algebraiczna (A, 0,+) typu (0,2), ktéra spetnia
wtasnosci:

Q tacznos¢ x+(y+z)=(x+y)+z
@ Istnienie el. neutralnego O+x=x=x+0,

© Dla kazdego elementu x istnieje element odwrotny x~! wzgledem
dziatania +. x+x1=0=x"1+x

Jesli w dodatku grupa jest przemienna, to x +y =y + x.
Przyktady:

Q (Z,0,+)

Q (Zn,0,4+n),
Q (Z3,n)-

Q #Z; = ¢(n).
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Pierscien
Pierscien to struktura algebraiczna (A,0,1,+, ) typu (0,0,2,2), ktéra
spetnia wtasnosci:

O (A,0,+) jest grupa przemienna.

Q - jest taczne (x-y)-z=x-(y-2).

© Elementem neutralnym - jest 1 x-1l=x=1-x.

© Zachodzj rozdzielnosci - wzgledem + x-(y+z)=(x-y)+(x-2)

(x+y)-z=(Kx-2)+(y-2)
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Pierscien
Pierscien to struktura algebraiczna (A,0,1,+, ) typu (0,0,2,2), ktéra
spetnia wtasnosci:
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Przyktady:
Q (Z,0,1,+,-), nie istnieja z reguty elementy odwrotne wzgledem -,
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Pierscien
Pierscien to struktura algebraiczna (A,0,1,+, ) typu (0,0,2,2), ktéra
spetnia wtasnosci:
O (A,0,+) jest grupa przemienna.
© - jest taczne (x-y) - z=x-(y-2).
© Elementem neutralnym - jest 1 x-1l=x=1-x.
© Zachodzj rozdzielnosci - wzgledem + x-(y+z)=(x-y)+(x-2)
(x+y)-z=(Kx-2)+(y-2)
Przyktady:

Q (Z,0,1,+,-), nie istnieja z reguty elementy odwrotne wzgledem -,
e (Zm 07 17 +na 'n):
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Pierscien
Pierscien to struktura algebraiczna (A,0,1,+, ) typu (0,0,2,2), ktéra
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Pierscien
Pierscien to struktura algebraiczna (A,0,1,+, ) typu (0,0,2,2), ktéra
spetnia wtasnosci:

O (A,0,+) jest grupa przemienna.

Q - jest taczne (x-y)-z=x-(y-2).

© Elementem neutralnym - jest 1 x-1l=x=1-x.

© Zachodzj rozdzielnosci - wzgledem + x-(y+z)=(x-y)+(x-2)

(x+y)-z=(Kx-2)+(y-2)

Przyktady:
Q (Z,0,1,+,-), nie istnieja z reguty elementy odwrotne wzgledem -,
© (Zs,0,1,+n,n),
9 (C,0,1,+,"),
Q (R[x],0,1,+,-), (tu tez),
Q (A,0,1,+,-).

Dominik Bojko 3rd of March 2020 5/23



Sploty

Klasyczny splot funkgji f, g € L(R) definiujemy jako

fxg(x)= /f(t)g(x — t)dt .

R

Uzyteczny splot pierscienia w kategorii dystrybucji (przestrzen Sobolewa).
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R

Uzyteczny splot pierscienia w kategorii dystrybucji (przestrzen Sobolewa).
Analogicznie mozna zdefiniowa¢ dyskretny splot funkcji f, g : Z — C:
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Sploty

Klasyczny splot funkgji f, g € L(R) definiujemy jako
fxg(x)= /f(t)g(x — t)dt .
R

Uzyteczny splot pierscienia w kategorii dystrybucji (przestrzen Sobolewa).
Analogicznie mozna zdefiniowa¢ dyskretny splot funkcji f, g : Z — C:

frg(n)= ) f(kgn—k  [A(k)=1]

k=—0o0

Tutaj (C%,0, d0,n, +, *) jest pierscieniem.
Ograniczajac zbiér Z do {0,1,2,...,n} dostajemy splot Abela x.
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Splot Dirichleta

Dla funkcji arytmetycznych, mozemy zdefiniowa¢ splot Dirichleta:

Frgn) =Y f(dg(5)= D fldg(d) .
d|n

dido=n

Zatem (A, 0, e(n), +, %) jest réwniez pierscieniem
(bez dzielnikéw 0 i f~1 istnieje < (1) # 0).
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Splot Dirichleta

Dla funkcji arytmetycznych, mozemy zdefiniowa¢ splot Dirichleta:

Frgn) =Y f(dg(5)= D fldg(d) .
d|n

dido=n

Zatem (A, 0, e(n), +, %) jest réwniez pierscieniem
(bez dzielnikéw 0 i f~1 istnieje < (1) # 0).

(1) I*l(n):dzljl-lzd(n)
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Splot Dirichleta

Dla funkcji arytmetycznych, mozemy zdefiniowa¢ splot Dirichleta:

Frgn) =Y f(dg(5)= D fldg(d) .
d|n

dido=n

Zatem (A, 0, e(n), +, %) jest réwniez pierscieniem
(bez dzielnikéw 0 i f~1 istnieje < (1) # 0).

(1) I*l(n)z%l-lzd(n)

Q I*N(n):dzlzgzz:d:a(n)

d|n
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Funkcje addytywne i multiplikatywne

Jesli dla kazdej pary liczb wzglednie pierwszych n, m zachodzi
f(mn) = f(m)+ f(n)

to taka funkcje nazywamy addytywna.
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Podobnie jesli dla takich par
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multiplikatywna.
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Funkcje addytywne i multiplikatywne

Jesli dla kazdej pary liczb wzglednie pierwszych n, m zachodzi
f(mn) = f(m)+ f(n)

to taka funkcje nazywamy addytywna.
Podobnie jesli dla takich par

f(mn) = f(m)f(n)

to taka funkcje nazywamy multiplikatywnga. Zbiér funkcji multiplikatywnych
bedziemy oznacza¢ przez M.

Jesli natomiast te warunki nie zaleza od wzglednej pierwszosci, to
dodajemy okreslenie ,,catkowicie”. Przyktadowo, N(n) = n jest catkowicie
multiplikatywna.

Fact

Jesli f jest addytywna, to dla dowolnej statej ¢, g(n) = /(") jest
multyplikatywna.

Dominik Bojko 3rd of March 2020 8/23



Twierdzonko

Theorem

Jesli f jest addytywna, a g multiplikatywna oraz n = ] p®(") jest
kanonicznym rozkfadem n na liczby pierwsze, to wtedy f(1) =0 i g(1) =1

oraz F(n) = Z p (pa,,(n))
gn)=]]e (po"’(”))

Dominik Bojko
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Twierdzonko

Theorem
Jesli f jest addytywna, a g multiplikatywna oraz n = ] p®(") jest
kanonicznym rozkfadem n na liczby pierwsze, to wtedy f(1) =0 i g(1) =1
oraz
f(n)= Z f (po"’(”))
P
/
HORS | ECE)
P y
Whiosek

Funkcje addytywne i muliplikatywne s3 wyznaczone przez wartosci w
punktach typu p¥, a catkowicie addytywne i multiplikatywne przez wartosci
w punktach typu p.
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Przyktady funkcji addytywnych i multiplikatywnych

Q w(n) — liczba réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.

Dominik Bojko 3rd of March 2020 10/23



Przyktady funkcji addytywnych i multiplikatywnych

Q w(n) — liczba réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.
@ Q(n) — liczba czynnikéw w kanonicznym rozktadzie na liczby pierwsze
liczby n.
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Przyktady funkcji addytywnych i multiplikatywnych

Q w(n) — liczba réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.
@ Q(n) — liczba czynnikéw w kanonicznym rozktadzie na liczby pierwsze
liczby n.
Fact
Obie powyzsze funkcje sa addytywne. J
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Przyktady funkcji addytywnych i multiplikatywnych

Q w(n) — liczba réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.
@ Q(n) — liczba czynnikéw w kanonicznym rozktadzie na liczby pierwsze
liczby n.
Fact

Obie powyzsze funkcje sa addytywne.

Fact
I(n), N(n), u(n), ¢(n) € M, a w dodatku | i N sa nawet catkowicie
multiplikatywne.
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Tw o grupie

Lemma

Jesli NWD(n, m) =1, to kazdy dzielnik d liczby nm ma jednoznaczny
rozkfad d = dydy, gdzie di|n, a da|m i NWD(d1, dp) = 1.
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Jesli NWD(n, m) =1, to kazdy dzielnik d liczby nm ma jednoznaczny
rozkfad d = dydy, gdzie di|n, a da|m i NWD(d1, dp) = 1.

Theorem
Jeslif g e M, tofxg e M, anadto, jesli f € M, to istnieje g € M, ze
fxg=-e. Zatem (M,e,x) tworzy grupe.
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Tw o grupie

Lemma

Jesli NWD(n, m) =1, to kazdy dzielnik d liczby nm ma jednoznaczny
rozkfad d = dyd, gdzie dy |m i NWD(dy, dp) = 1.

Theorem

Jeslif g e M, tofxg e M, anadto, jesli f € M, to istnieje g € M, ze
fxg=-e. Zatem (M,e,x) tworzy grupe.

Dowéd.

Niech di|m, do|n, dids = d, d}|m, dj|n i d|dy = d’

fFrg(mn)=>_ f(d)g(d)=>_ f(ch)g(d])f(d2)g(ds) = fxg(m)-Fxg(n)
dd’=mn dd’=mn

Wiemy, ze jesli f € M, to istnieje g € A, ze f x g = e. Pokazemy, ze
geM. O
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C.d. dowodu

Dowdd.
Dowéd bedzie indukcyjny, ze wzgledu na mn. Z jednej strony:

0= fde () = XD F)fbe (%)

d|mn alm b|n

-5 5 (o (%)} ton

alm b|n,ab#1

Z drugiej strony:

0= Z f(a)g (g) Z f(b)g (g)
alm bln
=3 3 {r@fwe (T)} +gtmen) .

a|lm b|n,ab#1

3rd of March 2020 12/23



Whioski z twierdzenia

@ Jesli funkcja f * g jest multiplikatywna, to albo f, g € M albo
f.g ¢ M.
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Whioski z twierdzenia

@ Jesli funkcja f * g jest multiplikatywna, to albo f, g € M albo
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Whioski z twierdzenia

@ Jesli funkcja f * g jest multiplikatywna, to albo f, g € M albo
f,g ¢ M.

@ d(n)=1x1(n)io(n)=1xN(n)sa multiplikatywne.
© u(n) jest funkcja odwrotna do I(n) (u* I =e):

> uld) =61
d|n
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Whioski z twierdzenia

@ Jesli funkcja f * g jest multiplikatywna, to albo f, g € M albo
f,g ¢ M.

@ d(n)=1x1(n)io(n)=1xN(n)sa multiplikatywne.
© u(n) jest funkcja odwrotna do I(n) (u* I =e):

> uld) =61
d|n

Istotnie, dla n = pk, gdzie k > 0, lewa strona daje
k .

Sulp')=1-1+0=0.

i=0
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Whioski z twierdzenia

@ Jesli funkcja f * g jest multiplikatywna, to albo f, g € M albo
f.g ¢ M.

@ d(n)=1x1(n)io(n)=1xN(n)sa multiplikatywne.

© u(n) jest funkcja odwrotna do I(n) (u* I =e):

> uld) =61
d|n

Istotnie, dla n = pk, gdzie k > 0, lewa strona daje
k .

Sup)=1-14+0=0.

i=0

© (Wzér Mobiusa na odwrécenie) Ponizsze dwie formuty sa réwnowazne

dla dowolnych f, g € A:
= Z f(d) g=Ixf

(VYn)f(n) = Z,u ( ) f=pxg
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Jeszcze troche wnioskow
Jesli f € M, to

(- £)x1(n H(l—f (w? - £)x 1(n) = [T+ £(p))

pln
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Jeszcze troche wnioskow

Jesli f € M, to
(- f)=1(n H(l—f (1 - £)*1(n) = [ + £(p))
pln
Theorem

Dominik Bojko 3rd of March 2020 14 /23



Jeszcze troche wnioskow

Jesli f € M, to
(- f)=1(n H(l—f (1 - £)*1(n) = [ + £(p))
pln
Theorem

Whiosek:

n=> o(d)

din
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Zachowanie tocjentu Eulera
Theorem

lim sup #(n)

=1,
n—o00 n

liminf #(n)

=0.
n—co  n

o = = E A
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Zachowanie tocjentu Eulera

Theorem

IimsupM:L IiminfM:O.

n—o00 n n—oo n

Mozna pokaza¢ nawet, ze
In(l
lim inf —cp(n) n(In(n)) =e 7
n—o00 n

gdzie v = 0.577215. .. to stata Eulera—Mascheroniego. (tzw. Problem
dzielnikéw)

)
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Zachowanie tocjentu Eulera
Theorem

lim supM =1, liminf #(n)

n—oo n n—oo  n

=0.

Dowéd.

Niech (pm) bedzie rosnagcym ciagiem wszystkich liczb pierwszych.
©(p) = p— 1, dla liczb pierwszych p, zatem % mI3.
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Zachowanie tocjentu Eulera

Theorem

lim sup #(n) =1, liminf #(n)

n—o0 n n—oo n

=0.

Dowéd.

Niech (pm) bedzie rosnagcym ciagiem wszystkich liczb pierwszych.
©(p) = p— 1, dla liczb pierwszych p, zatem % mI3.
m
Niech teraz n,, = [ p;. Wtedy
i=1

_1 (Euler)

“"(”m)=H (1—%):1‘[ (l+pt+p?+..) < th —0

P<Pm X< Pm

v
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Gestos¢ naturalna

Jesli A C N, to przez A(x) oznaczamy |AN[1, x]|.

=] = = E A
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Gestos¢ naturalna

Jesli A C N, to przez A(x) oznaczamy |AN[1, x]|.
Gestoscig gérna nazywamy

d*(A) = limsup Ak) :

X—$00 X
a dolng getoscia:
A
d,(A) = lim inf (X)
X—00

Jesli obie gestosci sg réwne, to méwimy wtedy o gestosci naturalnej zbioru
A i oznaczamy przez d(A).

Uwaga: Gestos¢ jest addytywna, ale nie jest przeliczalnie addytywna.
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Gestos¢ naturalna

Jesli A C N, to przez A(x) oznaczamy |AN[1, x]|.
Gestoscig gérna nazywamy

d*(A) = limsup M ,

X—$00 X

a dolng getoscia:

d,(A) = lim inf A(X)

X—00

Jesli obie gestosci sg réwne, to méwimy wtedy o gestosci naturalnej zbioru
A i oznaczamy przez d(A).

Uwaga: Gestos¢ jest addytywna, ale nie jest przeliczalnie addytywna.
Przyktad: Postep arytmetyczny A,, = {a+ rn: n € N}. Wtedy

Aar(x) = [%2] =2+ O(1), czyli d(As,) =1
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Wazne twierdzenie

Theorem

Niech (a;) bedzie nieskoriczonym ciagiem liczb parami wzglednie
pierwszych. Niech A to zbidr liczb, ktére nie dzielg sie przez zadna z liczb
a;. Wowczas A ma gestos¢ i wynosi ona

H <1 - 5) gdy > al’ — zbiezny, (1)
d(A) = { =1 ’ =
o0
0 gdy > L — rozbiezny. (2)
i=1"
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Szkic dowodu

Definiujemy A;(x) jako zbiér liczb niedzielacych sie przez zadna z liczb
ai, az,...,aj. Wtedy A;j(x) zbiega do A(x) monotonicznie, z gory.

Ze wzoru na zbiér wiaczen i wytgczen mozna znalezé doktadny wzér na

Ai(x), ktéry daje
. Ailx) d 1
nlngo X o H <1 B aj> ’

Jesli szereg jest rozbiezny, to inf po i prawej strony wynosi 0.
W innym przypadku daje pewna liczbe g. Trzeba pokazaé, ze

AX) = A - Y 1,

n<x, j>i, aj|n

przez co dostaje sie
i oo
1
i A0S L eTI(g) - 3
=i Y j=i+1
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Whioski

Niech K bedzie zbiorem liczb bezkwadratowych. Wtedy

CREIEEE

n=1
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Whioski

Niech K bedzie zbiorem liczb bezkwadratowych. Wtedy

Wystarczy wzia¢ a; = p?. Stad

i}f 0 (-5) -0

pEPrime
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Whioski

Niech K bedzie zbiorem liczb bezkwadratowych. Wtedy

Wystarczy wzia¢ a; = p?. Stad
e I (-3) -g
—2 = — _2 _
= pEPrime p d(K)
o0

Szeregi Dirichleta: D(s) := ) 22, ja czesto szeregami eulerowskimi.
n=1
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Niech f € A. Wtedy gbrng wartoscia $rednia nazywamy

"
M*(f) = lim sup—zni); (n) ,

X—>00
a dolng wartoscia srednia:
f(n
M.(f) = lim infM )
X—00 X

Znowu, jesli oba kresy s3 réwne, to méwimy o wartosci sredniej f i
oznaczamy ja przez M(f).
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Niech f € A. Wtedy gbrng wartoscia $rednia nazywamy

;
M*(f) = limsup Z”ix( (n) ,

X—00

a dolng wartoscia srednia:

M. (f) = liminf 2onex F1) .

X—>00
Znowu, jesli oba kresy s3 réwne, to méwimy o wartosci sredniej f i
oznaczamy j3 przez M(f).
Warto zauwazy¢, ze d(A) = I\/I(l(A) Co wiecej, jesli istnieje
limp—00 () = ¢, to réwniez M(f)
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Kluczowe twierdzenie

Lemma (tw. Lebesgue’a, o zbieznosci zmajoryzowanej)

Niech [ay, ] bedzie nieskoriczong macierza. Jesli (3C) |ap x| < C oraz

o0
(Vn) limp_oo ank = an, to dla kazdego absolutnie zbieznego szeregu ), xp
n=1
mamy:
oo oo
lim Z an kXn = Z anXp -
n—o0
n=1 n=1
Theorem

oo

Jesli szereg @ Jest zbiezny, a f = g x h i istnieje M(h), to istnieje
n=1

wartos¢ Srednia f:

m(e) = My E)
n=1
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Dowdd i ostatnie wnioski
Dowdd.

Dominik Bojko
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https://www.youtube.com/watch?v=mOW-ZJm9HYs&feature=share&fbclid=IwAR2j88mhtX_u75VBpLSUc_PbcVKMbG14k2IWNMAFwndSeJl90ZFsn5A6dII

Dowdd i ostatnie wnioski

Whioski:
Fact
f(n) = "(n") ma wartos¢ srednig %2. J

Wystarczy wzigé g(n) = L i zauwazy¢, ze g+ | = f.

[m] [l = =

‘fj \ \:Q/
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Dowdd i ostatnie wnioski
Whioski:

Fact
f(n)= # ma wartos¢ srednia %2. J

Wystarczy wzigé g(n) = L i zauwazy¢, ze g+ | = f.

Fact
f(n) = “”(n”) ma wartos¢ srednia 5. J

Wystarczy przyja¢ g(n) = @ bo wtedy g x | = f, a nastepnie powtérzyé
dowdd dla gestosci liczb bezkwadratowych.
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Dowdd i ostatnie wnioski
Whioski:

Fact
f(n) = ”(n") ma wartos¢ srednig %2. J

Wystarczy wzia¢ g(n) = }, i zauwazy¢, ze g x | = f.

Fact
f(n) = 22 ma wartos¢ srednig 5. J

n

Wystarczy przyja¢ g(n) = @ bo wtedy g x | = f, a nastepnie powtérzyé
dowdd dla gestosci liczb bezkwadratowych.

Obliczanie liczby .

W jednym z filmikéw Uwaga! Naukowy Betkot przedstawiono przyblizenie
liczby 7 przy pomocy poprzedniego faktu, na podstawie 883 komentarzy na
Instagramie, gdzie fani wypisywali dwie liczby o co najwyzej 7 cyfrach. Na
podstawie ich wzglednej pierwszosci, przy uzyciu metody Monte Carlo
otrzymano przyblizenie 3,1551.
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Srednie wartosci przyblizenia liczby 7 przy pomocy funkgji ©(n) dla
n < 1000.
o I = E T 9ac
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