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Wªadysªaw Narkiewicz

Urodzony w 1936 r., zajmowaª si¦ teori¡ liczb, algebr¡ i histori¡
matematyki, prof. zw. od 1976 r. Jego Alma Mater to UWr, gdzie byª
kierownikiem IM i dziekanem WMiF. Od 14 lat na emeryturze.
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Funkcje arytmetyczne A
Funkcja arytmetyczna to dowolna funkcja f : N→ C.
Najcz¦±ciej f [N] ⊂ Z. Czasem pozwala si¦, aby dziedzina byªa N0.

Przykªady:
1 e(n) = 111(n) = δ1,n,
2 I (n) ≡ 1,
3 N(n) = n = id(n),
4 d(n) = #Dn =

∑
d |n

1, (Dn = {d : 1 6 d 6 n, d |n}),

5 σ(n) =
∑

d∈Dn

d =
∑
d |n

d ,

6 Tocjent Eulera: ϕ(n) = #{x 6 n : NWD(x , n) = 1}.
7 Funkcja Möbiusa:

µ(n) =


0 , gdy (∃p ∈ Prime) p2|n, n � kwadratowe
1 , gdy n = 1,

(−1)k , gdy n =
k∏

i=1

pi , gdzie pi � ró»ne liczby pierwsze.
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Grupa

Grupa to struktura algebraiczna (A, 0,+) typu (0, 2), która speªnia
wªasno±ci:

1 �¡czno±¢ x + (y + z) = (x + y) + z ,
2 Istnienie el. neutralnego 0 + x = x = x + 0,
3 Dla ka»dego elementu x istnieje element odwrotny x−1 wzgl¦dem

dziaªania +. x + x−1 = 0 = x−1 + x .

Je±li w dodatku grupa jest przemienna, to x + y = y + x .

Przykªady:
1 (Z, 0,+)

2 (Zn, 0,+n),
3 (Z∗n, ·n).
4 #Z∗n = ϕ(n).
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Pier±cie«

Pier±cie« to struktura algebraiczna (A, 0, 1,+, ·) typu (0, 0, 2, 2), która
speªnia wªasno±ci:

1 (A, 0,+) jest grup¡ przemienn¡.
2 · jest ª¡czne (x · y) · z = x · (y · z).
3 Elementem neutralnym · jest 1 x · 1 = x = 1 · x .
4 Zachodz¡ rozdzielno±ci · wzgl¦dem + x · (y + z) = (x · y) + (x · z)

(x + y) · z = (x · z) + (y · z).

Przykªady:
1 (Z, 0, 1,+, ·), nie istniej¡ z reguªy elementy odwrotne wzgl¦dem ·,
2 (Zn, 0, 1,+n, ·n),
3 (C, 0, 1,+, ·),
4 (R[x ], 00, 11,+, ·), (tu te»),
5 (A, 00, 11,+, ·).
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Sploty

Klasyczny splot funkcji f , g ∈ L1(R) de�niujemy jako

f ∗ g(x) =

∫
R

f (t)g(x − t)dt .

U»yteczny splot pier±cienia w kategorii dystrybucji (przestrze« Sobolewa).

Analogicznie mo»na zde�niowa¢ dyskretny splot funkcji f , g : Z→ C:

f ∗ g(n) =
∞∑

k=−∞
f (k)g(n − k) [∆(k) ≡ 1]

Tutaj (CZ, 00, δ0,n,+, ∗) jest pier±cieniem.
Ograniczaj¡c zbiór Z do {0, 1, 2, . . . , n} dostajemy splot Abela ×.
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Splot Dirichleta

Dla funkcji arytmetycznych, mo»emy zde�niowa¢ splot Dirichleta:

f ∗ g(n) =
∑
d |n

f (d)g
(n
d

)
=

∑
d1d2=n

f (d1)g(d2) .

Zatem (A, 00, e(n),+, ∗) jest równie» pier±cieniem
(bez dzielników 0 i f −1 istnieje ⇔ f (1) 6= 0).

1 I ∗ I (n) =
∑
d |n

1 · 1 = d(n)

2 I ∗ N(n) =
∑
d |n

n
d =

∑
d |n

d = σ(n)
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Funkcje addytywne i multiplikatywne
Je±li dla ka»dej pary liczb wzgl¦dnie pierwszych n,m zachodzi

f (mn) = f (m) + f (n)

to taka funkcje nazywamy addytywn¡.

Podobnie je±li dla takich par

f (mn) = f (m)f (n)

to tak¡ funkcj¦ nazywamy multiplikatywn¡. Zbiór funkcji multiplikatywnych
b¦dziemy oznacza¢ przezM.
Je±li natomiast te warunki nie zale»¡ od wzgl¦dnej pierwszo±ci, to
dodajemy okre±lenie �caªkowicie�. Przykªadowo, N(n) = n jest caªkowicie
multiplikatywna.

Fact

Je±li f jest addytywna, to dla dowolnej staªej c , g(n) = c f (n) jest
multyplikatywna.
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Twierdzonko

Theorem

Je±li f jest addytywna, a g multiplikatywna oraz n =
∏

pαp(n) jest

kanonicznym rozkªadem n na liczby pierwsze, to wtedy f (1) = 0 i g(1) = 1
oraz

f (n) =
∑
p

f
(
pαp(n)

)
i

g(n) =
∏
p

g
(
pαp(n)

)

Wniosek
Funkcje addytywne i muliplikatywne s¡ wyznaczone przez warto±ci w
punktach typu pk , a caªkowicie addytywne i multiplikatywne przez warto±ci
w punktach typu p.
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Przykªady funkcji addytywnych i multiplikatywnych

1 ω(n) � liczba ró»nych dzielników pierwszych liczby n.

2 Ω(n) � liczba czynników w kanonicznym rozkªadzie na liczby pierwsze
liczby n.

Fact

Obie powy»sze funkcje s¡ addytywne.

Fact

I (n),N(n), µ(n), ϕ(n) ∈M, a w dodatku I i N s¡ nawet caªkowicie

multiplikatywne.
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Tw o grupie

Lemma

Je±li NWD(n,m) = 1, to ka»dy dzielnik d liczby nm ma jednoznaczny

rozkªad d = d1d2, gdzie d1|n, a d2|m i NWD(d1, d2) = 1.

Theorem

Je±li f , g ∈M, to f ∗ g ∈M, a nadto, je±li f ∈M, to istnieje g ∈M, »e

f ∗ g = e. Zatem (M, e, ∗) tworzy grup¦.

Dowód.

Niech d1|m, d2|n, d1d2 = d , d ′
1
|m, d ′

2
|n i d ′

1
d ′
2

= d ′

f ∗g(mn) =
∑

dd ′=mn

f (d)g(d ′) =
∑

dd ′=mn

f (d1)g(d ′1)f (d2)g(d ′2) = f ∗g(m)·f ∗g(n)

Wiemy, »e je±li f ∈M, to istnieje g ∈ A, »e f ∗ g = e. Poka»emy, »e
g ∈M.
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C.d. dowodu

Dowód.

Dowód b¦dzie indukcyjny, ze wzgl¦du na mn. Z jednej strony:

0 =
∑
d |mn

f (d)g
(mn

d

)
=
∑
a|m

∑
b|n

f (a)f (b)g
(mn

ab

)
=
∑
a|m

∑
b|n,ab 6=1

{
f (a)f (b)g

(mn

ab

)}
+ g(mn)

Z drugiej strony:

0 =
∑
a|m

f (a)g
(m
a

)∑
b|n

f (b)g
(n
b

)
=
∑
a|m

∑
b|n,ab 6=1

{
f (a)f (b)g

(mn

ab

)}
+ g(m)g(n) .
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Wnioski z twierdzenia
1 Je±li funkcja f ∗ g jest multiplikatywna, to albo f , g ∈M albo

f , g /∈M.

2 d(n) = I ∗ I (n) i σ(n) = I ∗ N(n) s¡ multiplikatywne.
3 µ(n) jest funkcj¡ odwrotn¡ do I (n) (µ ∗ I = e):∑

d |n

µ(d) = δ1,n .

Istotnie, dla n = pk , gdzie k > 0, lewa strona daje
k∑

i=0

µ(pi ) = 1− 1 + 0 = 0.

4 (Wzór Möbiusa na odwrócenie) Poni»sze dwie formuªy s¡ równowa»ne
dla dowolnych f , g ∈ A:

(∀n)g(n) =
∑
d |n

f (d) g = I ∗ f

(∀n)f (n) =
∑
d |n

µ(d)g
(n
d

)
f = µ ∗ g
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Jeszcze troch¦ wniosków
Je±li f ∈M, to

(µ · f ) ∗ I (n) =
∏
p|n

(1− f (p)) (µ2 · f ) ∗ I (n) =
∏
p|n

(1 + f (p))

Theorem

ϕ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
=
∑
d |n

µ(d)
n

d
,

czyli ϕ = µ ∗ N. Ponadto

d(n) =
∏

p∈Prime

(1 + αp(n))

Wniosek:

n =
∑
d |n

ϕ(d)
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Zachowanie tocjentu Eulera

Theorem

lim sup
n→∞

ϕ(n)

n
= 1, lim inf

n→∞

ϕ(n)

n
= 0 .

Dowód.

Niech (pm) b¦dzie rosn¡cym ci¡giem wszystkich liczb pierwszych.
ϕ(p) = p − 1, dla liczb pierwszych p, zatem ϕ(pm)

pm

m→∞→ 1.

Niech teraz nm =
m∏
i=1

pi . Wtedy

ϕ(nm)

nm
=
∏
p6pm

(
1− 1

p

)
=
∏
p6pm

(
1 + p−1 + p−2 + . . .

)−1 (Euler)

6

∑
x6pm

1
x

−1→0
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Zachowanie tocjentu Eulera

Theorem

lim sup
n→∞

ϕ(n)

n
= 1, lim inf

n→∞

ϕ(n)

n
= 0 .

Mo»na pokaza¢ nawet, »e

lim inf
n→∞

ϕ(n) ln(ln(n))

n
= e−γ ,

gdzie γ = 0.577215 . . . to staªa Eulera�Mascheroniego. (tzw. Problem
dzielników)
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G¦sto±¢ naturalna

Je±li A ⊂ N, to przez A(x) oznaczamy |A ∩ [1, x ]|.

G¦sto±ci¡ górn¡ nazywamy

d∗(A) = lim sup
x→∞

A(x)

x
,

a doln¡ g¦to±ci¡:

d∗(A) = lim inf
x→∞

A(x)

x
.

Je±li obie g¦sto±ci s¡ równe, to mówimy wtedy o g¦sto±ci naturalnej zbioru
A i oznaczamy przez d(A).
Uwaga: G¦sto±¢ jest addytywna, ale nie jest przeliczalnie addytywna.
Przykªad: Post¦p arytmetyczny Aa,r = {a + rn : n ∈ N}. Wtedy
Aa,r (x) =

⌊
x−a
r

⌋
= x

r + O(1), czyli d(Aa,r ) = 1

r .
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Przykªad: Post¦p arytmetyczny Aa,r = {a + rn : n ∈ N}. Wtedy
Aa,r (x) =

⌊
x−a
r

⌋
= x

r + O(1), czyli d(Aa,r ) = 1

r .
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Wa»ne twierdzenie

Theorem

Niech (ai ) b¦dzie niesko«czonym ci¡giem liczb parami wzgl¦dnie

pierwszych. Niech A to zbiór liczb, które nie dziel¡ si¦ przez »adn¡ z liczb

ai . Wówczas A ma g¦sto±¢ i wynosi ona

d(A) =


∞∏
i=1

(
1− 1

ai

)
gdy

∞∑
i=1

1

ai
� zbie»ny, (1)

0 gdy
∞∑
i=1

1

ai
� rozbie»ny. (2)
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Szkic dowodu
De�niujemy Ai (x) jako zbiór liczb niedziel¡cych si¦ przez »adn¡ z liczb
a1, a2, . . . , ai . Wtedy Ai (x) zbiega do A(x) monotonicznie, z góry.
Ze wzoru na zbiór wª¡cze« i wyª¡cze« mo»na znale¹¢ dokªadny wzór na
Ai (x), który daje

lim
n→∞

Ai (x)

x
=

i∏
j=1

(
1− 1

aj

)
.

Je±li szereg jest rozbie»ny, to inf po i prawej strony wynosi 0.
W innym przypadku daj¦ pewn¡ liczb¦ g . Trzeba pokaza¢, »e

A(x) > Ai (x)−
∑

n6x , j>i , aj |n

1 ,

przez co dostaje si¦

lim
n→∞

Ai (x)

x
−

∞∑
j=i+1

1
aj

=
i∏

j=1

(
1− 1

aj

)
−

∞∑
j=i+1

1
aj
.
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Wnioski

Niech K b¦dzie zbiorem liczb bezkwadratowych. Wtedy

d(K ) =

( ∞∑
n=1

1
n2

)−1
=

6
π2

.

Wystarczy wzi¡¢ ai = p2i . St¡d

π2

6
=
∞∑
n=1

1
n2

=
∏

p∈Prime

(
1− 1

p2

)−1
=

1
d(K )

Szeregi Dirichleta: D(s) :=
∞∑
n=1

an
ns , j¡ cz¦sto szeregami eulerowskimi.
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Niech f ∈ A. Wtedy górn¡ warto±ci¡ ±redni¡ nazywamy

M∗(f ) = lim sup
x→∞

∑
n6x f (n)

x
,

a doln¡ warto±cia ±redni¡:

M∗(f ) = lim inf
x→∞

∑
n6x f (n)

x
.

Znowu, je±li oba kresy s¡ równe, to mówimy o warto±ci ±redniej f i
oznaczamy j¡ przez M(f ).

Warto zauwa»y¢, »e d(A) = M(11(A)). Co wi¦cej, je±li istnieje
limn→∞ f (n) = c , to równie» M(f ) = c .
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Kluczowe twierdzenie

Lemma (tw. Lebesgue'a, o zbie»no±ci zmajoryzowanej)

Niech [an,k ] b¦dzie niesko«czon¡ macierz¡. Je±li (∃C ) |an,k | 6 C oraz

(∀n) limn→∞ an,k = an, to dla ka»dego absolutnie zbie»nego szeregu
∞∑
n=1

xn

mamy:

lim
n→∞

∞∑
n=1

an,kxn =
∞∑
n=1

anxn .

Theorem

Je±li szereg
∞∑
n=1

|g(n)|
n jest zbie»ny, a f = g ∗ h i istnieje M(h), to istnieje

warto±¢ ±rednia f :

M(f ) = M(h)
∞∑
n=1

g(n)

n

Dominik Bojko Funkcje arytmetyczne 3rd of March 2020 21 / 23



Dowód i ostatnie wnioski

Dowód.

1
x

∑
n6x

f (n) =
1
x

∑
n6x

∑
k|n

g(k)h
(n
k

)
=

1
x

∑
k6x

g(k)
∑
m6 x

k

h (m)

=
∑
k6x

g(k)

k

k

x

∑
m6 x

k

h(m)
x→∞→ M(h)

∞∑
k=1

g(k)

k
.

Wnioski:

Fact

f (n) = σ(n)
n ma warto±¢ ±redni¡ π2

6
.

Wystarczy wzi¡¢ g(n) = 1

n i zauwa»y¢, »e g ∗ I = f .

Fact

f (n) = ϕ(n)
n ma warto±¢ ±redni¡ 6

π2
.

Wystarczy przyj¡¢ g(n) = µ(n)
n , bo wtedy g ∗ I = f , a nast¦pnie powtórzy¢

dowód dla g¦sto±ci liczb bezkwadratowych.
Obliczanie liczby π.
W jednym z �lmików Uwaga! Naukowy Beªkot przedstawiono przybli»enie
liczby π przy pomocy poprzedniego faktu, na podstawie 883 komentarzy na
Instagramie, gdzie fani wypisywali dwie liczby o co najwy»ej 7 cyfrach. Na
podstawie ich wzgl¦dnej pierwszo±ci, przy u»yciu metody Monte Carlo
otrzymano przybli»enie 3, 1551.
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�rednie warto±ci przybli»enia liczby π przy pomocy funkcji ϕ(n) dla
n 6 1000.
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