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G1: Rachunek Zdan

Zadanie 1

Niech 7 bedzie waluacja okreslona na zbiorze zdan {p1, p1,p2, - -
wtedy, gdy i jest liczba parzysta. Oblicz

L. eval(po — (p1 A p2), )
2. eval((p1 Vp2) A(po V p1),7)
3. eval(L — (p1 Ap2),m)
4. eval(pg — (T A L),m)

Zadanie 2

Ktore z nastgpujacych zdania sg tautologiami:
L (pA(qgVvr) < ((pAgV(pAr)
(p—a)—p)=p
(pV(gAT)) < ((PVa)A
~(pAq) < (=pA—q)
~(pAq) < (=pV —q)
(p—=a)N(g—1) —
p—(-p—aq)
p=aq)=(prgV

(pVr)

(p—r)

® N kWD

(—p A —q))

Zadanie 3

Pokaz, ze nastgpujace zdania sg tautologiami:

L (2(prV...Vpn)) < ((mp1) A-o o A(pn))

2. (=(pr Ao Apn)) < ((Fp1) V..V (o))

3. (p1 = (p2 — (p3 — pa))) < (7p1 V —p2 V —p3 V pa)

Zadanie 4

.} taka, ze w(p;) = 1 wtedy i tylko

Dziatanie binarne e na zbiorze X nazywamy fqcznym, jesli x o (y e z) = (x @ y) o z dla dowolnych

x,y,z € X. Dzialanie e nazywamy przemiennym jesli x e y = y e x dla dowolnych z,y € X.

1. Pokaz, ze z tacznos$ci dziatania e wynika, ze dla dowolnych p, g, r i s ze zbioru X mamy

pe(qe(res)) =((peg)er)es=

(peq)e

(res).



2. Pokaz, ze potggowanie A okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich wzorem z A y = z¥
nie jest dziataniem tacznym oraz, ze nie jest dzialaniem przemiennym.

Zadanie 5

Pokaz, ze jesli Srednia arytmetyczna liczb x4, ..., x, jest wigksza od liczby a, to co najmniej jedna z
tych liczb jest wigksza od liczby a. Przeprowadz doktadng analiz¢ przeprowadzonego rozumowania.

Zadanie 6

Zgodnie z uzywanym obecnie kalendarzem gregorianiskim:

Rok jest przestepny, jesli dzieli si¢ przez 4, lecz nie dzieli si¢ przez 100, chyba, ze dzieli si¢
przez 400.

Niech p oznacza zdanie ,,rok R jest podzielny przez 4”, q - ,,rok R jest podzielny przez 100”, 1 r - ,,rok R
jest podzielny przez 400”.

1. Zapisz za pomoca zdan p, ¢ i r zdanie ,,rok R jest przestepny”.
2. Napisz w jezyku C funkcje stuzaca do sprawdzania, czy dany rok jest przestgpny.
3. Sprébuj zrobic to samo w jezyku JavaScript.

Zadanie 7
Spdjnik Pierce, zwany réwniez operatorem NOR, jest zdefiniowany wzorem p L ¢ = (—p A —q).
Kreska Sheffera, zwana réwniez operatorem NAND, jest zdefiniowana wzoremp 1 ¢ = (—p V —q).

1. Wyraz alternatywe, implikacjg¢ oraz réwnowazno$¢ za pomoca negacji oraz koniunkcji.
2. Wyraz koniunkcje, implikacje oraz rownowazno$¢ za pomoca negacji oraz alternatywy.
3. Wyraz negacje, koniunkcje, alternatywe, implikacj¢ oraz réwnowazno$¢ za pomoca spéjnika Pierce’a.

4. WyraZ negacje, koniunkcje, alternatywe, implikacjg oraz réwnowaznos$¢ za pomoca kreski Sheffera.

Zadanie 8
Spéjnik A, zwany operatorem XOR, jest zdefiniowany wzorem p A ¢ = (p A —=q) V (=p A q).

1. Udowodnij 1aczno$¢ oraz przemiennos¢ spdjnika A.
2. ObliczpAp,(pArqg)rgpir LpAT.
3. Zastandw si¢ jak mozna wykorzysta¢ wlasnosci spéjnika A do kodowania informacji.

Zadanie 9

Jezyk C posiada nastgpujace operatory logiczne: && (koniunkcja), Il (alternatywa) oraz ! (negacja).
Zdefiniuj w tym jezyku pozostale standardowe operatory logiczne.

Zadanie 10

Udowodnij poprawnos¢ nastgpujacych regut dowodzenia:
I {p} Fp

{p,a} FrArg

{pnda} E=p

{p,—r} Fq

{p,p — ¢} E ¢ (reguta Modus Ponens)

A

{aVp,—aVq} EpV q (reguta rezolucji).

Zadanie 11

Bez korzystania z tabelek zero-jedynkowych pokaz, ze
L. {p1,=p1 V p2,—p2 V p3s, 03V pa} | pa
2. {=p1,p1 V p2,7p2V p3,p3Vpa} Epa



Zadanie 12

Zapisz w notacji polskiej nastepujace formuty: (pV q) Vr) Vs, (pVq) — (-rAs), (-(pVq)) <
(—|p A\ —|q)

Zadanie 13

Pokaz, ze jesli zdanie jest zbudowane tylko ze statych zdaniowych L i T, to jest ono tautologia lub
zdaniem sprzecznym.

* Zadanie 14

Zatézmy ze p(po, - - -, prn) jest tautologia oraz ze 1)y, ..., sa ustalonymi zdaniami. Pokaz, ze zdanie
»(vo, - .., 1¥n) jest rtéwniez tautologia.

Zadanie 15

Niech ¢y = p oraz ¢, 11 = () — p dla liczb naturalnych n. Dla jakich liczb naturalnych n zdanie
oy, jest tautologia?

Zadanie 16

Ile istnieje nierownowaznych formut rachunku zdan zbudowanych ze zmiennej zdaniowe p? Ile istnieje
nierownowaznych formut rachunku zdai zbudowanych ze zmiennych zdaniowych p, ¢?

Zadanie 17 (Lewis Carroll)
Pokaz, ze z nastgpujacego zbioru zdan
1. wszyscy moi synowie sa szczupli,
2. wszystkie moje zdrowe dzieci uprawiaja sport,
3. zadne moje dziecko ktére jest takomczuchem nie jest szczupte,
4. zadna moja cérka nie uprawia sportu

wynika, ze “zadne moje zdrowe dziecko nie jest takomczuchem”.
Wskazéwka: Skorzystaj z reguty rezolucji (patrz zadanie 10).

* Zadanie 18

Pokaz, ze za pomoca koniunkcji i alternatywy nie mozna zdefiniowaé negacji. Pokaz, ze za pomoca
alternatywy i koniunkcji nie mozna zdefiniowa¢ implikacji

* Zadanie 19

Zapisz w postaci DNF (dysjunkcyjno normalnej) oraz CNF (koniunkcyjno normalnej) zdanie (p < ).

Zadanie 20
Definiujemy dlugos¢ zdania: I(p) = 1 dla zmiennych zdaniowych p; [(—=¢) = I(¢) + 1; l(dp N ) =
UV ) =1¢)+ () + 1. Niech ¢ = (p11 Ap12) V (p21 Ap22) V (P31 Aps2) V (a1 A paz).
1. Oblicz I(¢)
2. Przeksztal¢ zdanie ¢ do réwnowaznego zdania i) w postaci koniunkcyjno-normalne;j.
3. Oblicz ().
4

. Sprébuj uogdlnié to zadanie.

Zadanie 21
Upros¢ nastepujace wyrazenia jezyka C:
1. i1f (' (x>0) || !'(x>10)) {...}
2. if ((x<0) || (! (x<0) && (y>0))) {...}
3004fF (P (M (x<0) || (y>0))) {...}



** Zadanie 22

Na pewnej wyspie mieszka dwoch tubylcow. Jeden z nich zawsze méwi prawdg, drugi - zawsze klamie.
Na wyspe dostat si¢ wedrowiec. Stanal przed rozwidleniem drég. Spotkal tubylca. Chce dowiedzieé sig
ktéra z dwéch drég doprowadzi go do stolicy. Moze zadaé tylko jedno pytanie. Jak powinien je sformuto-
wac?

G2: Zbiory

Zadanie 23

Ktére z nastgpujacych zdan sg prawdziwe dla dowolnych zbioréw A, B:
1. AUB=BUA,

2. AUB=DBnNA,
3. AU(ANA)=ANA,
4. AnNA=BAB,
5. ANA=(BAB)A A

Zadanie 24

Pokaz, ze z Aksjomatu Ekstensjonalnosci wynika, ze operacja przekroju jest poprawnie okreslona. To
znaczy, pokaz ze jesli A i B sa dowolnymi zbiorami, to istnieje tylko jeden zbiér C taki, ze © € C' < (z €
A A x € B). Pokaz to samo dla réznicy zbioréw.

Zadanie 25

Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C prawdziwe sa nastgpujace réwnosci:
I. AnNA=A,

2. AUB = BUA,
3. An(BNC)=(AnB)NC,
4. AUBNC)=(AuB)N(AUCQC).
5. (AAB)AC=AA(BAC)
6. (AAB)NC=(ANC) A (BNC).
Zadanie 26
Zapisz za pomoca symbolu inkluzji Aksjomat Ekstensjonalnosci.
Zadanie 27
Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C prawdziwe sg nastgpujace zdania:
1. ACA,
2. (ACB)A(BC(C)— ACC,
3. ACAUB,
4. (ACC)AN(BC(C)— AUuBCC,
5. ANB C A,
6. (ACB)A(ACC)—ACBNC,
7. (ACB)A(CCD)— AUCCBUD,
8. (ACB)A(CCD)—ANCCBND.
Zadanie 28
Niech A i B bgda podzbiorami ustalonej przestrzeni 2. Pokaz, ze

1. (A% = A,
2. A\B=AnB°,



3. (AUB)® = A°N B,
4. (AN B)® = A°U B,
5 0c=Q,

6. Q° =10,

7. ACB— B¢ C A°

Zadanie 29

Pokaz, ze A U B jest najmniejszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawierajacym jednoczesnie zbiory A
oraz B. Sformutuj i udowodnij analogiczny fakt dla przekroju dwéch zbiorow.

Zadanie 30
Pokaz, ze (A\ B)\C = A\ (BUC)oraz A\ (B\ C) = (A\ B)U(ANC) dla dowolnych zbioréw
A, B,iC.
Zadanie 31
Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw Ai B mamy A\ (A\ (A\ B)) = A\ B.

Zadanie 32

Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A i B prawdziwa jest rtéwnowazno$¢ A = B «— A\ B = B\ A.

Zadanie 33

Rozwiaz réwnanie [ 1] = [-1,1). Niech A = {1,3,5}, B = {2,4} i C = {1,5}. Znajdz taki

A X
zbidr X, ze (A A X) A C.
Zadanie 34
Dlaczego {0} # 0? Pokaz, ze zbiory (), {0}, {{0}}, ...sa parami rézne. Wyznacz zbiory P(0), P(P(0)),
P({a,b})iP({a,b,c}). lle elementéw maja te zbiory?
Zadanie 35

Niech S(z) = U {z}. Niech g = 0 oraz x,,4+1 = S(z,,) dla wszystkich liczb naturalnych n.
1. Wyznacz x,, dla wszystkich n < 5.
2. Pokaz, ze jeslin < mto x, € Ty,.
3. Pokaz, ze xp+1 = {T0,Z1,.-.,ZTn}

Uwaga: Metoda tqg mozna zdefiniowad liczby naturalne za pomoca zbioréw.

Zadanie 36

Czy iloczyn kartezjanski jest operacja taczna? Czy jest przemienny? Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw
A, B i C prawdziwe sa nastgpujace réwnosci:
. (AUB)xC=(AxC)U(BxC(),
2. (ANB)xC=(AxC)n(BxC).
Zadanie 37
Pokaz, ze A x B = B x A wtedy i tylko wtedy, gdy A= BV A=0Vv B ={.

Zadanie 38
Pokaz, ze A C B wtedy i tylko wtedy, gdy P(A4) C P(B). Czy dla dowolnych zbior6w A i B praw-
dziwe sa réwnosci P(A) N P(B) = P(ANB) i P(A) UP(B) = P(AU B)?
Zadanie 39

Niech A, B C ). Opisz rodzing wszystkich zbioréw ktére moga zosta¢ zdefiniowane ze zbioréw A i B
za pomoca operacji sumy, przekroju i dopetnienia.



Zadanie 40

Niech A = {1,2,6,7,8}, B=1{2,3,4,7,8} i C = {4,5,6,7,8}. Ile r6znych zbioréw mozesz zbudo-
waé za pomoca operacji U, N, ¢ ze zbioréw A, B i C? Czy zbiér {8} nalezy do tej rodziny zbior6w?

Zadanie 41
Zapisz w postaci “nawiasowej” wyrazenia ABC' U U, ABUCU oraz ABC UUAB U CU =.

Zadanie 42

Niech ¢(x) i 1)(x) bedg funkcjami zdaniowymi okreslonymi dla elementéw przestrzeni 2. Pokaz, ze

L {zeQ:p@)}c={reQ: o)}
2 {zeQ:p@)NY(x)}={z€eQ:p@)}n{zeQ: v}
3 {zeQ:o@x) V() ={reQ: o)} U{zrecQ: ¢}

* Zadanie 43

Pokaz, ze dla kazdego zbioru A zachodzi nier6wno$é A # P(A).

* Zadanie 44

Pokaz, ze nie istnieje taki zbior €2, ze A C ) dla dowolnego zbioru A.

Zadanie 45
Jak mozna zaimplementowaé dziatania na podzbiorach zbioru {0, . ..,255}?
G3: Kwantyfikatory
Zadanie 46

Zakresem zmienno$ci zmiennych jest zbidr liczb naturalnych. Zapisz przy uzyciu symboli 0,1, +, -, <, |
oraz symboli logicznych nastgpujace funkcje zdaniowe:

x jest liczbg parzysta,

x jest liczbg pierwsza,

x jest liczba ztozona,

x=NWD(y,z2),

kazde dwie liczby maja najmniejsza wspélna wielokrotnos¢,
nie istnieje najwigksza liczba pierwsza.

kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest sumg dwoch liczb pierwszych (hipoteza Goldbacha)

N kWD =

kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratéw liczb naturalnych (twierdzenie Lagrange’a)

Zadanie 47
Niech zakresem zmienno$ci zmiennych jest zbiodr liczb rzeczywistych. Zapisz za pomoca symboli lo-
gicznych oraz symboli =, <, <, +, - i Q nastgpujace formuty:
1. kwadrat kazdej liczby jest nieujemny,
liczba a jest ograniczeniem gérnym zbioru A,
liczba a jest kresem gérnym zbioru A,

pomigdzy dowolnymi dwoma réznymi liczbami rzeczywistymi istnieje liczba wymierna,

wook v

funkcja f jest malejaca.

Zadanie 48

ZnajdZ wykresy nastepujacych formut zmiennych x i y, o zakresie zmiennosci réwnym R?: z = v,
r<yr<y,c-y<ljz-y<lL(z<0)V(z=y,z-y<l—oz-y=1



Zadanie 49

Zapisz za pomoca kwantyfikatoréw zdanie “g jest granica ciagu (a, )nen”-
1. Zastosuj prawa de’Morgana do uproszczenia negacji tego zdania.

2. Pokaz, ze liczba 1 nie jest granica ciagu a,, = n%rl
Zadanie 50

Niech predykat r(z, y) oznacza, ze x jest rodzicem y, niech m(x) oznacza, ze x jest mgzczyzna. Zde-
finiuj za pomoca formut r oraz m nastgpujace formuty:

1. “xjest bratem y”
2. “xjest kuzynka y”
3. “xjest pradziadkiem y”

Zadanie 51

Dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ niech A; = {(x,tx) : « € R}. Niech A = {4; : ¢ € R}. Wyznacz
zbiér |J A.

Zadanie 52
Pokaz, ze dla dowolnych dwéch rodzin zbioréw A i B zachodzi réwnosé | J(AU B) = |J AU B.
Zadanie 53
Zal6z ze € jest zbiorem skorficzonym i niech Q = {w;,...,w,}. Pokaz, ze
L () ()o(ey) = A A vl ).
i=1j=
2. (V) @il y) & AV blnwy)
1=177=
3. @0)@etey) < V.V dwiw)
1=177=
Zadanie 54

Rozstrzygnij, ktéry z graczy ma strategi¢ zwycigska w grze ,trzech zapalek™ zaczynajaca si¢ od 30
zapatek. Opisz t¢ strategie.

* Zadanie 55

Pokaz, ze jesli a,b € A to (a,b) € P(P(A)). Wykorzystaj te obserwacje do zdefiniowanie iloczynu
kartezjariskiego dwdch zbioréw A i B za pomoca operacji zbioru potggowego oraz wyrdzniania.

* Zadanie 56
Okreslmy nastgpujace dwa kwantyfikatory stosowane do liczb naturalnych:
(Vn)y(n) < (3k € N)(Vn > k)ip(n)
oraz

(F*°n)Y(n) < (Yk € N)(3n > k)(n) .

1. Sformutuj i udowodnij prawa de Morgana dla tych kwantyfikatoréw.

2. Pokaz, ze dla dowolnej formuty v zdanie
(V>n)ip(n) — (3*n)¢(n)

jest prawdziwe.

3. Sformutuj przy pomocy tych kwantyfikatoréw pojecie granicy ciagu oraz pojecie punktu skupienia.



4. Bezposrednio z wlasnosci tych kwantyfikatoréw pokaz, ze granica ciagu jest jego punktem skupie-
nia.

Zadanie 57
Pokaz, ze dla kazdego zbioru A zachodzi réwnos¢ A = |JP(A).

* Zadanie 58

Niech zakresem zmienno$ci zmiennych bedzie zbidr liczb catkowitych. Zapisz za pomoca symboli lo-
gicznych oraz symboli +, - predykat ,,z > 0”.
Wskazowka: Zapoznaj si¢ z twierdzeniem Lagrange’a o sumach czterech kwadratow.

*xk Zadanie 59

Niech zakresem zmiennos$ci zmiennych bedzie zbiér liczb naturalnych. Pokaz, ze za pomoca symboli
0, 1, 4 oraz | mozna zdefiniowac¢ predykat ,,x - y = 2z” (symbol | oznacza podzielno$¢ bez reszty).

Wskazéwka: Zdefiniuj najpierw predykat (3y)(z = »2). Przydaé ci si¢ moga nastgpujace tozsamosci:
(x+y)?=2>+ay+ay+y: NWD(z,x +1) = loraz 22 + x = NWW (z,z + 1), gdzie NW D
oznacza najwigkszy wspdlny dzielnik, NW W oznacza najmniejsza wspolng wielokrotnosc.

Zadanie 60

Wymien wszystkie poznane do tej pory warianty praw de’Morgana.

G4: Relacje i funkcje

Zadanie 61

Podaj przyktad relacji ktdra jest symetryczna, ale nie jest zwrotna ani przechodnia.

Zadanie 62

Pokaz, ze relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R o R C R. Pokaz, ze relacja R jest
symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R~ = R.

Zadanie 63

Niech R = {(z,y) € R? : |z| = |y|} oraz Q = {(z,y) € R? : y = sin(x)}. Narysuj wykres relacji R,
@, RoQoraz Qo R.

Zadanie 64

Niech R = {(n,n+1) : n € N}. Wyznacz najmniejsza relacje przechodnia na zbiorze liczb naturalnych
N zawierajaca relacje .

Zadanie 65
Niech R = {(z,y) € [0,1]? : x < y}.
1. Wyznacz relacje R o R.
2. Wyznacz relacje Ro R~1.
3. Wyznacz relacjie R~! o R.
Zadanie 66

Wyznacz zbiory 0?, X? oraz X, gdzie X jest dowolnym zbiorem niepustym.

Zadanie 67

Niech f bedzie funkcja ré6znowarto$ciowa. Pokaz, ze wtedy dla dowolnych zbioréw A i B mamy f[AN
B] = f[A] N f[B]. Sformutuj i udowodnij twierdzenie odwrotne.



Zadanie 68

Niech f bedzie funkcja. Pokaz, ze nastgpujace dwa zdania sg rOwnowazne:

1. (YA, B)(f[A\ B] = f[A]\ f[B)),
2. f jestinjekcja

Zadanie 69

Niech f : B — C begdzie funkcja. Pokaz, ze nastgpujace dwa zdania sa réwnowazne:
1. f jestinjekcja
2. (VA)(Vg,h: A— B)(fog=foh—g=h)
Wskazéwka: Wtasnosé (2) wykorzystuje si¢ do zdefiniowania pojgcia monomorfizmu w Teorii Kategorii.
Zadanie 70
Niech f : A — B bedzie funkcjg. Pokaz, ze nastgpujace dwa zdania sg rOwnowazne:
1. f jest surjekcja (na B)
2. (VC)(Vg,h: B—C)(gof=hof—g=h)
Wskazéwka: Wtasnosé (2) wykorzystuje si¢ do zdefiniowania pojecia epimorfizmu w Teorii Kategorii.
Zadanie 71

Niech f bedzie funkcja i A dowolnym zbiorem. Pokaz, ze f | A réwniez jest funkcja oraz, ze dom(f |
A) = dom(f) N A.

Zadanie 72
Niech f i g beda funkcjami. Pokaz, ze f U g jest funkcja wtedy i tylko wtedy, gdy

f1(dom(f) Ndom(g)) = g (dom(f) N dom(g)).

* Zadanie 73
Niech F bedzie dowolna rodzing funkcji. Pokaz, ze | J F jest funkcja wtedy i tylko wtedy, gdy

(Vf,g9 € F)(f U g jest funkcja) .

Zadanie 74
Znajdz bijekcje pomiedzy nastgpujacymi parami zbioréw:
1. NiZ,
2. (0,1)i(3,5),
3. (0,1)iR,
4. (0,1)iRT,
5. [0,1]1[0,1)

Zadanie 75

Niech f : R?> — R? bedzie funkcja zadana wzorem

f(z,y) =(z+y,z—y).

Czy odwzorowanie f jest injekcja? Czy odwzorowanie f jest surjekcja? Znajdz f[R x {0}], f[L] oraz
f1[L)], gdzie L jest prosta zadana réwnaniem y = x + 1.



Zadanie 76
Niech (A¢)ter bedzie rodzing zbioréw i niech f bedzie funkcja. Pokaz, ze
Lo fIU A= U flAd,

teT teT

2. fIN AJ < N flAd

teT teT

307U Ad = U A

teT teT

4 7N Ad = N A

teT teT

Zadanie 77

Ustalmy zbi6r €2. Funkcja charakterystyczng zbioru A C ) nazywamy funkcje¢ 1 4 okreslong wzorem
14 = (A° x {0}) U (A x {1}). Dlaczego funkcje¢ 14 nazywa si¢ czasem mapa bitowa zbioru A? Pokaz,
ze dla podzbioréw A, B przestrzeni €2 zachodza nastgpujace wzory: 1anp = 14 - 1p, 1ac = 1 — 14,
laup=1-(1-14)-(1-1p)

Zadanie 78

Niech f : {0,1}'° — {0, 1} bedzie funkcja tozsamosciowo réwna 1. Zastosuj do funkcji f uniwersalna
metode wyznaczenia zdania ¢ takiego, ze f = F, i wyznacz jego dlugos¢ uwzgledniajac ilo§¢ zmiennych
zdaniowych, spéjnikéw i nawiasow.

Zadanie 79
Ile istnieje nieré6wnowaznych formut rachunku zdan zbudowanych ze zmiennych zdaniowych p1, ..., p,?
Wskazowka: Ile mozesz zbudowac réznych "tabelek zero-jedynkowych"dla n zmiennych zdaniowych?.
Zadanie 80
Niech 4, = {(z,y) € R? : |y| < n|z|} oraz B,y = {(z,y) € R? : £ < z - y}. Oblicz |J A, oraz
n>1
U Bn.
n>1
Zadanie 81
Niech 4,, = [-2+ (—=1)",n). Obliczy (| Amoraz(| U An .
n m>n n m>n
Zadanie 82

Niech (F},)nen bedzie dowolnym ciagiem zbioréw.

1. Pokaz, ze x € liminf, ey F,, wtedy i tylko wtedy, gdy (V>°n)(z € F),) oraz x € limsup,,cy Fy
wtedy i tylko wtedy, gdy (3°°n)(z € F,,) (patrz Zadanie 56).

2. Korzystajac z powyzszych obserwacji udowodnij, ze

ﬂ F, Climinf F,, C limsup F,, C U F, .
neN neN
neN neN

3. Podaj przyktad ciagu zbioréw (F),),en dla ktérego wszystkie inkluzje w powyzszym wzorze s
wlasciwe.

Zadanie 83

Ustalmy zbiory A, B i C. Niech As,, = A, Asp+1 = B oraz As,yo = C dlan € N. Wyznacz
liminf,en Ay, limsup,,¢p Ar. Kiedy ciag (A, )nen jest zbiezny?

Zadanie 84

Niech (A(; jy)(i,j)erx.s bedzie dowolna indeksowang rodzing zbioréw. Pokaz, ze

U4 = U MNA4irar

iel jeJ feJriel
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Zadanie 85

Zatézmy, ze (A, )nen jest rodzing zbioréw parami roztacznych. Pokaz, ze wtedy lim sup,, ¢y A, = 0.

Zadanie 86

Zatézmy, ze (A, )nen jest malejaca rodzing zbioréw, czyli, ze Ag 2 A3 2 As DO ... oraz, ze
Npen An = (). Pokaz, ze wtedy

AO = U (An \ AnJrl)'
neN
* Zadanie 87

Funkcje¢ logiczna f nazywamy nazywamy monotoniczna jesli zmiana dowolnego argumentu z 0 na 1
nie powoduje zmiany wartosci funkcji z 1 na 0. Pokaz, ze jesli f jest monotoniczna funkcja logiczna, to
jest ona funkcja stata lub moze zosta¢ przedstawiona jako formuta zbudowana wytacznie ze zmiennych
oraz spojnikow A i V.

* Zadanie 88

Na przyjeciu jest sze$¢ os6b. Pokaz, ze jest trdjka oséb znajomych lub, ze jest tréjka oséb ktdrzy si¢ nie
znaja (uwaga: zaktadamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to i osoba B zna osobe A).

GS5: Relacje rownowaznoSci

Zadanie 89

Na zbiorze liczb rzeczywistych R okreslamy relacje z ~ y <« (x — y € Z).
1. Pokaz, ze ~ jest relacja rownowaznosci

2. Wyznacz Kklasg abstrakc;ji [\/5]z

3. Opisz klasg abstrakcji dowolnego elementu a € R.

4. Sprébuj samodzielnie uogdlni¢ to zadanie.

Zadanie 90
Dla (z1,2), (y1,y2) € [0, 1]? okreslamy relacje

(x1,72) ~ (y1,92) < ulz1) = u(y1) A u(z2) = u(yz2),

gdzie u(z) = = — |z].
1. Pokaz, ze ~ jest relacja rtéwnowaznosci.
2. Wyznacz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 91

Pokaz, ze nastgpujace relacje sa relacjami rownowaznos$ci na zbiorze X i wyznacz ich klasy abstrakcji:

l. X =N% (2,y) = (a,b) >z +y=a+b,

2. X =N?; (2,9) = (a,b) < max{x,y} = max{a, b},
3. X =Rizm~y« (3t#£0)(tz =vy),

4. X =Rzmy< (It>0)(tx =y),

5. X =R%s o~y (3t#0)(tr =vy),

6. X =R%Lz~y«— (3t>0)(tr =y).

Zadanie 92

Jaka jest najmniejsza w sensie inkluzji relacja rownowaznos$ci n zbiorze X ? Jaka jest najwigksza w
sensie inkluzji relacja réwnowaznosci n zbiorze X ?
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Zadanie 93

Ile jest relacji réwnowaznosci na zbiorze {1, 2, 3}? Ile jest réznych rozbié¢ zbioru {1,2,3,4}?
Zadanie 94
Na zbiorze [0, 8)? okreslamy nastepujaca relacje réwnowaznosci
(a,b) ~ (¢, d) < [a] = [c] A [b] = [d],
gdzie [z] oznacza czg$¢ catkowita liczby x. Niech
T = {(n,m) € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}% : 2|n + m}.

Narysuj zbior
U [(nm).

(n,m)eT

Zadanie 95

Na zbiorze liczb catkowitych Z okre$lamy relacje z = y < 3|(z + 2y) oraz x ~ y « 5|z? — y2. Czy
sg to relacje rownowazno$ci?

Zadanie 96
Na zbiorze N x N okre§lamy relacja réwnowazno$ci ~ formuta
(z,y) = (,y') & max{z,y} = max{z’,y/} .
Ile elementoéw ma klasa abstrakeji [(0, 20)]~?

Zadanie 97

Niech G = (G, -) bedzie grupa oraz niech H C G bedzie podgrupa grupy G. Na zbiorze G okre§lamy
relacje ~y wzorem
r~gy—ay e H

Pokaz, ze ~ jest relacja rownowazno$ci. Opisz jej klasy abstrakcji.
Zadanie 98

Pokaz, ze jesli R i .S sa relacjami réwnowaznosci na zbiorze €2, to réwniez R N S jest relacja réwno-
waznosci na zbiorze (2. Opisz klasy abstrakcji relacji RN S.

Zadanie 99

Pokaz, ze przekr6j dowolnej rodziny relacji rownowaznosci na zbiorze X jest rowniez relacja réwno-
waznosci na zbiorze X.

Zadanie 100

Na zbiorze N x N okres§lamy relacje R i S wzorami
(n,m)R(n',m') < n=n'

oraz
(n,m)S(n',m') = m=m’.

Wyznacz najmniejsza relacje rownowaznosci zawierajaca relacje R U S.

G6: Czesciowe porzadki
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Zadanie 101

Pokaz, ze (N\ {0}, |) jest czgsciowym porzadkiem. ZnajdZz w nim element najmniejszy. Znajdz elementy
minimalne w cze$ciowym porzadku (N \ {0, 1}, |).

Zadanie 102

Na zbiorze X = {10, 11, ..., 30} okreslamy relacj¢ (x < y) < (z|y). Wyznacz elementy maksymalne
i minimalne w czg§ciowym porzadku (X, <).

Zadanie 103

Pokaz, ze jesli w czgSciowym porzadku istnieje element najwigkszy, to jest on jedynym elementem
najwigkszym i jest elementem maksymalnym.

Zadanie 104

Pokaz, ze jesli R1.S sa czg§ciowymi porzadkami, to ich przekréj RN.S tez jest czgsSciowym porzadkiem.
Czy ich suma R U S musi by¢ czgsciowym porzadkiem?

Zadanie 105

Niech R bedzie czgsciowym porzadkiem na zbiorze X. Niech Y C X oraz S = RN (Y x Y). Pokaz,
ze S jest czeSciowym porzadkiem na zbiorze Y.

Zadanie 106

Dla danych liczb n,m € N podaj przyktad czgsciowego porzadku ktéry ma doktadnie n elementéw
minimalnych oraz m elementéw maksymalnych.

Zadanie 107

Podaj przyktad czesciowego porzadku ktéry ma doktadnie jeden element maksymalny oraz nie ma
elementu najwigkszego.

Zadanie 108

Niech (X, R) bedzie czgsciowym porzadkiem. Pokaz, ze relacja R~ jest rtéwniez czg$ciowym porzad-
kiem na zbiorze X. Jakie sa zwiazki pomigdzy elementami maksymalnymi, minimalnymi, najwigkszymi i
najmniejszymi w tych dwéch czgsciowych porzadkach?

Zadanie 109

Niech (X, <) bedzie liniowym porzadkiem. Pokaz, ze jesli a € X jest elementem <-maksymalnym,
to a jest rowniez elementem <-najwigkszym.

Zadanie 110

Pokaz, ze nie istnieje liniowy porzadek =< na zbiorze liczb zespolonych C o nastgpujacych wtasnosciach:
1. Va,b,z,y €C)((axb)A(x =y)—at+z=<b+y),
2. (Va,beC)((0=2a)A(0=b)—0=a-b).

Zadanie 111

Niech A bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Pokaz, ze porzadki (P(A),C) i ({0, 1}, <*), gdzie
f<*ge (Vae€ A)(f(a) < g(a)), saizomorficzne.

Zadanie 112

Na zbiorze R? rozwazamy relacje < zadana formuta
((z,y) 2 (@y)) < (@ <2)A(y<y).

Niech K = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}.
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1. Pokaz, ze relacja =< jest czgSciowym porzadkiem.
2. Wyznacz elementy minimalne zbioru K.
3. Dla ustalonego punktu (a,b) € R? wyznacz zbiory {(z,y) € R? : (a,b) < (z,9)}, {(x,y) € R? :
(z,y) < (a,b)} oraz {(z,y) € R? : =((a,b) < (2,9)) A ~((z,) < (a,D))}-
Zadanie 113
Niech K = {(z,y) € R? : max{|z|, |y|} < 1}. Na zbiorze K okreslamy relacje

(,y) 2 (@) = (@ <a)v@e=2"Ay<y)).
Pokaz, ze < jest liniowym porzadkiem na zbiorze K oraz wyznacz elementy minimalne w tym porzadku.

Zadanie 114

Rozwazmy czgSciowy porzadek (R, <). Niech A, B C R beda zbiorami ograniczonymi. Pokaz, ze
inf(A) = —sup({—a:a € A}) orazsup({a+b:a € AANb € B}) =sup(A) + sup(B).

Zadanie 115

Niech Q = {a,b} oraz niech X bedzie zbiorem wszystkich stéw z Q* dtugosci nie wigkszej niz 3.
Wypisz elementy tego zbioru w porzadku leksykograficznym.

Zadanie 116

Niech €2 bedzie niepustym zbiorem. Na zbiorze stéw Q* definiujemy relacje o ~ n < |o| = |n
|| oznacza dlugos¢ stowa x. Pokaz, Ze = jest relacja réwnowaznosci. Wyznacz jej klasy abstrakcji.

, gdzie

Zadanie 117

Pokaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje zbior liczb naturalnych 7T’ taki, ze czgsciowe porzadki
(P({1,..,n}),C) oraz (T, |) sa izomorficzne

Zadanie 118

Niech L; oznacza zbiér wszystkich zdai zbudowanych z jednej zmiennej zdaniowej p. Na zbiorze
L, okreSlamy relacje ¢ < ¢ —F (¢ — ). Pokaz, ze < jest preporzadkiem. Niech = bedzie relacja
réwnowaznosci wyznaczong przez ten preporzadek oraz niech < bedzie czgSciowym porzadkiem na L,/ =
wyznaczonym przez <. Pokaz, ze porzadek (L1/ =, <) jest izomorficzny z porzadkiem P({0,1}).

* Zadanie 119

Zatézmy, ze (X, <) jest dobrym porzadkiem o nastgpujacych wiasnosciach: nie ma w nim elementu
najwigkszego, dla kazdego elementu, z wyjatkiem najmniejszego, istnieje element bezposrednio go poprze-
dzajacy. Pokaz, ze porzadek (X, <) jest izomorficzny z liczbami naturalnymi z naturalnym porzadkiem.

* Zadanie 120

Zatézmy, ze f : A — B jest surjekcja. Pokaz, korzystajac z Aksjomatu Wyboru, ze istnieje taka funkcja
g:B— A ze (Vy € B)(f(9(y) =y)

Zadanie 121

Niech (2, Yn)nen bedzie dowolnym ciagiem liczb naturalnych. Pokaz, ze istnieja liczby n,m € N
takie, zen < moraz &, < Ty 1 Yn < Ym-

Zadanie 122
Podaj przyktad injekeji f : {0,1}* x {0,1}* — {0,1}*.

G7: Aksjomat Wyboru

14



Zadanie 123

Na zbiorze X = R? rozwazamy relacje réwnowaznosci okreslong wzorem = =~ y « (3t # 0)(tz = y)
(patrz Zadanie 91). Znajdz jakis naturalny (prosty do opisania) selektor rodziny X/ ~=.

Zadanie 124

Na zbiorze R rozwazamy relacj¢ okreslona wzorem x ~ y < = —y € Z. Pokaz, ze jest to relacja
réwnowaznosci oraz znajdz jaki$ naturalny selektor rodziny R/ ~.

Zadanie 125

W ktérym momencie dowodu réwnowaznosci definicji Heinego i Cauchy’ego ciagtosci funkcji korzy-
stamy z Aksjomatu Wyboru?

** Zadanie 126

Pokaz, ze w kazdej przestrzeni liniowej istnieje baza.
Wskazowka: skorzystaj z Lematu Kuratowskiego Zorna.

Zadanie 127
Znajdz liniowy porzadek < na zbiorze P({a, b, c}) taki, ze

(VX,Y € P({a,b,c}))(X CY — X <Y).

** Zadanie 128

Pokaz, korzystajac z Lematu Kuratowskiego-Zorna, ze kazdy czgsciowy porzadek mozna rozszerzy¢ do
porzadku liniowego.

Zadanie 129

Niech A bedzie rodzing niepustych, parami roztacznych podzbioréw zbioru liczb naturalnych. Pokaz,
bez pomocy Aksjomatu Wyboru, ze rodzina .4 ma selektor.

G8: Indukcja Matematyczna

Zadanie 130
Wyznacz moc zbioru A = {k € {1,...,1000} : 2|k V 5|k}.
Zadanie 131
Uogdlnij wzér |A U B| = |A| + |B| — |A N B| na trzy i cztery zbiory.
* Zadanie 132

Uog6lnij wzér |AU B| = |A| + | B| — |A N B| na dowolng skoriczong ilo§¢ zbioréw.

Zadanie 133

Niech A = {A € P({1,...,10}) : 2 < |A] < T7}. Ile jest elementéw minimalnych oraz ile jest
elementéw maksymalnych w czg$ciowym porzadku (A, C)?

Zadanie 134

Pokaz, ze w kazdym skoficzonym czg$ciowym porzadku istnieje element maksymalny.

Zadanie 135

Pokaz, ze jesli skoficzony porzadek ma tylko jeden element maksymalny, to jest on elementem najwigk-
szym.
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Zadanie 136

Pokaz, ze jesli kazdy skoriczony porzadek mozna rozszerzy¢ do porzadku liniowego. Podaj oszacowania
na liczbe tych rozszerzen.

Zadanie 137

Niech A = {1,...,n} x {0,1} oraz R = {((«,0), (x,1) : 1 < z < n}Uidy. Naile sposob6w mozna
rozszerzyC relacje R do liniowego porzadku?

Zadanie 138

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona wyznacz nastgpujace sumy:
S (1) e (D) s2(h). Sill).
1=0 1=0 1=0 1=0

Wskazowka: Do wyznaczenia ostatniej sumy mozesz skorzystac z tego, ze (’:) = ( " )

n—i

Zadanie 139
Za pomocg formuty Stirlinga n! ~ /2mn (%)n oszacuj liczbg (L

" J)’ gdzie |z ] oznacza czes¢ catko-
2
witg liczby .

Zadanie 140

Pokaz, ze jesli f : {1,...,n} — {1,...,n} jest injekcja, to funkcja f jest réwniez surjekcja. Pokaz, ze
jesli f :{1,...,n} — {1,...,n} jest surjekcja, to funkcja f jest réwniez injekcja.

Zadanie 141

Ile jest waluacji 7 : {po,p1,-.-,p10} — {0, 1} takich, ze m = pg — (p1 A ... Ap1g) ?

Zadanie 142
Wyznacz liczbe przekatnych w n-kacie wypuktym.

Zadanie 143

Ile jest relacji zwrotnych, symetrycznych, stabo antysymetrycznych na zbiorze n elementowym?

Zadanie 144

Ile jest relacji ktére sa jednoczes$nie zwrotne i symetryczne na zbiorze {1,2,...,n}?
Zadanie 145
Relacje R nazywamy antysymetryczng, jesli
(Va,y)((z,y) € R — (z,y) ¢ R) .
Ile jest relacji antysymetrycznych na zbiorze n - elementowym?

Zadanie 146
Relacje R nazywamy Zatosngq, jesli
(Vo y)(z,y) ER—ax=1y) .
Ile jest relacji zatosnych na zbiorze n - elementowym?

Zadanie 147
Niech S = {X C {1,...,9} : 2||X|}. Jaka jest moc rodziny zbioréw S ?
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Zadanie 148

Pokaz, ze jesli w tréjkacie réwnobocznym o boku 2 rozmiescimy dowolnie pigé punktéw, to dwa z nich
sa odlegte nie wigcej niz o 1.
Wskazéwka: Zastosuj zasade szufladkowa Dirichleta.

Zadanie 149

Pokaz, ze w kazdej szdstce liczb ze zbioru {1, ..., 10} istnieja dwie liczby ktérych suma jest nieparzysta.
Wskazéwka: Przyjrzyj si¢ rozbiciu {1, ...,10} = {1,3,5,7,9} U {2,4,6,8,10}.

Zadanie 150

Niech x4, ..., x, bedzie ciagiem liczb catkowitych. Pokaz, ze suma pewnej liczby kolejnych wyrazéw
tego ciagu jest podzielna przez liczbg n.
Wskazéwka: Rozwaz liczby s, = (21 + ... + ) mod n. .

Zadanie 151

Czy szachownice z usunigtymi naprzeciwlegltymi naroznikami mozna pokry¢ kostkami domina o po-
wierzchni réwnej dwém kwadratom szachownicy?
Wskazéwka: Pomaluj rozsadnie szachownice.

Zadanie 152

Pokaz, ze istnieje potega liczby 3, ktdrej rozwinigcie dziesigtne koriczy si¢ cyframi 001.
Wskazéwka: Rozwaz ciag liczb a,, = 3" mod 103.

Zadanie 153
Niech A C {1, 2, ..., 2n} bedzie zbiorem o mocy |A| > n. Pokaz, ze istnieja dwie rézne liczby a,b € A
takie, ze a dzieli b.
Wskazéwka: Rozwaz funkcje f(z) = max{k : klx A =(2|k)}.
** Zadanie 154 (Erdds—Szekeres)

Niech z1, ..., Tmn+1 bedzie ciagiem réznych liczb rzeczywistych. Pokaz, ze z ciagu tego mozna wy-
bra¢ podciag rosnacy dtugosci m + 1 lub podciag malejacy dtugosci n + 1.
Wskazéwka: Kazdej liczbie k& € {1,...,nm + 1} przyporzadkuj parg liczb (ag, by ), gdzie aj, = dtugosé
najdtuzszego rosnacego podciagu koficzacego si¢ w xy, za$ by, = dlugo$¢ najdtuzszego malejacego podciagu
koniczacego sie w xy; .

Zadanie 155

Niech A bedzie skoniczong rodzing niepustych, parami roztacznych zbioréw. Pokaz, bez pomocy Ak-
sjomatu Wyboru, ze rodzina .4 ma selektor.

Zadanie 156

Niech A={A,..., A, } bedzie skoficzona rodzing niepustych, parami roztacznych skoriczonych zbio-
réw. Wyznacz moc zbioru wszystkich selektoréw rodziny A.

Zadanie 157

Pokaz, ze dowolne dwa skoniczone liniowe porzadki o tej samej liczbie elementéw sg izomorficzne.

G9: Teoria mocy

Zadanie 158

Pokaz za pomoca indukcji matematycznej, ze n < 2™ dla kazdej liczby naturalnej n. Udowodnij ten
sam fakt bez korzystanie z indukcji matematycznej.
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Zadanie 159

Znajdz bijekcje pomiedzy nastgpujacymi parami zbioréw:
1. (—=7/2,7/2) iR,

2. (0,1)1(2,5),
3. (0,00)iR
4. [0,1]1[0,1).

Zadanie 160

Pokaz, ze kazdy niezdegenerowany odcinek prostej rzeczywistej jest mocy continuum. Pokaz, ze kazdy
niezdegenerowany tréjkat na ptaszczyznie jest mocy continuum.

Zadanie 161

Niech Sym(A) oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru A. Pokaz, ze jesli |A| = | B] to [Sym(A)| =
Sym(B)].

Zadanie 162

Pokaz, ze zbiér punktéw plaszczyzny o obu wspéirzednych wymiernych jest zbiorem przeliczalnym.

Zadanie 163

Pokaz, ze dowolna rodzina parami roztacznych odcinkéw liczb rzeczywistych jest przeliczalna.
Wskazéwka: Skorzystaj z tego, ze liczby wymierne sa geste w zbiorze liczb rzeczywistych oraz, ze zbidér
liczb wymiernych jest przeliczalny.

Zadanie 164

Pokaz, ze dowolna rodzina parami roztacznych niepustych kétek na ptaszczyZnie jest przeliczalna.

Zadanie 165

Pokaz, ze n - Xg = (Rg)™ = N dla kazdej liczby naturalnej n > 0. Wyznacz liczbe Ng 0.

Zadanie 166

Jaka jest moc zbioru wszystkich ciagéw liczb rzeczywistych zbieznych do zera? Jaka jest moc zbioru
wszystkich ciagéw liczb catkowitych zbieznych do zera?

Zadanie 167

Pokaz, ze zbior wszystkich funkcji ciagtych z liczb rzeczywistych w liczby rzeczywiste jest mocy con-
tinuum.
Wskazéwka: Pokaz, ze jesli f,g : R — R sg takimi funkcjami ciagtymi, ze f [Q = g[Qto f = g.

Zadanie 168

Pokaz, ze zbiér wszystkich bijekcji ze zbioru liczb naturalnych w zbiér liczb naturalnych jest mocy
continuum.

Zadanie 169

Jaka moze by¢ moc zbioru A \ B jesli A i B sa zbiorami mocy R(? Jaka moze by¢ moc zbioru A \ B
jesli Ai B sa zbiorami mocy c?

Zadanie 170
Niech f : N — N. Pokaz, ze [rng(f)| = R lub istnieje taka liczba naturalna n, ze |f~1(n)| = No.

Zadanie 171

Jaka jest moc zbioru {X C N : | X| < Rg}? Jaka jest moc zbioru {X C R : |X| < Ny }? Jaka jest moc
zbioru {X C R: | X| < No}?
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* Zadanie 172
Oblicz k + A, K * X oraz > dla dowolnych s, A € N U {Rg, ¢, 2°}.

Zadanie 173

Niech 3y = 8 oraz 3,11 = 22~ dlan € N.
1. Pokaz, iej() < :1 <32 <...
2. NiechJ, = Zn>0 3,. Pokaz, ze

(Vn € N)(T, <) .

3. Sprébuj zdefiniowaé samodzielnie liczby 3,41, D12, « -+« » Jwtw

* Zadanie 174

Jaka jest moc zbioru {(7,y) € Q2 : 2% + y% = 1}?
Wskazéwka: Zapoznaj si¢ z pojeciem “pierwotnych tréjek pitagorejskich”.

* Zadanie 175

Ile mozna narysowaé parami roztacznych liter L’ na plaszczyZnie?. Ile mozna narysowaé parami roz-
facznych liter ”T” na ptaszczyZnie?

* Zadanie 176

Niech f : R — R bedzie funkcja monotoniczna. Pokaz, ze zbidr punktéw nieciagtosci funkcji f jest
przeliczalny.

Wskazéwka: Oznacz przez T zbiér punktéw nieciagtosci funkcji f i rozwaz rodzing odcinkéw
Iy=(lim f(z), lim f(z))
dlateT.
*+% Zadanie 177 (Cantor)
Liniowy porzadek (L, <) nazywamy gestym, jesli
(Va,be L)(a<b— (3c€ L)(a < c<b)).

Pokaz, ze kazdy przeliczalny liniowy gesty porzadek bez elementu najwigkszego i najmniejszego jest izo-
morficzny z porzadkiem (Q, <).

** Zadanie 178 (Sierpinski)

Niech (A, )nen bedzie dowolna rodzing zbior6w mocy Xg. Pokaz, ze istnieje rodzina nieskoniczonych,
parami roztacznych zbioréw (B, )nen taka, ze B, C A,, dla wszystkich n.
Uwaga: Prawdziwa jest pewien wariant tego twierdzenia dla kazdej nieskoniczonej liczby kardynalne;.

*% Zadanie 179

Niech (A, )nen bedzie dowolna rodzing nieskoficzonych podzbioréw zbioréw N. Pokaz, ze istnieje taki
podzbiér S zbioru N, ze

(Vn € N)(|A, N S| = |4, \ S| = Ro).

* Zadanie 180

Niech {f, : n € N} bedzie dowolna rodzina funkcji ze zbioru N™. Znajdz taka funkcje g € N¥ taka,
ze (Vn)(V°k)(fn(k) < g(k)) (kwantyfikator V> zostal zdefiniowany w zadaniu 56).
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* Zadanie 181
Dla zbioréw A, B € P(N) okreslamy relacje

AC* B |A\ Bl <Rg.

Pokaz, ze C* jest preporzadkiem. Zatézmy, ze (A, )nen jest taka rodzing nieskoriczonych podzbioréw N,
ze (Vn € N)(A,4+1 C* A,,). Pokaz, ze istnieje taki nieskoriczony podzbiér B zbioru liczb naturalnych, ze
(Yn e N)(B C* A4,).

*% Zadanie 182

Pokaz, ze istnieje rodzina A nieskoriczonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych mocy continuum
taka, ze dla dowolnych dwéch réznych A, B € A przekréj A N B jest skoniczony.
Wskazéwka: Skorzystaj z tego, ze zbidr liczb wymiernych jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywi-
stych.

* Zadanie 183
Pokaz, korzystajac z Aksjomatu Wyboru, ze jesli A jest zbiorem nieskoriczonym (czyli, ze (Vn €
N)(—|A| = n)), to istnieje injekcja f : N — A.
#%% Zadanie 184 (Ramsey)

Niech R C N? bedzie relacja symetryczna. Pokaz, ze istnieje nieskoficzony podzbiér A zbioru N taki,
ze (Vx,y € A)(x # y — (x,y) € R) lub istnieje nieskoficzony podzbiér A zbioru N taki, ze (Vz,y €
Az #y— (z,y) ¢ R).

Zadanie 185

Pokaz, ze z kazdego nieskoriczonego ciagu liczb rzeczywistych mozna wybraé nieskoiczony podciag
monotoniczny.

G10: Elementy Teorii Kategorii

Zadanie 186

Ktore z nastepujacych struktur sa monoidami?
1. ([0,1],0,V), gdzie z V y = max{z, y}
[0,1],1,A), gdzie x A y = min{z, y}

(
((0,00),1,%), gdzie x xy = x¥
(X
(

2.
3.
4. Idx, o) (X jest ustalonym zbiorem)

5. (X*,[],++), (gdzie X jest ustalonym zbiorem)

Zadanie 187

Pokaz, ze strzatka Id 4 jest jednoznaczna, czyli, ze jesli Id1 4 oraz Id2 4 spelniaja wtasnosci identyczno-
Scitoldly = 1d24.

Zadanie 188

Pokaz, ze zlozenie monomorfizméw jest monomorfizmem.

Zadanie 189

Pokaz, ze zlozenie epimorfizméw jest epimorfizmem. Sprébuj podaé proste uzasadnienie tego faktu
oparte o poprzednie zadanie.

Zadanie 190

Pokaz, ze jesli f : A — B jest izomorfizmem, to odwrotno$é f~! jest wyznaczona jednoznacznie.
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Zadanie 191

Pokaz, ze jesli f ! jest odwrotnoscia f : A — Big~! jest odwrotnoscia g : B — C,to f~to g™ jest
odwrotnos$cig go f : A — C.

Zadanie 192

Podaj przyktad kategorii ze strzatka ktdra jest monomorfizmem oraz epimorfizmem, ale nie jest izomor-
fizmem.

Zadanie 193

Rozwazamy kategorie zbudowang z czg$ciowego porzadku (X, <). Kiedy istnieja w niej elementy po-
czatkowe i koncowe?

Zadanie 194

Zinterpretuj w jezyku informatyki komutowanie nastgpujacego diagramu

Int I Ing
toRealJr ltoReal
Real Real
SUCCReal

Zadanie 195

Pokaz, ze obiekty koincowe (terminalne) w ustalonej kategorii sa wyrazone jednoznacznie z doktadno-
$cig do izomorfizmu. Pokaz podobng wtasnos$¢ obiektéw poczatkowych.

Zadanie 196

Wyznacz obiekty koficowe i poczatkowe w nastgpujacych kategoriach:
1. w kategorii grup Grp

w kategorii ciat

w kategorii czg§ciowych porzadkéw Pos

w kategorii monoidéw Mon

Set x Set

Set™

SANANE Sl

Zadanie 197

Pokaz, ze produkt (A X B, 74, 7p) jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do izomorfizmu w
kategorii Set.

Wskazowka: Skorzystaj z jednoznacznoSci mediatora w definicji produktu.

Zadanie 198
Pokaz, ze jesli C jest kategoria, to C°P tez jest kategoria.

Zadanie 199
Niech (G, -) bedzie grupa. Na zbiorze G okreslamy dziataniea xb=1b-a
1. Pokaz, ze (G*) jest grupa.
2. Znajdz izomorfizm miedzy grupami (G, -) oraz (G, *).
3. Jaki ma zwiazek to zadanie z konstrukcja C°P?

Zadanie 200

Zapisz w jezyku diagraméw komutujacych (przemiennych) taczno$¢ operacji ztozenia funkcji.
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Zadanie 201
Niech (G, -), (H, ) beda grupami oraz niech f : G — H bgdzie homomorfizmem. Wiadomo, ze grupa
ilorazowa G /ker(f) jest izomorficzna z podgrupa img(f) grupy H. Zapisz to w jezyku przemiennych
diagraméw.
Zadanie 202
Niech C bedzie kategorig z produktem. Dla f : X — A oraz g : Y — B niech (f, g) bedzie strzatka
mediacyjna dla produktu A x B.Pokaz, ze (foh,goh) = (f,g)oh
Zadanie 203

Rozwazamy kategoric Mon (monoidéw). Pokaz, ze funkcja f : (N,0,4+) — (Z,+,+) okreslona
wzorem f(z) = x (czyli identyczno$¢ na N traktowana jako morfizm z (N, 0, +) do (Z, 0, +)) jest epimor-
fizmem.

Zadanie 204

Ustalmy zbiér 2. Rozwazmy kategorig P(Q) ktérej obiektami sa wszystkie podzbiory zbioru {2, zas
morfizmy oznaczaja zawieranie zbioréw. Niech A, B C .

1. Wyznacz A x B w tej kategorii
2. Wyznacz A + B w tej kategorii.

Zadanie 205

Rozwazmy takie przyporzadkowanie F' : Set — Set
X < RN
N : |X ‘ > NQ
Pokaz, ze F' nie mozna rozszerzy¢ do funktora.

Zadanie 206

Sprawdz, ze nastgpujace przyporzadkowania sa endofunktorami kategorii Set oraz zaproponuj dla nich
odwzorowanianx : X — F(X)ipux : F(F(X)) — F(X):

1. F(X) =X x X; F(f X—>Y)(a: y)=(f(:r),f(y)

2. (Reader) Rs(X) = R(f: X —=Y)(¢) =
3. (Writer) Wy (X) = M XX Wm(f: X — Y) = sz x f, gdzie M = (M, e, *) jest ustalonym
monoidem

4. (State) S4(X) = (A x X)4; 54(f : X = Y)(¢) = (Ma)(let (b,y) = ¢(a) in (b, f(y)))

5. Maybe) M(X) =X U{Ixh F(f: X —=Y)=fu{(Tx,Tv)}

6. (Niedeterminizm) N(X) ={Y C X : |[Y| < No}; N(f : X = Y)(A) = f[4]
Odwzorowania 7) oraz (1 musza posiadaé te same wtasnosci co ich odpowiedniki dla funktora List, czyli
px 0 Nr(x) = idp(x), px © F(nx) = idpx) oraz pix o pp(x) = po F(u).

Zadanie 207

Niechmmap f = map (map f) orazmmmap f = map (map (map f)).
1. Zbadaj typy tych odwzorowar.
2. Przetestuj ich dziatanie

3. Pokaz, ze mmap = map . map orazmmmap = map . map . map

G11: Elementy Teorii Modeli

Zadanie 208

Wyznacz warto$é termu 7 = 1 4 (1 4 (1 4 (1 4 1))) w pierScieniach Z,, dla dowolnego n > 1.
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Zadanie 209
Czy (N,<) = (2,X)?
Zadanie 210

Niech Th(a) = {¢ € Sent : a = ¢}. Pokaz, ze T'h(a) jest teoria niesprzeczna i zupeina.

Zadanie 211

Znajdz zdania ¢,, i ¥, takie, ze
1. ¢, jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy model ma moc wigksza lub réwna n,
2. 1y, jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy model ma moc réwna n.

Zadanie 212

Pokaz, ze jesli dwie struktury sa izomorficzne, to sa elementarnie rtéwnowazne.
Zadanie 213

Pokaz, ze

1. a=a,

2. a=b—b=aq,

3. (a=b)A(b=¢c) = (a=0)
Zadanie 214

Niech PO oznacza teori¢ czgsciowych porzadkow z predykatem binarnym R.
1. Pokaz, ze PO = (Vz)((Vy)(R(y, z) — (Vy)(R(z,y) =y = x))
2. Niech ¢ = (Vz,y)(R(z,y) V R(y, z)). Pokaz, ze zdanie ¢ jest niezalezne od teorii PO.

3. Niech LO = PO U {(Vz,y)(R(x,y) V R(y,x))}. Pokaz, ze teoria LO jest kategoryczna w kazdej
mocy skoniczonej. Czy LO jest kategoryczna w mocy Ry ?

4. Niech
DLO = LO U{(Va,y)((R(z,y) Nz #y) — (32)(R(z,2) A R(z,y) Nw # 2 Az #y))}

Pokaz, ze jesli (A,R) = DLO oraz |A| > 1to |A| > Ro.
5. Czy DLO jest kategoryczna w mocy Rg?

6. Niech
DLO* = DLO U {=(3z)(Vy)R(y, z), ~(3z) (Vy) (R(z,y)} .

Pokaz, ze DLO™ jest kategoryczna w mocy Rg

7. Ile nieizomorficznych modeli ma teoria D LO w mocy Xg?

Zadanie 215

Pokaz, ze jesli a jest strukturg skoriczona o skoficzonej sygnaturze, to T'h(a) jest zbiorem rozstrzygal-
nym.

Powodzenia,
Jacek Cichon
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