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1 Podstawowe struktury algebraiczne
Zadanie 1 — Na zbiorze liczb rzeczywistych R okreslamy dziatanie x xy = mzﬁ Czy jest do dziatanie
przemienne? Czy jest ono taczne? Czy istnieje element neutralny dla tego dziatania w zbiorze R?

Zadanie 2 — Ktore z nastgpujacych struktur algebraicznych sg grupami: (Z, +), (Z, ), (Q,+), (N, +),
(R, ), ((0,00),-), (R\ {0},-) 2
Zadanie 3 — Wyznacz tabliczki dziatai dla grup Cs oraz Sym(3). Wyznacz dla tych grup tabliczki

dziatania 2.
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Oblicz 7! oraz o~ 1.

Zadanie 4 — Niech ™ = <

Oblicz w o o oraz o o .

Oblicz (7 o o) ~! oraz (0 o)~ L.

Znajdz takie permutacje x,y € Sym(5),ze Tox = o orazy o = 0.

M e

Rzedem elementu g w grupie (G, -) z elementem neutralnym e nazywamy najmniejsza liczbe
naturalna k > 1 taka, ze g* = e (lub oo, jesli takiej liczby k nie ma). Wyznacz rzedy permutacji
o oraz ™ w grupie Sym(5).

Zadanie 5 — Wyznacz rzedy wszystkich elementéw w grupie Cyo. Sformutuj jakas rozsadna hipotezg
o rzgdach elementéw w grupie.

Zadanie 6 — Wyznacz rzedy wszystkich elementéw w grupach (Z, +), (R \ {0}, -), ((0, 00), ).

Zadanie 7 — Zal6zmy, ze element a grupy G ma rzad réwny n € N.
k l

1. Pokaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej k istnieje taka liczba l € {0,...,n — 1}, ze a” = a'.
2. Pokaz, ze wszystkie elementy {a’,a', ..., a" '} sa parami rézne.
n—1 1

3. Pokaz, ze a =a"
Zadanie 8 — Zatézmy, ze element a grupy G ma rzad nieskoficzony. Pokaz, ze wszystkie potegi a”
(k € Z) sa parami rézne.

Zadanie 9 — Niech G = (G,-) i H = (H,*) beda grupami oraz niech f : G — H bedzie izomorfi-
zmem grup G i H.
1. Niech e bedzie elementem neutralnym grupy G oraz niech ey bgdzie elementem neutralnym
grupy H. Pokaz, ze f(eq) = ep.



2. Pokaz, ze (Vz € G)(f(z~ 1) = f(z)™1).

3. Pokaz, ze odwzorowanie f~! jest izomorfizmem grup H i G.

Zadanie 10 — Pokaz, ze grupy ({—1,1}, -) oraz C; sa izomorficzne.

Zadanie 11 — Pokaz, ze grupy (R, +) oraz ((0, +00), -) sa izomorficzne.
//

Zadanie 12 — Pokaz, ze dowolne dwie grupy dwuelementowe sa izomorficzne.
* Zadanie 13 — Pokaz, ze dowolne dwie grupy tréjelementowe sa izomorficzne.
Zadanie 14 — Wskaz dwie nieizomorficzne grupy cztero-elementowe.

Zadanie 15 — Niech f bedzie izomorfizmem grup G i Go oraz niech g bedzie izomorfizmem grup G
i Gs. Pokaz, ze ztozenie g o f jest izomorfizmem grup G; i Gs.

Zadanie 16 — Pokaz, ze jesli w grupie (G, -) z elementem neutralnym e mamy (Vg € G)(g-g = e), to
grupa ta jest abelowa.

Zadanie 17 — Ktére z nastgpujacych struktur algebraicznych sa pierScieniami, a ktére ciatami: (Z, +, -),
(@7 =+, ')’ (N> =+, ')9 (Rv =+, ) ?

Zadanie 18 — Napisz w dowolnym znanym Ci jezyku programowania procedurg, ktéra dla danego
n € N generuje tabliczki dodawania i tabliczki mnozenia dla pierScienia Z,,.

1. Wyznacz tabliczki mnozen dla pierScieni Zs oraz Zsg.

2. Zwré¢ uwage na podobienstwa oraz réznice migdzy nimi.

Zadanie 19 — Rozwiaz w ciatach Zs, Zr oraz 71 nastgpujace réwnania:

1. 2z =3
2. 2r+3=1
3. 2r+4=1

Zadanie 20 — Rozwiaz w ciatach Zs oraz Z; nastgpujace uktady réwnan:

] z+2y =3
2z +3y =1

) r+y =3
" 3z4+y =1

Zadanie 21 — Niech (R, +, -) bedzie pierscieniem przemiennym. Pokaz, ze dla dowolnych z,y € R
mamy:
L (z+y)(z—y) =2 -y
2. (x4 =2>+2-z-y+9°
3. (w4yP=a+3-22-y+3-2-9y*+45
Uwaga: Przez 2 - x rozumiemy x + x a przez 3 - x rozumiemy element x + = + x.
Zadanie 22 — Niech (K, +, -) bedzie cialem, € K \ {1} oraz niech n > 1 bedzie liczba naturalna.

Pokaz, ze
I+t 4+ 2" =01 —-2"H1 —2)7 .



Zadanie 23 — Podaj przyktad grupy skoficzonej i przemiennej, skoficzonej i nieprzemiennej, nieskon-
czonej i przemiennej, nieskoficzonej i nieprzemienne;.

2 Liczby calkowite

Zadanie 24 — Udowodnij, stosujac metode indukcji matematycznej, nastgpujace fakty:
1. (Vn > 1)(6|(n —n)),

(Vn > 3)(n? > 2n+ 1),

(Vn > 4)(2" > n?),

14+3+5+...+(2n+1)=(n+1)2

dla dowolnych liczb naturalnych a,b > 1 mamy a!b!|(a + b)! Wskazéwka: zastosuj indukcje
wzgledem a + b.
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Zadanie 25 — Pokaz, ze grupa Sym(n) na n! elementow.

Zadanie 26 — Napisz w dowolnym znanym Ci jezyku programowania procedure, ktéra dla zadanej
liczby naturalnej n generuje (wyswietla) wszystkie permutacje grupy Sym(n).

Zadanie 27 — Oblicz, stosujac algorytm Euklidesa, NWD oraz NWW dla nastgpujacych par liczb na-
turalnych: (12,40), (11,17), (570, 348), (12345, 67890). Dla kazdej z tych par liczb (a, b) znajdz takie
liczby catkowite X, Y, takie, ze aX + bY = NWD(a, b).

Zadanie 28 — Oblicz, stosujac rozktad liczb na czynniki pierwsze, NWD oraz NWW dla nastgpujacych
par liczb naturalnych: (12,40), (11,17), (570, 348), (12345, 67890).

Zadanie 29 — Znajdz wszystkie pary (n,m) liczb naturalnych takich, ze NWD(n, m) = 18 oraz
NWW (n,m) = 108.

Zadanie 30 — Pokaz, ze (Vn € N)(NDW(n,n+ 1) =1).

Zadanie 31 — Niech Fy, F1, Fy, ... beda liczbami Fibonacciego: Fy=1, F} =11 F41 = F, + F,—1
dla wszystkich n > 1. Pokaz, ze dla wszystkich n € N mamy NWD(F,,, F,,+1) = 1.

Wskazéwka: Zastosuj metode indukcji matematycznej; skorzystaj z tego, ze NWD(a, b) = NWD(a — b, b)
dlaa > b.

Zadanie 32 — Niech f(n) = n? + n + 41. ZnajdZ najmniejsza liczbe naturalna n taka, ze f(n) nie jest
liczba pierwsza. Wskazoéwka: Wszyskie poprawne metody sa dozwolone..

Zadanie 33 — Niech A C Z bedzie podgrupa grupy (Z, +) (czyli A ma nastgpujace wlasnosci: a,b €
A—a+be Aoraza € A — —a € A). Pokaz, ze istnieje liczba naturalna k taka, ze A = {k-z:x €
Z}. Wskazéwka: Przyjrzyj sie liczbie min(A N (N'\ {0})).

3 Liczby zespolone

3.1 Podstawowe wlasnoSci

Zadanie 34 — Niecha =2+ 3iorazb=1—1.
1. Oblicza +b,a—b, 1,1 a b
2. Zaznacz na plaszczyZnie zespolonej wszystkie powyzsze liczby.

3. Oblicza, b, |al, |b].



Zadanie 35 — Rozwiaz w ciele liczb zespolonych nastgpujace réwnania:
. (1+14)-(2+2) =34,
2. (2414)-(14+22)=3+1

Zadanie 36 — Rozwiaz w ciele liczb zespolonych nastgpujace uktady rownan:

| {x+2z’y -3

ww+3y =1
, Jirty =1+
3z 4+2y =i

Zadanie 37 — Rozwiaz w ciele liczb zespolonych nastgpujace réwnania:
1. 22 =-3,

2. 224241=0

Zadanie 38 — Niech z1, z9 € C. Pokaz, ze
L. 21+ 20=21+72

2. 7122 =712

3. (2)=2

4.

2171 = |z1)?

Zadanie 39 — Pokaz, ze struktura ({1,7,—1,—:},-) jest grupa izomorficzna z grupa C4. Wyznacz
rzedy elementéw w tej grupie.

Zadanie 40 — Naszkicuj nastgpujace zbiory:
1. {zeC:|z—-1—1i| =1},

AHzeC:lz—-1+4+14 <1},

. HzeC:lz—14] > 2},

AzeC:i<|z—1] <1},

. AzeCilz—1=|z—1]}.

AW N

Zadanie 41 — Niech K = Zj3. Nad cialem K budujemy ,,zbiér liczb zespolonych modulo 3”: na
zbiorze par K x K okreSlamy dziatania (a, b)+(c, d) = (a+c, b+d) oraz (a, b)-(c,d) = (ac—bd, ad+bc)
(dziatania + i - wewnatrz par oznaczaja dziatania modulo 3). Pokaz, ze struktura (K x K, +,-) jest
dziewigcio-elementowym ciatem.

1. W grupie (K x K,+) wyznacz rzad elementu (1,0).
2. Dlaczego ta sama konstrukcja zastosowana do ciata Zs nie daje ciata?

3. Uzasadnij, ze po zastosowaniu tej konstrukcji do ciata Zi; otrzymamy ciato o 121 elementach.

Zadanie 42 — Niech Z[i]| = {a + bi : a,b € Z}.
1. Pokaz, ze (Z[i],+, -) jest pierScieniem
2. Wyznacz elementy odwracalne w Z[i], tzn. znajdz takie liczby = € Z[i], ze istnieje y € Z[i], taki
zex-y=1.
3. Wyznacz elementy odwracalne w (Z, +, ).

Uwaga: Rozwazany pierScien nazywa si¢ pierScieniem liczb Gaussa.

Zadanie 43 — Narysuj na pltaszczyZnie zespolonej zbiér liczb zespolonych spetniajacych nastgpujace
warunki:



1. Re(z)-Im(z) >0
2. Re(2)? 4+ Im(2)* =9
3. |22 —i| = |22 +

Zadanie 44 — Wyznacz takie liczby zespolone z dla ktérych Re(2?) = 1 oraz |z| = 3.

Zadanie 45 — Pokaz, 7e dla dowolnych liczb zepolonych z1, zo € C mamy |21 + 22|? + |21 — 22]? =

2(|z1]* + |22]?).

Zadanie 46 — Pokaz, 7ze struktura Q(v/2) = ({a + bv/2 : a,b € Q}, +, -) jest ciatem.

Zadanie 47 — Niech G = (G, -) oraz H = (H, x) beda grupami. Rozwazamy strukture
GxH=(GxH,o)

(przez G x H oznaczamy iloczyn kartezjaniski zbioréw G i H, czyli zbiér {(z,y) :x € GAy € H}) z
dziataniem o okreslonym wzorem (g1, h1) o (g2, h2) = (g1 - g2, h1 * ha).
Uwaga: Grupe t¢ nazywamy produktem grup G oraz H.

1. Pokaz, ze G x H jest grupa

2. Pokaz, ze grupy C4 oraz Cy x Cq nie sa izomorficzne.

3. Pokaz, ze jesli GG jest grupa cztero-elementowa to G jest izomorficzna z grupa Cy4 lub z grupa
(CQ X (CQ.

3.2 Postac¢ trygonometryczna liczb zespolonych

Zadanie 48 — Przedstaw w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby: 2, 3, 144, —i, 1 —4, v/2—1,
5 — bi.

A 11
Zadanie 49 — Oblicz (1 + )10, (%) (V302

(144)19  (144v/3)10

Zadanie 50 — Wyznacz moduly i argumenty gtéwne nastepujacych liczb: VErE (i

Zadanie 51 — Wyznacz wszystkie takie liczby zespolone z € C, ze 22 € R.
Zadanie 52 — Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyraz sin(3t) za pomoca funkcji sin(¢).
Zadanie 53 — Oblicz sume 1 + (1 +1i) + (1 4+4)% + ... + (1 + )10

Zadanie 54 — Wyznacz nastepujace pierwiastki: —1, V4, Vi, </1 + 1.

Zadanie 55 — Rozwiaz nastgpujace réwnania
1. iz +2+i=0,
2. 224+ 2+1=0.

Zadanie 56 — Znajdz takie liczby z € C, ze 2° = 1 oraz 27 = 1.

* Zadanie 57 — Na wszystkich bokach réwnolegtoboku zbudowano zewngtrzne kwadraty. Pokaz, ze
Srodki tych kwadratéw tworza kwadrat.

Zadanie 58 — Zal6zmy, ze = jest taka liczba zespolona, ze z + 1 = 2 cos({55). Oblicz 21 + .

Wskazowka: Zapisz rozwigzania rOwnania z + ; = 2 cos(m/100) w postaci trygonometryczne;.



Zadanie 59 — Niech n € N bedzie dodatnia liczba naturalng. Pokaz, ze zbior {z € C : 2" = 1} z
mnozeniem jest grupa izomorficzna z grupa C,,.

Zadanie 60 — Niech W = {z € C : (3n € N)(2" = 1)}. Pokaz, ze (I¥,-) jest nieskoriczona grupa
abelowa, w ktérej kazdy element ma rzad skoriczony.

4 Wielomiany

Zadanie 61 — Oblicz sumy, réznice i iloczyny nastepujacych par wielomianéw w pierscieniu Clz]:
1. P(z)=22* — 23+ 1,Q(z) = 23 + 2z — 1
2. Pr)=1+a+22+23+2%Q(z) =0 -1
3. P(x) = (14922 + 22+ 20, Q(z) =23 +iz + 1

Zadanie 62 — Oblicz sumy, réznice i iloczyny nastgpujacych par wielomianéw w pierScieniu Zs[x]:
1. P(x) =2z + 423 +1,Q(x) = 423 + 22 + 1
2. P(2)=1+a+22+ 23+ 2% Qx) =2+ 4

Zadanie 63 — Oblicz ilorazy oraz reszty z dzielen nastgpujacych par wielomianéw w pierscieniu Rz]:

1. P(z) =22 —23+1,Q(z) =22 + 1
2. Plz) =2t +222+2,Q(x) =2® + 2 +1
3. P@)=2°4+20+1,Q(z) =23+ 2 +1

Zadanie 64 — Oblicz ilorazy oraz reszty z dzielen nastgpujacych par wielomianéw w pierscieniu Zs [z

1. P(x) =2z +423 4+ 1,Q(z) = 22 + 1
2. P(z) =2 4+222+2,Q(x) =22+ 2+ 1
3. Pa) =254+ 22 +1,Q(z) =23 + 2 + 1

Zadanie 65 — Zastosuj schemat Hornera do podzielenia z reszta nastgpujacych par wielomianéw w
pierscieniu R[x]:

1. P(z) =425+ 2* —322 +22 - 1,Q(z) =2 — 3

2. Pla)=a — a4+ 23 -3 +2-1,Q(x) =21

Zadanie 66 — Pokaz, ze kazda liczba zespolona jest pierwiastkiem pewnego wielomianu stopnia dru-
giego z pierscienia R|x].

Zadanie 67 — Znajdz wszystkie pierwiastki catkowite nastgpujacych wielomianéw:
1. 22% — 823 + 5% 4 4z — 3
2. 2t 4223 — 422 — 10z - 5
3. =3+ 7x—52% 23

Zadanie 68 — Znajdz wszystkie pierwiastki wymierne nastgpujacych wielomianéw:
1223 4+ 22 4+2—1
2. 62 — 234+ 522 —x—1
3. 62° 4 7ot + 323 + 72? — 3z



Zadanie 69 — Reszta z dzielenia wielomianu f(x) przez x — 1 jest réwna 3, a reszta z dzielenia f(x)
przez x — 4 jest rtéwna 5. wyznacz resztg z dzielenia wielomianu f(x) przez (z — 1)(x — 4).

Zadanie 70 — Pokaz, ze jesli a # b, to reszta z dzielenia wielomianu ¢ przez wielomian (z —a)(x —b)
jest réwna

¢(a) — ¢(b) N bo(a) — ag(b)
a—2>b b—a '

Zadanie 71 — Pokaz, ze reszta w dzielenie wielomianu ¢(z) przez (x—a)? wynosi ¢/ (a)(z—a)+¢(a).

Zadanie 72 — Podaj warunki konieczne i wystarczajace na to aby wielomiany 22 +px+qi 23 +pr+q
miaty pierwiastki wielokrotne.

Zadanie 73 — Niech ¢, (z) = 1+ {; + %? +...+ erT Pokaz, ze zaden z wielomianéw ¢,, nie ma
pierwiastkéw wielokrotnych. Wskazéwka: Oblicz ¢/, ().

Zadanie 74 — Pokaz, ze dla dowolnego wielomianu p(x) € K[z]| oraz dowolnego ¢ € K mamy p(x +
o) =p(x+ec).

Zadanie 75 — Pokaz, ze jesli ¢/(z)|p(x) to ¢(x) = a(x — b)™ dla pewnych a,b € K orazn € N.
Wskazéwka: Jesli ¢ (x)|o(z) to ¢p(x) = ¢ (x)(x — b) dla pewnego b. Skorzystaj nastgpnie z poprzed-
niego zadania.

Zadanie 76 — Wyznacz:
1. NWD(z* — 4, 2% + 42 + 4),
2. NWD(x® —1,2* — 1),
3. NWD(2z% —1,2% - 1).

Zadanie 77 — Dla podanych par wielomianéw P, Q) € R[z| wyznacz wielomiany «, 8 € R[x] takie,
2e NWD(P,Q)=a-P+p-Q:

1. P(z)=2-1,Q(z) =22 -1

2. P(x)=2*—1,Q(zx) =2>+1

* Zadanie 78 — Dla jakich liczb calkowitych p wielomian P(x) = 2'3 4+ 2 + 90 jest podzielny przez
wielomian Q(x) = 22 — z — p?
Wskazéwka: Zauwaz, ze Q(0) = Q(1) = —p.

Zadanie 79 — Pokaz, stosujac czysto algebraiczne Srodki, ze kazdy wielomian z R[z] nieparzystego
rzgdu ma rzeczywisty pierwiastek.

Zadanie 80 — . Niech ¢, ;, = ey. Pokaz, ze
n—1
" —1= H(l"*en,k:) .
k=0

Zadanie 81 — Znajdz rozktady wielomianéw z° — 1, 28 — 1 i 2% — 1 na iloczyn nierozktadalnych
wielomianéw z pierscienia R|x].

Zadanie 82 — Znajdz rozklady wielomianu 2% + 1 na iloczyn nierozktadalnych wielomianéw z pier-
Scienia Clz|, R[x] oraz Q[z].



Zadanie 83 — Pokaz, ze nastgpujace wielomiany sg nierozktadalne w Q[z]:
1. 27 + 622 — 1823 + 422 + 12
2. 23 —3x—1,
3.t 2?1

Zadanie 84 — Niech p(x) € Z[z]. Niech a, b, ¢ € Z beda parami rézne oraz, ze p(a) = p(b) = p(c) =
—1. Pokaz, ze wielomian p(z) nie ma zer catkowitych.

* Zadanie 85 — Niech ay, a9, ..., a, beda parami réznymi liczbami catkowitymi. Pokaz, ze wielo-
mian (x — a1)(z — ag) - - - (x — a,) — 1 jest nierozktadalny w Q|z].

Wskazowka: Zatéz, ze w(x) = u(x)v(z); przyjrzyj si¢ najpierw wartoscia u(ax)v(ax), a potem warto-
Scig u(ay) + v(ag).

* Zadanie 86 — Zat6zmy, ze wielomian w(x) € C[x] spelnia réwnanie funkcyjne w(z?) = (w(x))>2.
Pokaz, ze w = 0 lub w(z) = z" dla pewnego n € N.

Wskazéwka: Zauwaz, ze jesli w(x) = 0, to réwniez w(z?) = 0. Z tego wywnioskuj, ze jesli w jest
niezerowy, to nie moze mieé niezerowych pierwiastkéw zespolonych o module r6znym od 1. Zauwaz
nastepnie, ze jesli w(x) = 0 oraz y? = x to réwniez w(y) = 0.

Zadanie 87 — Znajd7 niezerowy wielomian w € Z[z] ktérego pierwiastkiem jest liczba v/2 + /3.
Zadanie 88 — Wyznacz wszystkie nierozktadalne wielomiany pierscienia Z»[z] stopnia 4 oraz 5.
Zadanie 89 — Pokaz, ze charakterystyka dowolnego ciata jest réwna zero lub jest liczba pierwsza.
Zadanie 90 — Rozwiaz réwnanie z° — 6z — 6 = 0.

Zadanie 91 — Niech f(2) = 2" +a, 12" ' +...+ a1z + ap bedzie wielomianem o wspétczynnikach
zespolonych. Pokaz, ze jesli zg jest pierwiastkiem wielomianu f to

n—1

|20l < max{1, ) Jax|} .

k=0
Zadanie 92 — Znajdz odcinek zawierajacy wszystkie rzeczywiste pierwiastki wielomianu 32° 4 523 —
922 + 4z + 12.

Zadanie 93 — Niech f(z) = 2" +a,_12"" ' +...+ a1z +ag bedzie wielomianem o wspétczynnikach
zespolonych. Pokaz, ze jesli zg jest pierwiastkiem wielomianu f to

|z0] < 1+ max{|ag|:0<k<n}.

5 Przestrzen R”

Zadanie 94 — Wyznacz zbiory
1. {#e€R?:(Z,(1,1)) =0}
2. {# € R3: (%, (1,1,1)) =0}
3. {TeR3:|7—(0,0,1)] =1}

Zadanie 95 — Pokaz, ze dla dowolnych a,b € R oraz Z, ¢, Z € R™ mamy (aZ + by, 2) = (aZ,2) +

(aZ, Z).



Zadanie 96 — Pokaz, ze dla dowolnych Z, 7 € R™ mamy

. |7+ 9] = |7 - 4]
<x’g> = 4 °

Zadanie 97 — Pokaz, ze ||Z]| — |7]| < |Z — 7.

Zadanie 98 — Ustalmy punkty A = (0,...,0), B,C € R™ Rozwazmy trdjkat o wierzchotkach
A, B, C. Jaka jest dtugos$¢ wysokosci w tym tréjkacie ,,opuszczonej” z wierzchotka C na krawedz AB?

Zadanie 99 — Wyznacz wspétrzedne punktu Srodkowego tréjkata wyznaczonego przez korice wekto-
ow I, 4, 2 € R™.

6 Przestrzenie wektorowe

Zadanie 100 — Niech K bedzie cialem.
1. Pokaz, ze K [x] jest przestrzenig wektorowa nad ciatem K.
2. Niech n € N. Rozwazmy zbiér K,[z] = {w € K|z] : deg(w) < n}. Pokaz, ze K,[x] jest
przestrzenia wektorowa nad cialem K.

Zadanie 101 — Pokaz, ze w dowolnej przestrzeni wektorowej V' nad dowolnym ciatem K prawdziwe
sa nastgpujace fakty:

1. (VZeV)(0-Z=0),
2. (WA e K)(A-0=0),
3. (VAe K)(VZ e V)

Zadanie 102 — Pokaz, ze jesli B jest zbiorem liniowo niezaleznym, to 0 ¢ B.

Zadanie 103 — Zat6zmy, ze zbior { f1, fo, f3, fa} C V jest liniowo niezalezny.
1. Pokaz, ze zbior { f1, fi + f2, f1 + fo + f3, f1 + fo + f3 + fa} jest liniowo niezalezny.
2. Pokaz, ze zbior { f1, fo, f3, f3 + fa} jest liniowo niezalezny.
3. Pokaz, ze zbior { f1, fa2, f3 — fa, fa} jest liniowo niezalezny.
4. Uog6lnij powyzsze fakty na wigksza liczbg elementow.

Zadanie 104 — Niech V =R2?, f; = (2,1), fo = (1,2) oraz B = {f1, fo}.
1. Pokaz, ze zbidr B jest baza przestrzeni V.

2. Niech (z,y) € V. Znajdz takie liczby rzeczywiste A, i, ze (z,y) = A+ f1 + p - fo.

3)} do bazy przestrzeni R3.

Zadanie 105 — Rozszerz zbiér wektoréw {(1,1,1), (2,1,
(1,1,1)) = 0 oraz (@, (2,1,3)) = 0.

Wskazéwka: Znajdz taki wektor @ € R3, ze (a, (1, 1,

Zadanie 106 — Niech K bedzie k elementowym cialem. Zatézmy, ze zbiér F' = {fi,..., fn} jest
liniowo niezalezny. Pokaz, ze wtedy zbi6r Lin(F') ma k™ elementéw.

Zadanie 107 — Niech K bedzie cialem.
1. Pokaz, ze zbi6r wielomianéw {1, z, 22, ..., 2"} jest baza przestrzeni liniowej K, [z].
2. Pokaz, ze zbi6r wielomianéw {1,z — 1, (z — 1)2,..., (z — 1)"} jest réwniez baza przestrzeni
liniowej K [x].



Zadanie 108 — Pokaz, ze niepusty podzbidér H przestrzeni wektorowej V' jest podprzestrzenia prze-
strzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy Lin(H) = H.

Zadanie 109 — Pokaz, ze jesli S jest niepustg rodzing podprzestrzeni linowych przestrzeni V, to zbior
(S jest réwniez podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Zadanie 110 — Niech F bgdzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni wektorowej V. Niech S
bedzie rodzina wszystkich podprzestrzeni liniowych przestrzeni V' ktére zawierajg zbiér E. Pokaz, ze
Lin(E)=(S.

7 Odwzorowania liniowe i macierze

Zadanie 111 — Niech F' : V — H bedzie odwzorowaniem liniowym skoficzenie wymiarowych prze-
strzeni wektorowych V' i K.

1. Pokaz, ze dim(rng(F)) < dim(V).
2. Kiedy dim(V') = dim(rng(F))?

2

Zadanie 112 — Niech A — E 2 1] B— [‘21

]. Oblicz 2A + 3B, A- Boraz B - A.

—_
[\)
w
=
)

-1

Zadanie 113 — Niech A = 2 |.0ObliczA—-2B,A-Boraz B - A.

[N
[
[N
O =
W
|
S N
[
—_ =
—

1 2
Zadanie 114 — Oblicz |1 —1] - Lo *1.
5 1 2 -1 2

Zadanie 115 — Niech F' : R?® — R? bedzie zadana wzorem

11
F(z,y,z)= |0 1
0 0

o O O
<

Wyznacz przestrzenie ker(F) oraz rng(F') oraz ich wymiary.

Zadanie 116 — Niech F' : R? — R3 bedzie odwzorowaniem liniowym zadanym wzorem F(z,y, 2) =
(2z + z,2 — y + 2,z + 2y). Wyznacz macierz przeksztatcenia F' w standardowej bazie przestrzeni R3.

Zadanie 117 — Niech F : R? — R? bedzie odwzorowaniem liniowym zadanym wzorem F (z,y) =
(x —y,—x +y).

1. Wyznacz macierz przeksztatcenia ¥ w standardowej bazie przestrzeni R?.

2. Wyznacz macierz przeksztatcenia F' w bazie uporzadkowanej { f1 = (1,1), fo = (1, —1)}.

Zadanie 118 — Niech A € K,,,x,, oraz B € K, ,,. Pokaz, ze (B o A)T = AT o BT.

Zadanie 119 — Niech A = [1 O]. Wyznacz kilka pierwszych poteg A™, odgadnij ogdlny wzdr na

0 2
A™ i nastgpnie udowodnij go, stosujac metodg indukcji matematyczne;j.
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2 0
A™ i nastgpnie udowodnij go, stosujac metodg indukcji matematyczne;j.

Zadanie 120 — Niech A = [0 1]. Wyznacz kilka pierwszych poteg A™, odgadnij ogdlny wzoér na

Zadanie 121 — Niech F' : R? — R? bedzie funkcja, ktéra kazdemu punktowi przyporzadkowuje jego
odbicie wzgledem prostej zadanej réwnaniem y = +/3z. Pokaz, ze F jest transformacja liniowa i
wyznacz jej macierz w standardowej bazie.

Wskazéwka: v/3 = tan(60°).

Zadanie 122 — Niech R, = {Cf)s a  —sin a]
sine  cos«

1. Pokaz, ze rodzina macierzy { R, : @ € R} jest grupa ze wzgledu na operacje mnozenia macierzy.

2. Pokaz, ze powyzsza grupa jest izomorficzna z grupa ({z € C: |z| = 1}, ).
Zadanie 123 — Opisz wszystkie przeksztalcenia liniowe z R w R.

Zadanie 124 — Opisz wszystkie przeksztalcenia liniowe z R” w R.

Zadanie 125 — Niech F' : R? — R? bedzie okre§lona wzorem F(z,y) = (ax,by), gdzie a,b > 0.
Niech S = {(x,y) € R? : 22 + 3y < 1}.

1. Wyznacz macierz odwzorowania F'.

2. Wyznacz obraz F/[S].

3. Wyznacz powierzchnie zbioru F'[S].

4. Wyznacz macierz F~! w standardowej bazie R?.

* Zadanie 126 — Sladem macierzy kwadratowej A = [a; ;] nazywamy liczbg tr(A) = 3, a;;. Pokaz,
ze dla dowolnych dwdéch macierzy kwadratowych A i B tego samego rozmiaru mamy:

1. tr(A+ B) = tr(A4) + tr(B),
2. tr(A- B) =tr(B-A).

Zadanie 127 — Pokaz, Ze nie istnieja macierze kwadratowe A, B tego samego rozmiaru takie, ze
A-B-B-A=1,
gdzie I oznacza macierz jednostkowa.

Zadanie 128 — Niech F' : C — M3} , bedzie okreSlone wzorem

fla+bi) = [Z ab} .
Pokaz, ze:
L f(z1+22) = f(21) + f(22)
2. f(z1-22) = f(21) - f(22)
3. [z = det(f(2))

Zadanie 129 — Niech Vi, V5 beda przestrzeniami liniowymi wymiardw n oraz m. Wyznacz wymiar
przestrzeni £(V;, V) odwzorowan liniowych z V) w Va.

Wskazéwka: Ustal bazy B, C' obu przestrzeni. Przygladnij si¢ przestrzeni macierzy {M¢ g(F') : F €
L(Vy,Va)}. Wystarczy, ze wskazesz jedng baze tej przestrzeni.
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Zadanie 130 — Czy z réwnania macierzowego A - B = A - C' wynika B = C, jesli A # 0?

a b

Zadanie 131 — Niech A = [c d] . Oblicz

A? —tr(A)- A+ det(A) - T.

Zadanie 132 — Wyznacz réwnanie obrotu ptaszczyzny wokét punktu (zg,yp) o kat a. Wskazowka:
Zastosuj metode zapisu transformacji afinicznych plaszczyzny z pomoca macierze rozmiaru 3 x 3. Prze-
suni najpierw punkt (xg, yo) do Srodka uktadu wspétrzednych..

8 Wyznaczniki

Zadanie 133 — Wyznacz znak permutacji m = (; ; e ; 1 T)

Wskazéwka: Zapisz 7 jako superpozycje n — 1 transpozycji.

Zadanie 134 — Jaka jest ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu wyznaczania znaku permutacji opartego
na definicji sgn(r) = (—1)(™), gdzie I () oznacza liczbe inwersji w permutacji 7?

Zadanie 135 — Niechn > 2 oraz A, = {m € S,, : sgn(mw) = 1}. Pokaz, ze |4,| = inl.

Zadanie 136 — Wyznacz wyznaczniki nastgpujacych macierzy:

1 A= CQSa —sin« _ 1 a
[sina cos 01
[ 1 2 3 1 2 3
2. A=|-1 2 -—-1|,B=1]1 2 5
|0 -2 1 1 3 0
[1 2 3 4 1 2 3 4
3.A=1{1 2 2 0f,B=1{1 2 2 i+1
2 41 3 0 4 0 3
Zadanie 137 — Oblicz wyznacznik macierzy
a 0 0 0
21 b 0 0
A= 31 I32 C 0

T4l T4z T4z d

o O O o O

Ts51 T52 Ts53  Ts4

Zadanie 138 — Oszacuj ztozono$¢ obliczeniowa, mierzong liczba wykonywanych operacji arytmetycz-
nych, algorytmu wyznaczania wyznacznika macierzy kwadratowej A rozmiaru n x n opartego bezpo-
Srednio na definicji

n

det(A) = Z sgn(7) Ham(a) .
TESH =1

Do ostatecznego oszacowania ztozonosci wykorzystaj wzor Stirlinga n! ~ v/27n (%)n

Zadanie 139 — Zaproponuj algorytmu wyznaczania wyznacznika macierzy kwadratowej o ztozono-

sci O(n?) (podobnie jak wyzej, mierzona liczba wykonywanych operacji arytmetycznych) gdzie n jest
liczba kolumn danej macierzy.

12



Zadanie 140 — Niech

(a7 0 ... 0 0]
0 az ... 0 0
A= |0 0
0O 0 ... ap—1 O
0 0 ... 0

(w macierzy tej wszystkie wyrazy poza lezacymi na przekatnej laczaca lewy gérny rég z prawym dolnym
rogiem sa réwne zero).
Uwaga: Macierz tej postaci nazywamy diagonalna i oznacza sig ja czesto przez diag(aq, . .., ay).

1. Oblicz det(A).
2. Pokaz, ze diag(ay, ..., ay,) - diag(bi,...,b,) = diag(aib, ..., anby).
3. Wyznacz A¥dlak € N

Zadanie 141 — Niech

0o 0 ... 0 ap
0 0 e Qp—1 0
A=1: 0
0 ax ... 0 0
i 0 ... 0 0]

(w macierzy tej wszystkie wyrazy poza lezacymi na przekatnej taczaca lewy dolny rég z prawym gérnym
rogiem sa réwne zero). Oblicz det(A).

Zadanie 142 — Oblicz wyznacznik macierzy

O gy sy
= T = T R
—_ W =
e N = Y
U = = =

Zadanie 143 — Zatézmy, ze A = [a; j]; j=1,.. » jest taka macierza rozmiaru n x n taka, ze a; ; € {0,2}
dla wszystkich i, j € {1,...,n}. Pokaz, ze det A jest liczba podzielng przez 2".

Zadanie 144 — Zatézmy, ze A = [a; j]; j—1,....n jest taka macierza rozmiaru nxn taka, ze a; j € {—1,1}
dla wszystkich i, j € {1,...,n}. Pokaz, ze det A jest liczba podzielna przez 27!

Zadanie 145 — ZnajdZ macierze odwrotne do nastgpujacych macierzy:

2 2

3
B g] 1 21
3 3 2

Zadanie 146 — Rozwiaz, stosujac wzory Cramera, nastgpujace ukltady réwnan:

9 + 1 20 +3y+2z =1 r—y+z =1
{x+ Y B 5 r+y—=z = 2, r+y—z = 1
vy o= 3r—2y+2z = 1 r—y—2z = 2

Zadanie 147 — Zastosuj wzory Cramera do znalezienia réwnanie paraboli przechodzacej przez punkty
(1,2), (2,3)1 (3,1).
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Zadanie 148 — Zastosuj wzory Cramera do wyznaczenia wielomianu trzeciego stopnia y = ax® +
bx? + ¢® + d przechodzacego przez punkty (1,1), (—1,0), (2,0) (3,1).

Zadanie 149 — Znajd? liczby a, b, ¢ € R takie, ze

2z +1 a b n c
(x—22%(x+1) (z—-2)2 z+1 x-2

Zadanie 150 — Wyznacz rzgdy nastgpujacych macierzy

1 92 3 2 1 3
21 4

1 2 -1

3 3 2 2 13
3 3 3

Zadanie 151 — Zat6zmy, ze macierze A i B sa tego same go rozmiaru. Pokaz, ze
rank(A + B) < rank(A) + rank(B)

Wskazéwka: Skorzystaj bezposrednio z definicji: rank(A) = dim(Lin([k1, ..., ky])).

Zadanie 152 — Niech (a;)i=1,..n oraz (b;)i=1,..» beda dwoma ciggami elementow ustalonego ciata.
Niech ¢; j = a; - bj. Niech C' = [¢; ;)i j=1,...n» Pokaz, ze rank(C) < 1.

Zadanie 153 — Dane jest szeS¢ liczb rzeczywistych x1, 2, y1, Y2, t1, to takich, ze x1 # x9. Pokaz,
ze istnieje wielomian w(xz) € R[z] stopnia < 3 taki,ze w(x1) = y1, w(x2) = ya oraz w'(x1) = t,
w'(x9) = to.

Zadanie 154 — Stosujac metodg eliminacji Gaussa-Jordana rozwiaz nastgpujace uktady rownan:

o4y — 2c+3y+2 = 1 r—y+z = 1 2¢+3y—2 = 2
{x+3y _ 9 r+2y—z = 2 r+y—z = 1 2r+4dy+z2 =
vy = 3r—2y+2z = 1 3Jr+y—2 = 3 r+2y+z = 1

Zadanie 155 — Niech 1 < ¢ < j < n. ZnajdZ macierz F € K, «, taka, ze F - A jest macierza
powstajaca z macierzy A € K, x, poprzez zamiang wierszy ¢ oraz j.

Zadanie 156 — Stosujac metode eliminacji Gaussa wyznacz macierze odwrotne nastgpujacych macie-
1Zy:

Zadanie 157 — Dla jakich wartoSci a, b nastgpujaca macierz
a
A=la a b
a a a
jest odwracalna? Dla a i b spetniajacych ten warunek wyznacz macierz A=,
Zadanie 158 — Przetestuj polecenia typu
solve x+y+z=1,x-y+z=2, x+2xy + 3%z = 3

inverse matrix {{1,1},{1,2}}
w serwisie Wolfram Alpha.
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Zadanie 159 — Zat6zmy, ze

A11 A12 Bll BIZ
A = B =
[Am A22] ’ [321 BQQ]

gdzie A;; i B;j sa macierzami rozmiaru k X k (macierze A i B sa wigc rozmiaru (2k) x (2k). Niech

c— [AllBll + A1pBo1 A Bia + A12322]
A91B11 + A2 Ba1 A21DB12 + A2 Ba)

Pokaz,ze C = A - B.

Uwaga: Wiasnos¢ ta stuzy do pisanie rekurencyjnych procedur mnozenia macierzy: mnozenie macierzy rozmiaru
(2n) x (2n) mozna sprowadzi¢ do mnozenia macierzy rozmiaru n x n. Wykorzystywana jest, na przyktad, w
metodzie Strassena mnozenia macierzy.

9 Wektory i wartosci wlasne

Zadanie 160 — Niech

Znajdz wartosci i wektory wlasne macierzy A, A% oraz A~!,
Poréwnaj warto$ci A1 + Ag oraz A1 \o ze Sladami i wyznacznikami macierzy A i A2,
Zapisz odwzorowanie F'y w bazie ztozonej z wektoréw wtasnych macierzy A.

Wyznacz macierz odwzorowania (F4)™ w tej bazie dla dowolnego n € N.

M .

Wyznacz wzér na A” dla dowolnego n € N.

Zadanie 161 — Wyznacz wielomian charakterystyczny, warto$ci wtasne oraz wektory wlasne nastgpu-
jacej macierzy A:

Sprawdz twierdzenie Cayley’a-Hamilton’a na przykladziej tej macierzy.

Zadanie 162 — Niech A € M3,3(C). Pokaz, ze
1
det(4) = - ((tr(A))® — 3tr(A)tr(A?) + 2tr(A?)) .
Wskazéwka: Skorzystaj z twierdzenia Cayley’a-Hamilton’a.

Zadanie 163 — Zastosuj twierdzenie Cayley’a-Hamilton’a do wyznaczania macierzy odwrotnej macie-

1 -1 1
zyA=12 -1 1
0 1 1

* Zadanie 164 — Zal6zmy, ze R € Msy3(R) jest taka macierza, ze R - RT = RT . R = I oraz
det(R) > 0.
1. Pokaz, ze det(R) = det(R™!) = 1.
2. Pokaz, ze det(—R) = — det(R).
3. Pokaz, ze det(R — I) = det(R~! — I). Wskazéwka: Skorzystaj z tego, ze (R — I)7 = RT — 1.
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4. Pokaz, 7ze det(R™! — I) = —det(R™1) det(R — I)
5. Korzystajac z poprzednich punktéw pokaz, ze det(R — I) = —det(R — I).
6. Pokaz, ze istnieje taki wektor z € R3, ze R - 27 = 27
Uwaga: UdowodniliSmy (prawie) w ten sposéb twierdzenie Eulera: kazda izometria F' przestrzeni R® nie zmie-
niajaca punktu 0 (F'(0) = 0) oraz orientacji przestrzeni (det(Mp) > 0) jest obrotem wzgledem pewnej osi .

Zadanie 165 — Zastosuj proces ortogonalizacji Grama - Schmidt’a do wektoréw u; = [1,2,1, 1], ug =
2,2,0,1], u3 = [3,2,1,0] w przestrzeni R*,

Zadanie 166 — Zastosuj proces ortogonalizacji Grama - Schmidt’a do wektorow u; = [1,4, 1], ug =
2,2,0], ug = [i, 1, 0] w przestrzeni C* z iloczynem skalarnym zadanym wzorem

4
([u, ..., ud, v1,...,v4) = ZQHT

Zadanie 167 — Zastosuj metode ortogonalizacji Grama - Schmidt’a do wielomianéw up = 1, u; = =,

uy = 12, ug = x> w przestrzeni wielomianéw R[z] z iloczynem skalarnym zadanym wzorem

1

(u,v)y = / u(x)v(x)de.
-1

Efektem koicowym ma by¢ ortonormalny uktad wielomianéw.

Uwaga: Otrzymamy kilka pierwszych wielomianéw Legendra.

Zadanie 168 — Macierza stowarzyszona z wielomianem p(x) = =" + ap_12" Y+ a1z +ag nazywamy
macierzy

__an—l ) _al_

1 0 0

cw=| 0 1 0
: : 0

0 0 1|

1. Pokaz, ze jesli n > 2, to wielomianem charakterystycznym macierzy C(p) jest wielomian
(=1)"p().

2. Pokaz, ze jeSli A jest wartoscia wtasna macierzy C(p) to wektor [A" =1 A"=2 .. A 1]T jest
wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoSci .

Zadanie 169 — Zat6zmy, ze macierze kwadratowe A i B, czyli, ze Ao B = Bo A. Dla )\ € C
okreslamy V), = {z : Bx = Az}. Pokaz, ze AV, C V.

Zadanie 170 — Niech 7' : C" — C" bedzie okreslone wzorem T'(ay, ..., a,) = (a2, a3, ..., an,a1).
Wyznacz warto$ci wlasne odwzorowania 7. Wskazowka: Zauwaz, ze T" = Id.

c.d.n.
Powodzenia,
Jacek Cichon
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