Analiza Matematyczna I
dla Fizyki na WPPT
Lista zadan

Jacek Cichon, WPPT, PWr, 2016/17

Zadania oznaczone * sg nieco trudniejsze od zadanh bez gwiazdki. Zadania oznaczone ** sg jeszcze trochg
trudniejsze.

1 Logika, zbiory i notacja matematyczna

Zadanie 1 — Niech p, ¢, r beda zmiennymi zdaniowymi. Pokaz, ze:

L= (= A-p)),

2. = (pV-p),

3. E((pva Vvr)« (pV(gVr)) (taczosé spéjnikéw V)
4. E(pA(gvr) e ((prgVpAT)),

5. B((pVvignr) < (Ve AlpVvr)),

6. = (p— q) <> (-pV q) (prawo eliminacji implikacji),

7. E(p—=4q) & (pAg).
Podaj interpretacj¢ dwoch pierwszych tautologii.
Uwaga: |= ¢ oznacza, ze ¢ jest tautologia.

Zadanie 2 — Pokaz, ze jesli Jan umie fizyke i Jan nie umie fizyki, to Jan umie biologig.

1. Sformutuj odpowiednia tautologie.
2. Podaj inne przyktady zastosowania tej tautologii.

Zadanie 3 — Niech ¢ = ¢ oznacza, ze = (¢ <> ¢). Pokaz, ze dla dowolnych zdan ¢, ¢, » mamy
1. ¢ = ¢ (zwrotnosc)
2. Jesli ¢ = to Y = ¢ (symetria)
3. Jesli ¢ = ) oraz ¢ = 1 to ¢ = n (przechodniosc).

Zadanie 4 — Pokaz, ze spojniki —, A, <> mozesz zdefiniowaé za pomoca sp6jnikéw V oraz —. Pokaz rowniez,
ze spojniki —, V, <> mozesz zdefiniowac za pomoca spdjnikéw A oraz —.

Zadanie 5— Niechp@® g = (p A —q) V (—p A q). Spdjnik ten nazywamy alternatywa wykluczajaca. Niech O
oznacza zdanie zawsze falszywe (np. 7 A —r).
1. Pokaz, ze spdjnik logiczny & jest przemienny.
Pokaz, ze spdjnik & jest faczny. Wskazéwka: Zastosuj metode “tabelkowa”.
Oblicz p ¢ 0.
Oblicz p & p.
Oblicz (p B q) © q

Al

Zadanie 6 — Niech (p|q) = (—p) A (—q). Pokaz, ze za pomoca spdjnika | mozesz zdefiniowaé wszystkie po-
zostate standardowe spéjniki logiczne. Wskazéwka: Zacznij od obliczenia (p|p). Nastepnie oblicz ((p[p)|(q|q)).

Zadanie 7 — Zapisz, stosujac notacj¢ matematyczna, nastgpujace zdania i formuly:



p jest liczba pierwsza,

istnieje najmniejsza liczba naturalna,

» =

nie istnieje najwigksza liczba naturalna,
4. nie istnieje najmniejsza liczba rzeczywista dodatnia.

Zastosuj znane prawa logiki do uproszczenia tych wyrazen.

Zadanie 8 — Podaj interpretacj¢ nastgpujacych zdan
1. (Vz € (0,00))(3n € N)(+ < =),
2. (Vz € R)(2? > 0),
3. Vr,yeR)(z<yVae=yVa>y).
4. (Va € N)(Jzq, 22, 73,24 € N)(a = 23 + 23 + 23 + 23)

Zadanie 9 — Niech R(z,y) oznacza, ze "x jest rodzicem y". Niech K (x) oznacza, ze "x jest kobietg". Zdefiniuj,
korzystajac z notacji matematycznej oraz predykatéw R i K, nastgpujace predykaty:

1."x jest dziadkiem y",
2."x jest siostra y",
3."x jest bratem y",

4."x jest ciotka y".

Zadanie 10 — Niech A = [0, 2] oraz B = [1, 3). Wyznacz zbiory AN B, AU B, A\ Boraz B\ A.

Zadanie 11 — Niech A = {(z,y) € R? : 22 + y*> < 1} oraz B = {(z,y) € R? : 1 < 2,y < 3}. Wyznacz
zbiory AN B, AUB, A\ Boraz B\ A.

Zadanie 12 — Odcinkiem nazywamy dowolny podzbiér A C R taki, ze
(Va,b,c) (((a<b<c)N(ac A)A(ce A)) = beEa) .
Sprébuj opisaé rodzing wszystkich odcinkéw.

Zadanie 13 — Niech A, B C () oraz niech X ¢ oznacza dopetienie zbioru X C €) do przestrzeni §2. Udowodnij
prawa de Morgana dla zbioréw A i B, czyli pokaz, ze

1. (AUB)¢= A°N B¢
2. (ANB)¢= A°U B¢
Pokaz réwniez, ze

3. (A9)=A
Zadanie 14 — Wymien wszystkie poznane do tej pory warianty praw de Morgana.

Zadanie 15 — Niech A i B bedg zbiorami. Pokaz, ze nastgpujace zdania sa rOwnowazne:
1. ACB
2. AuUB=B
3. AnNB=B.

* Zadanie 16 — Niech I(p,q) = (p,q), U(p,q) = (p © ¢, q) oraz D(p,q) = (p,p D q).
1. ObliczU oU oraz D o D

2. ObliczU o DoU.

3. Zastosuj otrzymany wynik do napisania w jezyku C funkcji stuzacej do zamiany dwoéch liczb typu int.
Wskazéwka: Spéjnik @, czyli alternatywa wykluczajaca, nazywa si¢ w informatyce spdjnikiem XOR.

*+* Zadanie 17 — Pokaz, ze nie istnieje zbior wszystkich zbioréw. Wskazowka: Zatoz, ze ) jest zbiorem wszyst-
kich zbioréw. Rozwaz zbiér X = {x € Q : © ¢ x}. Zbadaj zdanie X € X.



2 Podstawowe zbiory liczbowe

Zadanie 18 — Upro$¢ nastgpujace wyrazenia:
1 1 1 3+
L s+3+35 4
2. (24)2,2(49)
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NN
=

=
Sl

> 145

Zadanie 19 — Niech a,b, ¢ > 0ia # 1. Udowodnij nastgpujace wlasnosci funkcji logarytmicznych:
1. log,(b-c) = log,(b) + log,(c)
2. log, (b*) = klog,(b) dla dowolnego k € R
3. log, (z) = 122l qlap £ 1,

log, (a)

Zadanie 20 — Upro$¢ nastgpujace wyrazenia:

1. log;((102 - 5%), 418205 log,(27/3)
2. 2210g4 +3logg 3, 910g35

Zadanie 21 — Przypomnij sobie dowdd tego, ze v/2 ¢ Q. Pokaz, ze jesli p jest liczba pierwsza, to /P jest liczba
niewymierna.

* Zadanie 22 — Pokaz, ze jeSli n € N jest taka liczba naturalna, ze /n € Q to istnieje liczba naturalna k taka,
zen = k2.

Zadanie 23 — Pokaz, ze jesli ¢ € Q, to v/2 + ¢ ¢ Q. Dla jakich liczb wymiernych ¢ € Q mamy ¢v/2 € Q?

Zadanie 24 — Niech ¢ = 3.1415926535897932385 . . .. Dla n € N definiujemy liczby

0, = la-10™] .
10m
Wyznacz pierwsze 10 wyrazéw tego ciagu, tzn. oblicz liczby ag, ay, . . ., ag.

Uwaga: |z ] oznacza czes¢ catkowita liczby ..

Zadanie 25 — Pokaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x oraz y mamy

(z+y)(z—y) =2> -y

2. (x+y)? = 2% + 22y + ¢?

3. (z+y)? =2+ 32%y + 3zy® + 3

4. Z jakich wlasnosci liczb rzeczywistych korzystatas/korzystales podczas dowodzenia tych wzor6w?

—_—

Zadanie 26 — Dla jakich par liczb rzeczywistych z i y zachodzi réwnos¢ (x + y)? = 22 + y2?

Zadanie 27 — Pokaz, ze zbidr liczb wymiernych jest zamknigty na dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dziele-
nie przez liczbe r6zna od 0.
Zadanie 28 — Pokaz metoda indukcji matematycznej, ze

I. 1424 ...+ n= %n(n + 1). Uwaga: Musisz réwniez znaé proste wyprowadzenie tego wzoru..
2. 12422+ .. +n?=}n(n+1)(2n+1)

134254, . +nd= (%)2

(Vn e N)(n < 27)

(Vn > 4)(n? < 27)

(Vn > 4)(2" < n!)

(Vn > 1)(6|(n® — n)

Nk W

Zadanie 29 — Pokaz, korzystajac z poprzedniego zadania, ze 1 +3 + 5+ ... + (2n + 1) = (n + 1)2. Podaj
interpretacje¢ geometryczna teo faktu.



Zadanie 30 — Zatézmy, ze ng < n; < ng < ... jest nieskoficzonym ciagiem liczb naturalnych. Pokaz, ze
(Vk € N)(k < ng).

Zadanie 31 — Pokaz, ze nie istnieje nieskoriczony ciag liczb naturalnych (ny) taki, ze (Vk)(n; > ng41)-

Zadanie 32 — Rozwazmy nastgpujaca petle:
FOR I=1 TO N DO
FOR J=I+1 TO N DO
OP (I,J);
oD
oD
Ile razy wykonuje si¢ instrukcja OP?

Zadanie 33 — Wyznacz samodzielnie sze$¢ pierwszych wierszy tréjkata Pascala. Wypisz wzory na (x + y)™ dla
n=20,1,2,...,5.

Zadanie 34 — Pokaz, ze jesli 0 < k < n, to (}) = %(7~;). Jak mozna te obserwacje wykorzysta¢ do wyzna-
czania wartosci (})?

* Zadanie 35 — Symbolem |X| oznaczamy liczbe elementéw skoriczonego zbioru X. Niech X bedzie n - ele-
mentowym zbiorem. Dla & < n okre§lamy

(XF={Y CX:|V|=k}

1. Pokaz, ze [[X]*| = (}).
2. Korzystajac z poprzedniego wyniku podaj kombinatoryczne wyprowadzenie tozsamosci Pascala (Z) +
n _ (n+1
(i) = G-
3. Symbolem P(X) oznaczamy zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X . Pokaz, ze jesli | X| = nto |P(X)| =
2™,

Zadanie 36 — Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona

(a+b)" =Y (Z) akpnk
k=0
pokaz, ze

1. >0 o (}) = 2™ i podaj interpretacje kombinatoryczna tego faktu

2. Yoo (R (=DF =0

Zadanie 37 — Narysuj wykres wartosci (sz) dlak = 0,...,20. Ktéra z tych liczb jest najwigksza? Uogdlnij
to spostrzezenie dla ciagu liczb ((}))k=1,...,n dla dowolnego n. Wskazéwka: Mozesz, np., skorzysta¢ z funkcji
KOMBINACIJE programu Excel.

Zadanie 38 — Pokaz, ze (/%) = Y1, () (%)

Zadanie 39 — Za pomoca wyszukiwarki Google narysuj wykresy réznych funkcji kwadratowych (np. wprowadz
w pasku zapytan wyrazenie x A 2 — 5x + 1). Zapoznaj si¢ z linkami umieszczonymi na stronie http://
ki.pwr.edu.pl/StudenciOnLineTools.php. Sprébuj narysowaé wykresy funkcji kwadratowych za
pomoca serwisu Wolfram Alpha.

Zadanie 40 — Wyznacz nastgpujace zbiory:
. A={z eR:2%2-3x+2> 0},
2. B={zeR:2? -4z +3 <0},
3. C={reR:2?—42+3 >0},
4. D={r eR:2? — 42+ 3 > 0}.


http://ki.pwr.edu.pl/StudenciOnLineTools.php
http://ki.pwr.edu.pl/StudenciOnLineTools.php

* Zadanie 41 — Sformutuj samodzielnie pojgcie kresu dolnego podzbioru A zbioru liczb rzeczywistych - ozna-
czmy go przez inf(A). Pokaz, ze inf(A) = —sup(—A), gdzie —4A = {—a : a € A}. Wywnioskuj z tego, ze
kazdy ograniczony z dotu podzbiér R ma kres dolny.

Zadanie 42 — Wyznacz kresy dolne i gérne nastgpujacych zbioréw:
L {;fz:neN}

2. (0,1)U (3,4]

3. (0,1]NQ

4. 0,1\ Q

5

6

. N
. Z

* Zadanie 43 — Niech A = {z > 0: 22 < 2}. Pokaz, ze sup(A)? = 2 (czyli, ze sup(A) = V2).

Zadanie 44 — Korzystajac z tego, ze sin®(x) + cos?(z) = 1 pokaz, ze |sin(z) + 2cos(x)| < /5 dla kazdego
z € R. Wskazéwka: Skorzystaj z nieréwnosci Cauchy’ego.

Zadanie 45 — Pokaz, ze dla dowolnego ciagu liczb a4, . . . a,, zachodzi nieréwnos¢é

ar+...+a, <Vnyjad+...+a2.
3 Ciagi

Zadanie 46 — Pokaz, ze ciag (1 — 1) jest ograniczony.

: : : : oA _ 3n41 _ 2"41 _ 2n’4n+3 _ 3n%4n+5
Zadanie 47 — Oblicz granice nastgpujacych ciagow: a, = < S b, = 5773 > Cn = n238ny1 d, = Engl
e = n3+n+3 f _ 7n3+2n+2 _ 2n2+n+3 h _ n2+n+3

n 7 n243n+3° /M T n242n+1 ° In = n®4+3n+2° "M T n34n241°

n
n+1

Zadanie 48 — Dlaczego ciag a,, = (—1)" nie jest zbiezny?

Zadanie 49 — Dlaczego ciag a,, = (—2)" nie jest zbiezny?

Zadanie 50 — Bezposrednio z definicji granicy ciagu pokaz, ze lim,, ”T—J;z =1, lim, 27:;1 = 0 oraz lim, (n —
\/n) = oco.

. . . . 2 2 2
Zadanie 51 — Oblicz granice lim,,_, oo 22558 oraz lim,, oo 232540,

Zadanie 52 — Oblicz granice ciaggéw

nt(—1)"
2n+1

2. b, = VYn"+1,
3. ¢, = Vn2" +n.

1. a, =

Zadanie 53 — Pokaz, ze ze zbiezno$ci ciagu (a,,) wynika zbiezno$é ciagu (|a,|). Czy prawdziwe jest twierdze-
nie odwrotne?

Zadanie 54 — Ustalmy liczbg a. Wyznacz granice ciagu a,, = Inal

n

Zadanie 55 — Pokaz, ze jesli |a] < 1to

1
lim (1+a+...4a") =

n—oo 1—a

n

Wskazéwka: Skorzystaj ze wzoruna 1 + ¢+ ¢ + ... + ¢".

Zadanie 56 — Niech ag = 1 oraz a, 41 = 3 + 5.
1. Pokaz, stosujac metode indukcji matematycznej, ze a, < 6 dla kazdego n.



2. Pokaz, ze ciag (a,,) jest rosnacy
3. Wyznacz granice tego ciagu.

Zadanie 57 — Ustalmy liczbe @ > 0. Niech g = a oraz x,11 = %(xn + ﬁ) Pokaz, ze lim,, x, = +/a.
Zastosuj ten wyniki dla a = 2. Kt6ry wyraz tak zbudowanego ciagu rozni sie od v/2 o mniej niz 10~3? Uwaga: Tu

byt btad; podane uprzednio byto, ze xo = 0.

Zadanie 58 — Niech ag = 1 oraz a,,+1 = %(an +4). Pokaz, ze ciag (ay,) jest rosnacy i ograniczony oraz znajdz
jego granice.

Zadanie 59 — Oblicz granice lim,, o (vVn? + n — n). Wskazéwka: Skorzystaj ze wzoru (a + b)(a — b) =
a® —b2..

Zadanie 60 — Oblicz granicg nastgpujacych ciagdéw
1 oa, = (1+ L)+,

2. b, = (1— 1)+t
3. ¢, = (14 L7,
4. dp = (2p)"
5. en=(1+5)"

Zadanie 61 — Oblicz nastgpujace granice: lim,, /5" + 1, lim,, v/n3" + 2.
Zadanie 62 — Zal6ézmy, ze 0 < a < b. Wyznacz granice ciagu v/a™ + b™.
Zadanie 63 — Zat6zmy, ze lim,, a,, = 0. Pokaz, ze wtedy lim,, |a,,| = 0.

Zadanie 64 — Oblicz lim,, (v/n + 1 — /n).
Wskazéwka: Skorzystaj ze wzoru a — b = (a® — b?)/(a +b).

Zadanie 65 — Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wyznacz granice nastgpujacych ciggdw:

-1 1 1
1. a”_n2+1+n2+n+"'+n2+n

2. b, = {1+ L

n 3n+4n
4ntsne

3. ¢, =

Zadanie 66 — Niech H,, =1+ 1 + 1 + ...+ 1. Pokaz, ze lim,, H,, = <.

Wskazéwka: Pokaz najpierw, ze ciag (H,,) jest rosnacy. Przyjrzyj si¢ nastgpnie takiemu pogrupowaniu: Hg =
1+i+G+H+@E+ é + 1+ 1). Zapisz w podobny sposéb Hjg. Sprébuj oszacowaé od dotu kazdy z
pogrupowanych sktadnikéw .

Zadanie 67 — Ustalmy dodatnig liczbe naturalng C. Niech a,, = (n mod C) + % Wyznacz punkty skupienia
ciagu (ap).

Zadanie 68 — Podaj przyktad ciagu, ktéry ma nieskonczenie wiele punktéw skupienia.
* Zadanie 69 — Podaj przyktad ciagu, kt6rego zbiorem punktéw skupienia jest odcinek [0, 1].

** Zadanie 70 — Czy istnieje ciag, ktérego zbiorem punktéw skupienia jest zbiér [0, 1)?

4 Granice i ciaglos¢

Zadanie 71 — Wyznacz wartosci funkcji sin, cos, tan i cot dlakatow o = 0, ¢, T, %,

B

Zadanie 72 — Pokaz, ze sin(z + 5 ) = cos(z), cos(x + §) = —sin(z) oraz tan(x + §) = — cot(x).



Zadanie 73 — Korzystajac ze wzoréw sin(z+y) = sin(x) cos(y)+sin(y) cos(z) oraz cos(x+y) = cos(x) cos(y)—
sin(x) sin(y) wyprowadz wzory na sin(2x), sin(3z), cos(2x), cos(3x).

Zadanie 74 — Narysuj, korzystajac z przegladarki Google, wykresy funkcji f(z) = 3(cos(2z) + 1) oraz g(z) =
cos(x)?. Wyjasnij zaobserwowane zjawisko.

Zadanie 75 — Naszkicuj wykresy funkcji
1. fi(z) = V1 — 22sin(z),
2. fa(w) = /1 — 22sin(102),
3. f3(z) = V1 — 22 sin(100z),
4. fi(x) = V1 — 22 sin(200x).

Zadanie 76 — Naszkicuj na wspSlnym wykresie wykresy funkcji f(z) = |z| + v1 — 22 — 1 oraz g(x) = |z| —
V1—22 -1

Zadanie 77 — Naszkicuj na wspSlnym wykresie wykresy funkcji f(z) = (|z| + v/1 — 22 — 1) cos?(200x) oraz
g(z) = (Jz| — V1 — 22 — 1) cos?(200z).
Zadanie 78 — Niech f(z) = ——.

1. Wyznacz nastgpujace granice: lim,_, o f(x), lim,— oo f(2), limg ot f(z), img—o_ f(2), lim,— oy f(2),
lim, o f(x).
2. Naszkicuj wykres tej funkc;ji.

Zadanie 79 — Niech

-1 : =<0
sgn(z) = 0 : z=
1 : z2>0

1. Pokaz, ze funkcja sgn nie jest ciagta w punkcie 0.

2. Wyznacz punkty ciagtosci funkcji sgn.

Zadanie 80 — Wyznacz punkty ciagltosci nastgpujacych funkcji
l. fi(x) = sgn(sin(z)),

2. fa(z) = sgn(cos(z)),
3. f3(x) = |z] oraz
4. fa(z) = 1]

Zadanie 81 — Korzystajac z Zadania [54] pokaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a
1. istnieje ciag liczb wymiernych (a,,) taki, ze lim,, o a, = a

2. istnieje ciag liczb niewymiernych (b,,) taki, ze lim,, o, b, = a
Zadanie 82 — Niech
1 : z€eQ
ﬂ@_{o : z€R\Q
Pokaz, ze funkcja f nie jest ciggta w zadnym punkcie.
Wskazéwka: Skorzystaj z zadania[8T]

Zadanie 83 — Korzystajac z definicji Cauchy’ego ciagtodci funkcji pokaz, ze suma dwéch funkcji ciagtych w
punkcie z jest ciagta punkcie x¢

Zadanie 84 — Korzystajac z definicji Cauchy’ego ciaglosci funkcji pokaz, ze funkcja f(z) = 2? jest ciagta.

Zadanie 85 — Zal6zmy, ze istnieje n > 0 taka, ze (Vz)(|z — o] < n — f(x) = g(x)). Pokaz, ze jesli f jest
ciagta w punkcie z to réwniez g jest ciggta w punkcie zo. Dlaczego pokazana wtasnos$¢ funkcji ciagltych mozemy
wystowié nastgpujaco: ciqgtos¢ funkcji w punkcie jest pojeciem lokalnym?



Zadanie 86 — Narysuj wykresy funkcji zadanych wzoramiy = -2,y = z— |z, y = zsin(2), y = 2?sin(2),

x

y = % sin(%) oraz wyznacz ich granice w punkcie 0.

Zadanie 87 — Naszkicuj wykresy funkcji zadanych wzorami:
1

1. Yy = 221
2. Yy = ﬁ,
m2
3. y= 2,
3
4 y= 3

Zadanie 88 — Niech n > 0. Naszkicuj wykres funkcji zadanej wzorem

1

f(x):x(x—1)~-~(m—n)'

Wskazéwka: rozwaz oddzielnie przypadek n parzystego i n nieparzystego.

Zadanie 89 — Oblicz nastgpujace granice:

1. lim, o Snle2)

2. limzﬁl

Zadanie 90 — Zatézmy, ze funkcja f jest ciagta. Pokaz, ze funkcja g(z) = |f(z)| jest réwniez ciagta. Wska-
zowka: skorzystaj z tego, ze ztozenie funkcji ciagtych jest funkcja ciagla.

Zadanie 91 — Oblicz granice wielomianu postaci w(z) = 2" + an_12" "t 4+ ... + a1z + ap w nieskoriczonosci
oraz w minus nieskonczonosci. Wskazowka: Rozwaz oddzielnie przypadek n parzystego oraz n nieparzystego.

Zadanie 92 — Pokaz, ze kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek.
Wskazéwka: Skorzystaj z poprzedniego zadania oraz wtasnosci Darboux funkcji ciaghych.

Zadanie 93 — Zat6zmy, ze funkcje f i g sa ciagte. Niech h(z) = max{f(z),g(x)}. Pokaz, ze h jest funkcja
ciagla.

Zadanie 94 — Zat6zmy, ze f : [0,1] — [0, 1] jest funkcja ciagla. Pokaz, ze istnieje takie x € [0, 1], ze f(z) = .
Wskazéwka: Przyjrzyj si¢ funkcji g(x) = f(x) — .

Zadanie 95 — Niech f, g : R — R bgda funkcjami rosnacymi. Pokaz, ze ztozenie f o g jest funkcjg rosnaca.
Zadanie 96 — Naszkicuj wykresy funkcji f1(z) = (3)7, fo(z) = 17, f3(z) = 2%, fa(z) = €® oraz f5(z) = 3".
Zadanie 97 — Naszkicuj wykresy funkcji f1(x) = log%(x), fa(x) = logy(x), fa(x) = log,(x) oraz fs(z) =
logs ().

Zadanie 98 — Pokaz, ze kazda funkcja f : R — R jest sumga funkcji parzystej i nieparzyste;j.

Wskazéwka: Rozwaz funkcje h(z) = 1(f(z) + f(—2)) oraz g(z) = (f(z) — f(—z)).

Zadanie 99 — Niech f(z) = sin(z) oraz g(x) = 2.
1. Naszkicuj wykres funkcji f o g.
2. Naszkicuj wykres funkcji g o f.
_ 2’41
o—1
1. Sprawdz, ze 22 +1 = (z—1)(2+ 1) + 2. Korzystajac z tego wzoru przedstaw funkcje f jako sume funkcji
liniowej oraz pewnej prostej funkcji wymierne;j.

Zadanie 100 — Naszkicuj wykres funkcji f(x)

2. Korzystajac z poprzedniego punktu naszkicuj ponownie wykres funkcji f.
3. Zapoznaj si¢ z pojeciem asymptoty ukosnej.



Zadanie 101 — Podaj przyktad ciagtej funkcji f : [0, 00) — [0, 1] ktéra nie osiaga wartosci maksymalne;j.
Zadanie 102 — Pokaz przyktad takiej funkcji ciagtej f : (0,1) — R ktéra nie jest ograniczona z géry ani z dotu.

Zadanie 103 — Zatézmy, ze f : R — [0, 00) jest ciagta, oraz, ze lim, ., f(2) = lim,,_ f(z) = 0. Pokaz,
ze istnieje x¢ € R takie, ze f(xg) = sup{f(z) : x € R}.

* Zadanie 104 — Niech f : R — R bedzie taka funkcja ciagta, ze
(Vo,y e R)(f(z+y) = f(z) + f(y)) .

Pokaz, ze f(z) = a-xdlaa = f(1). Wskazéwka: Zacznij od pokazania, ze dlakazdego n € Nmamy f(n) = a-n.
Pokaz nastepnie, ze f(—x) = — f(z). Potem si¢ zajmij liczbami wymiernymi. A na konicu skorzystaj z ciagtosci.

5 Pochodne

Zadanie 105 — Oblicz pochodne nastgpujacych funkcji:
1. f(z) =2 +222+ 32+ 1, g(x) = 22° — 223 + 322 + 1

2. f(w)—1+x+x 44
3. f(2) =L 9() = 5. hla) = wEng

4. flx) = (x 22+ 1)(@ + 202 + 1)

5. f(x) = (ﬂc—l—l)/(x— 1), g(z) = %

6. f(z) = ze®, g(x) = 22e?, h(z) = 2%e®. Wskazéwka: (e7) = e”.

Zadanie 106 — W jakich punktach funkcja f(z) = |z — 1| + |# + 1| jest rézniczkowalna?

Zadanie 107 — Znajdz przyktad ciagtej funkcji f : R — R, ktéra nie r6zniczkowalna w nieskoriczonej liczbie
punktéw.

Zadanie 108 — W jakich przedziatach funkcje y = (1 — x)2, y = xe ™%, y = 2%e~% sa rosnace?

— 22°
1fx2 Y= (asfl)m(172) '

Zadanie 109 — Zbadaj wykresy funkcji y = z2e®, y =

Zadanie 110 — ZnajdZ ekstrema funkcji y = x(a — 2), y = z(a — x)2.
Zadanie 111 — Pokaz, ze jesli funkcje f, g i h sa r6zniczkowalne w punkcie z, to

(f(z) - g(z) - h(@))" = f'(x) - g(x) - h(x) + f(2) - §'(2) - hz) + f(2) - g(x) - W (2) .

Zadanie 112 — Znajdz pole na]w1¢kszego prostokata o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych wpi-
sanego w elipsg o réwnaniu %5 + % = 1.

Zadanie 113 — Pokaz, ze ze wszystkich prostokatéw o ustalonym obwodzie kwadrat ma najwigksza powierzch-
nig.

Zadanie 114 — Pokaz, ze ze wszystkich trojkatéw o ustalonym obwodzie i o ustalonej podstawie tréjkat réwno-
ramienny ma najwigksza powierzchnie.

Zadanie 115 — Pokaz, ze ze wszystkich tréjkatéw o ustalonym obwodzie tréjkat réwnoboczny ma najwigksza
powierzchnig.
Wskazéwka: Skorzystaj z poprzedniego zadania.

Zadanie 116 — Niech

x? x> —1

fa,b(ilf){ax—'_b < —1

Znajdz takie parametry a i b aby funkcja f, ; byta ré6zniczkowalna w kazdym punkcie.



Zadanie 117 — Oblicz pochodne nastgpujacych funkcji:
1. y= Vad +1,

2. y = sin(x?),
3. y= 612,
. 2

4. y= (eg” + 1) ,

5. Y= zsin(z),

6. y = tan®(z),

7. y=1In(z% + 1),y = logtan(x))

8. y=1In ﬁ

9. y = arcsin(e®), y = arccos(x?)
10. y = arctan(x? + 1), y = arctan(e®)

Zadanie 118 — Zbadaj przebieg zmiennosci nastgpujacych funkcji:
1. f(z) = 23"

2. f(z) =5
3. f(z) = 2% In(x)
4. f(z) =2 (2?+1) 4=

Zadanie 119 — Dlaczego funkcja y = In x jest ciagla? Podaj mozliwie prosty argument.

Zadanie 120 — Napisz réwnania stycznych do podanych funkcji w podanych punktach:
1. f(z) =In(z+ %), P = (0, f(0),
2. f(z) = 5= P = (L, f(1)).

Zadanie 121 — Zbadaj przebieg zmiennosci nastgpujacych funkcji:

Loy==<,
2. Y=

3. y= (wfl)m(a:72)’

Zadanie 122 — Ktéry z punktéw paraboli y = 22 lezy najblizej prostej x — y — 5 = 0?
Wskazéwka: Odlegtosé punktu P = (g, yo) od prostej o réwnaniu az + by + ¢ = 0 wyraza si¢ wzorem

laxo + byo + |

Zadanie 123 — ZnajdZ pole najwigkszego prostokata o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych wpi-
2
sanego w elips¢ o rownaniu z—z +4%& =1

Zadanie 124 — Oblicz pierwsze i drugie pochodne funkcji f(¢) = rsin(wt) i g(t) = r cos(wt).

Zadanie 125 — Oblicz pochodne nastgpujacych funkcji:
1. sin(sin(z)), sin(sin(sin(z)))

2. sin(cos(sin(z)))

Zadanie 126 — Zalézmy, ze f'(t) = f(t) dla kazdego t € R. Pokaz, ze istnieje taka stata C, ze f(t) = C - €.
1)

Wskazéwka: Oblicz pochodna funkeji g(t)
2’ (t) = z(1).

Uwaga: RozwiazaliSmy w ten sposéb rownanie rézniczkowe

Zadanie 127 — Pokaz, ze dla kazdego > 0 mamy H%c <In(l+2z) <.

Zadanie 128 — Korzystajac z regut de 1’Hospitala oblicz nastgpujace granice:
: ze?®—g
1. hmzﬁo m
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- limgo(In(1 — cos(x)) — In(a?))

Vi—z—v1—a?
x

. llmx_m
im0 (e® + 1)%

. limg o4 23 lnx

arctan(z)
T

. llmxﬁo

1
z

—_
o

. limg oo (Inz)

In(cos(x)
22

In(e®+1)

—
[

. llmx_m

—_
[\

L limg oo

s

[
w

. limg 04 z1n(x),
. limg,_,o4 2. Wskazéwka: skorzystaj z tego, ze t = ¢™* dla dowolnego ¢ > 0, oraz, ze funkcja f(z) = e
jest ciagta.

€T

—_
N

15. lim, o, 22

v

Zadanie 129 — Wyznacz, dla dowolnego ustalonego naturalnego k, granice lim,, W, lim,, 2—2

Zadanie 130 — Niech f(z) = 1 + 2 + 2. Zastosuj wzér Taylora rzgdu 3 dla funkcji f w punktach z = 0 oraz
=1

Zadanie 131 — Wyznacz wielomiany Taylora rzedu 10 nastgpujacych funkcji f(x) = e*, g(x) = sin(x), h(z) =
cos(x), j(x) = sin(x) + cos(x).

Zadanie 132 — Za pomoca wzoru Taylora oblicz sin(0.1) z doktadnoscia do 1071°.

* Zadanie 133 — Rozwazmy nastgpujaca funkcje

Pokaz, ze funkcja f jest ciagta.
Pokaz, ze dla kazdego n > 0 istnieje taki wielomian w(z), ze () = w(3) exp(—1).

exp(—%) =0

Pokaz, ze dla kazdego n > 0 mamy lim;_, o+ ta

Pokaz, ze dla kazdego n > 0 istnieje pochodna f(™)(0) i jest réwna 0

Al S

Zastosuj wzor Taylora dla funkcji f w punkcie 0.

Zadanie 134 — Pokaz, ze
: x _ 1
1. arcsin i Arceos —=—s

2. arctanz = 3 arctan 2%,
—X

Wskazéwka: Oblicz pochodne obu stron.

6 Calki

1
Zadanie 135 — Oblicz nastepujace calki: [(z% + 2% + z) du,
0

(x + /) dz, §(2 sin(x) + sin(z)) da.

Oft—

11



1 1
Zadanie 136 — Wyznacz, bez wykonywania zadnych obliczen, nastepujace catki: [ z3 dz, [ (z + 2°)dz,
1 1

w/2
[ sin(z) dz.
—7/2

Zadanie 137 — Niech G(c) = [ Ldx.
1

1. Zaktadajac, ze ¢ > 1 wyznacz G(c)
2. Oblicz lim,,, G(¢)
3. Podaj interpretacj¢ geometryczng otrzymanego wyniku.

Zadanie 138 — Wyznacz, stosujac metode catkowania przez czesci, nastgpujace calki nieoznaczone:
1. [zcos(x) dz, [a®cos(z)dzx, [x3cos(z)dx
2. [zsin(z)dz, [z?sin(z)dz, [2?sin(z) dz
3. [ze®dx, [x?e”dx, [zPe”dx
4. [zlnzdr, [2*lnzdr, [2*hhzdr
Sprébuj samodzielnie uogélni¢ powyzsze obliczenia.

Zadanie 139 — Wyznacz, stosujac metode catkowania przez podstawienie, nastgpujace catki nieoznaczone:
L [sinBz+1)de, [ gde, [aV1+a2dz (podstawt =1+ %),
1 1
3. [xe™™ da
4. [sin(lnz) dz (podstaw u = In z, zastosuj dwukrotnie catkowanie przez czesci)
5. [tanz dx

Zadanie 140 — Wyznacz pole nastgpujacych obszaréw:
. A={(z,y) eR?2:0< 2 <1A2%2 <y <7}
2. B={(z,y) eR?:0<z <7 Ayl <sinx},
3. C={(z,y) eR?: |z| <1 AJy| < e}
4. Obszar ograniczony parabola o réwnaniu y = 222 — 6z i osia OX

Zadanie 141 — Wyznacz pole elipsy zadanej rownaniem:

Zadanie 142 — Zalézmy, ze f jest funkcja rézniczkowalna oraz, ze g jest funkcja ciagta. Niech

J(z)
H(z) = / g(t) dt.

Wyznacz H'(z).
Wskazéwka: Niech F(z) = [ g(t) dt. Zauwaz, ze H(z) = F(f(z)).

Zadanie 143 — Oblicz nastgpujace calki nieoznaczone z funkcji wymiernych:

2x+1
1. [ 55 dw

1
- @—2)(z15) dx

2x+3
f (a:—2)4(>x+5) dx

f m dz. Wskazowka: Wyznacz takie liczby A, B i C, ze 1,(96%71) = f + % + C c .

o v oA W

Ik m dx. Wskazéwka: Zastosuj podstawienie = tan(u).

12



7. fﬁd:p
8. [ sty 4o

Zadanie 144 — Rozwazamy funkcje f(z) = 22 na odcinku [0, 1]. Rozwazamy sumg dolng
n—1

saf.00) = S int { @) <o < BELL

n n
k=0

1. Korzystajac ze wzoru 12 +22+ ... +n? = in(n+1)(2n+ 1) wyznacz zwarta posta¢ wzoru na s, (f, 0, 1)

2. Oblicz limy, 00 85 (f,0,1)

3. Oblicz fol x2dx za pomoca catki nieoznaczonej :—)

Zadanie 145 — Oblicz objeto$¢ torusa powstatego przez obrét kota 22 + (y — a)? < r2.
7 Szeregi

Zadanie 146 — Pokaz, ze jeSli szeregi Zn ay, 1 Zn b, sa zbiezne oraz a i b sa ustalonymi liczbami rzeczywi-
stymi, to szereg » . (a - a, + b - by,) jest zbiezny oraz

i(a-an—i—b-bn):aian—l—bibn
n=0 n=0

n=0

Zadanie 147 — Oblicz sumy Zn>n( + 3%), Zn21 Ei:z (%)n

Zadanie 148 — Oblicz sumy >, -, m > Wskazéwka: Znajdz liczby A i B takie, ze

n>1 n(n+3) n(n+2) +2)
n + n+2°

1

Zadanie 149 — Zbadaj zbiezno$¢ nastgpujacych szeregow: >, 1 7z, Y s1 7250 dn>1 ﬁ

n 2
Zadanie 150 — Zastosuj kryterium zbiezno$ci d’ Alamberta do zbadania zbieznoSci szeregéw Zn>1 % Zn>1 (;—2\
> (n))?
n>1 (2n)"

Zadanie 151 — Wyznacz promienie zbieznosci nastgpujacych szeregéw potegowych:
I n%rgx”
2.3 ﬁm"
3 3 U

. inQ"a&"

5.5 Lan

n

N

@)}

Y EZ;L); x™ (dla ustalonego naturalnego k > 0)

Zadanie 152 — Rozwin nastgpujace funkcje w szereg Maclaurina i wyznacz ich promienie zbieznosci:

1. f(z) =sin(z)

13



c.d.n.
Powodzenia,
Jacek Cichon
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