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Na egzaminie bedziecie mieli do zrobienia 6 zadan. Cztery beda mialy
charakter rachunkowy, zas dwa z nich beda wymagaly przeprowadzenia ja-
kiego rozumowania. Wszystkie odpowiedzi (nawet na te rachunkowe zada-
nia) beda wymagaly uzasadnienia. Argument typu: to znalazlem na jakiejs
stronie lub tak pokazal Wolfram Alpha nie beda, oczywiscie, uznane za po-
prawne. Rozwiazania zadan za pomoca programu przegladajacego wszyst-
kie potencjalne rozwiazania (taki pomyst moze wam przyj$é jesli obliczenia
bedziemy mieli przeprowadzi¢ w skoriczone strukturze) réwniez nie beda ak-
ceptowane.

1 Struktury algebraiczne

Zadanie 1. Ile generatoréw ma grupa Cyggo?

Zadanie 2. Wyznacz wszystkie pogrupy grupy Z7;.

Zadanie 3. Ile jest elementéw rzedu 100 w grupie Clygoo?

Zadanie 4. Wyznacz pogrupe G grupy Z? = (Z,+) x (Z,+) generowang
przez zbiér {(4,0), (10,0), (—18,0)} oraz wyznacz rzedy elementéw w grupie
ilorazowa Z2/G.

Zadanie 5. Czy grupy Z3 oraz Zj, sa izomorficzne?

Zadanie 6. Ile podgrup ma grupa S3?

Zadanie 7. Rozwazamy grupe T' = ({z € C: |z| = 1},-). Niech f(z) =

x?. Pokaz, ze f jest endomomorfizmem T. Wyznacz jadro f oraz grupe

ilorazowa T'/ker(f).



2 Elementy Teorii Liczb

Zadanie 1. Jakie wartosci przyjmuje funkcja f(n) = (n — 1)! mod n ?.
Zadanie 2. Pokaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n mamy n|d(n?).

Zadanie 3. Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna n taka, ze n = 1
mod 3, n=2 mod5in=3 mod 8.

Zadanie 4. Rozwigz uklad réwnan: 2x = 1 mod 5, 3x = 9 mod 6,
4r =1 mod 7.

Zadanie 5. Pokaz, ze (Va € N)(3b,c € N)(a® = b2 — c2).
Zadanie 6. Wyznacz zbiér {(a? — b?) mod 4 : a,b € N}.

Zadanie 7. Pokaz, ze jesli liczby naturalne a i b sa sumami dwoch kwa-
dratéw to réwniez liczba a - b jest sumg dwdch kwadratéw.

Zadanie 8. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Niech a,b beda dwoma
roznymi generatorami grupy multiplikatywnej Z7. Pokaz, ze ab nie jest
generatorem grupy Z;.

3 Pierscienie i ciala

Zadanie 1. Niech n > 1 bedzie liczbg naturalng. Wyznacz NW D(2%" +
r+ 1,22 + 1) w pierscieniu Zs[z].

Zadanie 2. Korzystajac z tego, ze wielomian 22 +x + 1 jest nierozkladalny
w ciele Zs rozszerzamy cialo Zs o taki element j, ze j3 = 4j+4. Ile elementéw
ma to cialo? Znajdz element odwrotny i przeciwny do elementu 1 + j + 52
w tym ciele.

Zadanie 3. Niech f : Q[z] — Q(7) bedzie okreslone wzorem f(w) = w(24).
Korzystajac z tego, ze Q[z]| jest pierscieniem idealow gléwnych wyznacz
jadro ker(f).

Zadanie 4. ZnajdZz w pierscieniu Zg[z| element odwrotny do wielomianu
w(z) =1+ 222

Zadanie 5. Niech K bedzie cialem charakterystyki p. Pokaz, ze funkcja
f(x) = 2P jest réznowartosciowym homomorfizmem z K do K.

Zadanie 6. Niech K bedzie cialem charakterystyki p. Wyznacz zbiér
{r € K : 2P =z}



4 Kody korekcyjne

Zadanie 1. 7 przestrzeni liniowej Z7 X Z7 konstruujemy plaszczyzne
rzutowa. Ile jest punktow w tej przestrzeni? Ile jest linii w tej przestrzeni?

Zadanie 2. Czy istnieje kod liniowy o parametrach [10, 5, 5]7

Zadanie 3. Pokaz,ze zbiér C = {(0,0),(1,2),(2,4),(3,1), (4,3)} C Zs jest
kodem liniowym nad cialem Zs. Wyznacz kod dualny do kodu C.

Zadanie 4. Niech
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bedzie macierza generujaca kod C ditugoéci 4 nad cialem Z;. Pokaz, ze
ct=c.

Zadanie 5. Przeksztalé macierz kodu o macierzy generujacej
3 21 2 3 1
G = [1 01 3 4 1]
bedzie macierza generujaca kod C nad ciatem Zs. Przeksztal¢ macierz G do
postaci standardowej. Wyznacz parametry tego kodu.

Zadanie 6. Korzystajac ze wzoru Stirlinga wyznacz asymptotyke liczb
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