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Podane rozwiazania sa przyktadowe - kazde zadanie mozna (oczywiscie) roz-
wiaza¢ na wiele sposobéw. Taka ogdlna uwaga: przed podaniem konicowej odpo-
wiedzi powinniécie sprawdzié, czy znalezione rozwiazanie jest prawidlowe (np.
w brudnopisie).

Zadanie 1. Wyznacz moc zbioru generatoréw grupy Ci1 x Ciops.
Rozwigzanie. Z tego, ze liczby 11 i 101 sa pierwsze (i rézne) wynika, Ze sa
wzglednie pierwsze. Z Chinskiego Twierdzenia o resztach wynika, ze Ci; X

Cio1 = C11.101 = C1111- W grupie C), element a jest generatorem wtedy i tylko
wtedy, gdy nwd(a,n) = 1. Zatem liczba generatoréw grupy C111 wynosi

$(1111) = ¢(11 - 101) = ¢(11) - $(101) = 10 - 100 = 1000 .

Zadanie 2. Oblicz 5936 mod 2017.

Rozwigzanie. Liczba 2017 jest pierwsza (to wiemy np. z Listy Zadan). Zatem
dla dowolnej liczby @ mamy a?°'” = a mod 2017 (wniosek z Maltego Twierdzenia
Fermata). Nastepie mamy 4036 = 2 - 2017 4 2. Zatem

54036 — 52-2017+2 — (52017)2 . 52 25 52 . 52 — 625 .

Zadanie 3. ZnajdZ najmniejsza liczbe naturalna x taka, ze

2r+1=2 mod 3
z+2=1 mod5b
3r+2=1 mod?7



Rozwigzanie. Rozwazany uklad rownan jest réwnowazny ukladowi

=2 mod3
=4 modbH
=2 mod?7

Zajmujemy sie dwoma pierwszymi dwoma réwnaniami. Mamy 2-3+(—1)-5 = 1.
Bierzemy liczbe z =2-3-44 (—1)-5- 2 = 14. Rozwazamy teraz uklad

=14 mod 15
=2 mod?7

Mamy 1-15+(—2)-7 = 1. Rozwazamy wiec liczbe 29 =1-15-2+(—2)-7-14 =
—166. Liczba xg jest jednym z catkowitych rozwiazan rozwazanego ukladu.
Najmniejsze dodatnie x spelniajace rozwazany uklad spelnia¢ musi warunek
3-5-7|(x—xp) oraz 0 < x < 3-5-7. Taka liczba jest © = —166+2-(3-5-7) = 44.
To jest szukane =x. O

Zadanie 4. Niech K bedzie rozszerzeniem ciala Zs o taki element j, ze
32+ 1=0. Rozwiaz w ciele K uklad réwnan

jety=1
20 +y=17

Rozwigzanie. Zauwazamy, ze j2 = 2. Zaczynamy rozwiazywaé ten uklad réw-
nan metoda wyznacznikowa. Mamy

A:detB ﬂ —jo2=14]#0
Nastepnie

Ay:detg H:jZ—Q:Q—Q:O

Zatem y = Ay/A = 0. Z pierwszego réwnania otrzymujemy jr = 1. Zatem
j2x = j, czyli 2z = j, wiec © = 2j. Rozwiazaniem jest wiec para (z,y) =

(24,0). O

Zadanie 5. Niech d(n) bedzie liczbg réznych dzielnikéw liczby n (np. d(6) =
[{1,2,3,6}| = 4). Pokaz, ze jesli n = lenpa"(p) to d(n) = [, (1 + an(p)).

Rozwigzanie. Niech n = lenpan (P). Jedli d|n to istnieja liczby (B(p))pn takie,
ze 0 < B(p) < an(p) oraz d = Hp‘npﬁ(p). Co wiecej, zalezno$é miedzy dziel-

nikami liczby n a elementami [, {0, ..., an(p)} jest wzajemnie jednoznaczna.
Zatem
d(n) = TT{0.....an(®)} = [T + anlp)) -
pln pln
O



