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Podane rozwiazania sa przyktadowe - kazde zadanie mozna (oczywiscie) roz-
wiaza¢ na wiele sposobéw. Taka ogdlna uwaga: przed podaniem konicowej odpo-
wiedzi powinniécie sprawdzié, czy znalezione rozwiazanie jest prawidlowe (np.
w brudnopisie).

Zadanie 1. Czy grupy (Z13)* oraz Cy x Cg sa izomorficzne?

Rozwigzanie. Liczba 13 jest pierwsza, wiec grupa (Z13)* ma generator, wiec w
grupie (Z13)* mamy element rzedu 12. W grupie Cy x Cg mamy

() + ...+ (x,y)=(x+...+z,y+...+y) = (0,0)
6 6 6

wigc rank(a) < 6 dla kazdego a € Cy x Cg. Zatem grupy te nie sa izomorficzne.
O

Zadanie 2. Oblicz 12345678910987654321 mod 9.

Rozwigzanie. Korzystajac z z tego, ze 10F =4 1 dla dowolnego naturalnego k

mamy:
n n
Z ag 10% =9 Z ag
k=0 k=0

Wiec

12345678910987654321 =9 1 +24+34+4+5+6+7+8+94+ 14 0+
9484+74+6+5+4+3+2+1=
2-(14243+445464+7+849)+1=90+1=91=¢ 1.

Uwaga: Jedli kto$ rozwiazal to zadanie wykonujac reczne dzielenie i otrzymat
poprawny wynik, to otrzymal jeden punkt - podejécie to Swiadczy, ze zachowalo
sie wiedze ze szkoly Sredniej, ale niczego si¢ nie nauczylo na wykladzie. O



Zadanie 3. Znajdz najmniejsza liczbe naturalna z taka, ze

=1 mod 1000
z =2 mod 1001

Rozwigzanie. Mamy nwd(1000,1001) = 1, wiec, na mocy Chiniskiego Twierdze-
nia o Resztach istnieje dokladnie jedno takie z w zbiorze {0, ...,1000-1001—1}.
Mamy 1-1001 + (—1) - 1000 = 1. Kladziemy

xo=1-1001-1+ (—1)-1000-2 = 1001 — 2000 = —999.

Jest to liczba ujemna. Dodajemy do niej liczbe 1000 * 1001. Otrzymujemy
x = 1000001. Jest to liczba ze zbioru {0,...,1000 - 1001 — 1}. Zatem jest to
szukana liczba. O

Zadanie 4. Niech K bedzie rozszerzeniem ciala Zy o taki element j, ze
3+ 7+ 1=0. Rozwiaz w ciele K uktad réwnan

Jjr+y=1
z+y=j?

Rozwigzanie. Dodajac oba réwnania otrzymujemy (5 + 1)z = 1 + j2. Mno-
zymy to réwnanie przez j + j2 otrzymujemy x = 1 + j. Z drugiego réwnania
otrzymujemy

y=1+j+j°

Rozwigzaniem jest wiec para (z,y) = (1+ 4,1+ 7 + j52). O
Zadanie 5. Niech n bedzie liczba naturalna. Pokaz, ze n|¢(n?).

Rozwigzanie. Dla n = 1 teza jest oczywiScie prawdziwa. Zaldézmy wiec, ze
n > 2. Niech n = lenp“"(p). Wtedy

¢(n?) = ¢(J[p*) = [[* P p—1) =
P Pl

Hpan(p) . Hpan(p)*l(p 1) =n- Hpan(P)fl(p —1).

pln pln pln

UWAGA: Po przyjrzeniu sie temu rozwiazaniu, widzimy, ze otrzymaliSmy wie-
cej: mianowicie pokazaliémy, ze mamy ¢(n?) = né(n). Jesli kto to zauwazyl,
to otrzymal dodatkowe punkty. O



