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Zadanie 1. Niech A = {(z,y) € Q% : 1 < 22 + y? < 4}. Wyznacz wnetrze
int(A), domkniecie cl(A) oraz brzeg br(A).

Rozwigzanie. W kazdym kole istnieje punkt o obu wspélrzednych niewy-
miernych. Zatem int(A) = (). Niech B = {(z,y) € R? : 1 < 22 + y? < 4}.
Zbiér B jest domkniety, A C B oraz kazda kulka o érodku w punkcie ze
zbioru B zawiera jaki$ punkt ze zbioru A. Zatem cl(A) = B. Zbiér R?\ A
jest gesty w R? (w kazdej kulce jest punkt o obu wspéirzednych niewymier-
nych). Zatem

br(A) = c(R*\ A)Ncl(A) =R*NB=28.

Zadanie 2. Niech
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Zadanie 3. Niech f(z,y) = 222 + 2y + 4y + 2. Wyznacz ekstrema funkcji
f.

Rozwigzanie. Mamy V f(x,y) = (4x,4 + 4y). Jedynym punktem stacjonar-
nym funkeji f jest wiec punkt (0, —1). Hesjan funkcji f jest réwny
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Poniewaz 4 > 0 oraz det(H) = 16 > 0, wiec f ma minimum lokalne w
punkcie (0, —1). Rozwijajac funkcje f w punkcie (0, —1) mamy f(0+r, -1+
5) = 2(r? + s?). Zatem f(z,y) > 0 dla dowolnych (z,y) € R?. Zatem f ma
globalne minimum w punkcie (0,—1). Ponadto f(0,—1) = 0.

UWAGA: Do tego samego wniosku mozna bylo doj$é, bez wykonywania
prawie zadnych rachunkéw, jedli si¢ zauwazylo, ze f(z,y) = 222 + 2(y +
1)2. O

Zadanie 4. Wyznacz najwieksza oraz najmniejsza wartosé¢ funkeji f(z,y) =
x + 32 na zbiorze

A={(z,y) eR?:0<zA0<yAz+y<l1}.

Rozwigzanie. Mamy V f(z,y) = (1,2y), zatem f nie ma punktéw stacjonar-
nych. Zatem f nie ma ekstreméw we wnetrzu zbioru A.

Na zbiorze [0,1) x {0} mamy f(z,0) = z. Najmniejsza wartos¢ jest
przyjmowana w punkcie (0,0). W zadnym punkcie tego zbioru nie przyjmuje
wartosci najwiekszej.

Na zbiorze {0} x [0,1) mamy f(0,y) = y?. Najmniejsza wartoéé jest
przyjmowana w punkcie (0,0). W zadnym punkcie tego zbioru nie przyjmuje
wartosci najwiekszej.

Zatem, funkcja f przyjmuje najmniejsza warto$¢ w punkcie (0,0) oraz
nie przyjmuje najwickszej wartosci w zadnym punkcie zbioru A. O

Zadanie 5. Niech A = {(x,y) € R? : 22 + y2 < 1} x [0, 1]. Oblicz
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Rozwigzanie. Niech f(x,y,2) = (2% + y?)22. Rozwazamy wspélrzedne cy-
lindryczne: ®(r, ¢, r) = (r cos(¢), rsin(¢), z) oraz zbiér Q@ = [0, 1] x [0, 27| x
[0,1]. Mamy ®(Q2) = A oraz wiemy, ze det(Jp) = r. Zatem
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Zadanie 6. Znajdz najwieksza warto$¢ funkeji f(x,y, z) = zyz na zbiorze
tych (z,y,2) € R3, ze
r+2y+3z2=1.

Rozwigzanie. Niech I1 = {(z,y,2) € R® : o + 2y + 3z = 1}. Niech P, =
(—n, —n,% + n). Zauwazmy, ze punkty P, naleza do zbioru II. Ponadto
f(Py) = nz(% +n). Zatem lim,, f(P,) = co. Wiec f nie przyjmuje wartosci
najwiekszej na zbiorze II.

UWAGA: Jedli ktos zastosowal metode mnoznikow Lagrange’a i doszed}
to tego, ze na zbiorze [0,00)? x II maksimum jest przyjmowane w punkcie
(1,11

355 g), to otrzyma dodatkowe punkty. ]



