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To sa zadania z egzaminu ktéry odbyl si¢ 26.01.2018. Ponizej zadan
znajdujg sie komentarze i szkice rozwiazan.

Zadanie 1

Wariant 0. Niech a > 0. Wyznacz granice ciaggu a, = /1 + a™.

Rozwigzanie. Je$li 0 < a < 1, tol < V/1+a" < V141 = V2, wiec
z Twierdzenia o trzech ciagach mamy lim,a, = 1. Jedli a > 1 to a =
Var < Y1+ am < Ya™ + a® = ¥2a" = a /2, wiec z Twierdzenia o trzech
ciggach mamy lim,, a,, = a. Zatem

:0<a<l1
ta>1

n—oo
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lim v1+am = {
a

Wariant 1. Wyznacz granice ciaggu o wyrazach

on

anp = "Zk

k=0

Rozwigzanie. Mamy Y7,k = $27(2" + 1). Zatem {/3272" < a, <

fion(2n +2n) = {Y2m20 | czyli 4{/% < ap, < 4 . Z Twierdzenia o trzech
ciggach wnioskujemy, ze lim,, a,, = 4.

Zadanie 2
Wariant 0. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(z) = (;_Lif
Wariant 1. Zbadaj przebieg zmiennosci funkeji f(z) = (;:zf.

Komentarz: tu nie bylo zadnych niespodzianek.



Zadanie 3

Wariant 0. Niech a,b > 0. Dla jakiej wartosci  funkcja f(z) = % + ba?
przyjmuje najmniejsza wartos¢ i ile ona wynosi?

Rozwiagzanie. Mozna to zrobi¢ standardowo wyznaczajac punkty stacjo-
narne funkcji f, czyli rozwiazujac réwnanie f'(x) = 0. Warto zwrécié¢ uwage
(dodatkowe punkty), ze lim, o4 f(x) = +00 i limz—0o f(x) = +00, wiec f
przyjmuje gdzies na pélprostej (0, 00) warto$é najmniejsza.

Ciekawszy i szybszy sposob polega na skorzystaniu z nieréwnosci miedzy
srednia arytmetyczng a geometryczng (w jej najprostszej postaci: Vab <

LH)):

i a 2 &+ ba? [a
— 4+ bt =22 >92,/— -bz?=2Vab.
2 2 x2

Jedli sie jeszcze wie, ze rownos¢ zachodzi dla réwnych liczb, to szukane z
spelnia réwnanie -5 = bx?, z czego otrzymujemy z = (1/% .

Wariant 1. Niech f(x) = 4 — 22. Kty z prostokatéw o wierzchotkach
P, =(—x,0), P» = (—z, f(—x)), P3 = (z, f(x)), Py = (x,0) (gdzie z € [0, 2])

ma najwieksza powierzchnie?

Komentarz: Wystarczy zauwazy¢, ze pole tego prostokata wyraza sie funk-
cja f(z) = 2x(4—2?). Teraz wystarczy te funkcje zrézniczkowaé i wyznaczyé

miejsce zerowe pochodnej (wyjdzie z = % i pole to wynosi %)

Zadanie 4

Wariant 0. Niech f(z) = 143? Oblicz pole figury

A={(z,y): 1<z <z flx)<y<1}.

Rozwigzanie. Nalezy (to jest wazne) zaczaé¢ od pokazania, ze f(z) < 1 dla
dowolnego x (mozna to zrobié¢ na wiele sposob6w: mozna policzy¢ maksimum
za pomoca pochodnej, lub zauwazyé, ze 0 < (1 —x)?, wiec 2o < 1+ 22, wiec
255 < 1, wige f(2) < 3).

A teraz mozna policzy¢ pole A jako fEQ(l — f(x)dx = ...

A jedli sie zauwazy, ze funkcje f jest nieparzysta, a z tego wyciagnie
wniosek fEQ f(x)dx = 0, to bez liczenia calki otrzymuje sig, ze pole A jest
réwne 4.

Wariant 1. Oblicz pole obszaru

A={(z,y) :\/|z| +/lyl| <1Az+y >0} .



Szkic rozwigzania: Warto zaczaé od naszkicowania zbioréw {(z, y) : /|z|+
VIyl <1} oraz {(x,y) : v +y > 0}. Wtedy zauwazy sig, ze szukane pole jest
réwne podwojonemu polu zbioru

{(z,y) : 0<z A0Sy A VI + 1y <1},

czyli zadanie sprowadza si¢ do wyliczenia
1

2/ (1—Vr)de=...=<.
0

Zadanie 5

Pokaz, ze jedli ciag (a,) jest zbiezny, to istnieje k takie, ze ar = sup{a, :
n € N} lub istnieje k takie, ze a = inf{a, : n € N}.

Rozwiazanie. Niech g = lim,, a,,. Jesli (Ve > 0)({n : |a, — g| = ¢} = 0), to
ciag (ay,) jest staly i wtedy mamy, np. agp = sup{a, : n € N}.

Zalézmy wiec, ze istnieje € > 0 takie, ze {n : |a, — g| > €} # 0. Niech
A={n:ap,>9g+€}iB={n:a, <g—€}. Oba te zbiory sa skonczone
(to wynika ze zbieznosci ciagu do g) i co najmniej jeden z nich jest niepusty
(bo AUB = {n: |a, — g| > €}).

Zalézmy, ze A # (). Wybieramy k € A takie, ze ap = max,c4 a,. Wtedy
ar = sup{a, : n € N}. Je§li A = 0, to wtedy B # 0; znajdujemy k € B
takie, ze ar = ming,ec 4 a,. Wtedy ap = inf{a,, : n € N}.



