Analiza Matematyczna II
Lista zadan

Jacek Cichon, WPPT PWr, 2017/18

Zadania oznaczone dwoma lub wigcej gwiazdkami sa przeznaczone do samodzielnego rozwiazania. JeSli
chcecie uzyskaé wskazéwki lub podyskutowac o ich rozwigzaniu, to zapraszam na konsultacje.

1 Powtorka

Zadanie 1 — Zastosuj nieréwnos$¢ Jensena do pokazania, ze jeSli o, 3, v sa katami wewngtrznymi pewnego
trojkata, to
3\/5

sin(«) 4 sin(8) + sin(y) <

Wskazéwka: Skorzystaj z tego, ze funkcja f(z) = sin(z) jest Wkl@sla na odcinku [0, 7]. Przydal si¢ moze
sformutowanie nieréwnosci Jensena dla funkcji wklgste;..

Zadanie 2 — Podaj mozliwie prosty dow6d wzoru y )/, = w

Zadanie 3 — Podaj mozliwie prosty dowéd wzoru Y, _, q* - i prawdziwego dla wszystkich ¢ # 1. Co

si¢ dzieje jak ¢ = 1?

Zadanie 4 — Oblicz sumy:
L Y>> q"dlalg <1,
2 Yozt warey
3. Yot wnry

Wskazowka: Znajdz liczby A i B takie, ze n(n ) = PR

2 Szeregi

Zadanie 5 — Pokaz, ze jesli szeregi ) a, i), b, sazbiezne oraz a i b sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi,
to szereg ) . (a - a, + b - by,) jest zbiezny oraz

Z(a an +b-by) —aZan—i—be

n=0

Zadanie 6 — Oblicz sumy Y-, - (55 + 35), X5 S ()"

. . 1
Zadanie 7 — Oblicz sumy »_, -, cEE) B >
Wskazéwka: Znajdz liczby A i B takie, ze

1
n>1 n(n+3) .
AL B
71(n+2) n n+2°
Zadanie 8 — Zbadaj zbiezno$¢ nastepujacych szeregow: > o1 =5, > o1 75 Do ﬁ

Zadanie 9 — Zastosuj kryterium zbieznosci d’ Alamberta do zbadania zbieznosci szeregéw »
n!)?
an 1 5277,))! .

2741 (n))?
n>1 3n41° n>1 9on?

bl



Zadanie 10 — Skorzystaj z kryterium zaggszczenia do zbadania zbieznosci szeregéw

1
L. ZRZQ nln(n)
2.

Zadanie 11 — Wyznacz promienie zbieznosci nastgpujacych szeregéw potggowych:

L 2 ae”
2. Zﬁ
4. En:nT’x"
5. En:n%x"

n

6. > EZB; 2™ (dla ustalonego naturalnego k£ > 0)

Zadanie 12 — Rozwin nastgpujace funkcje w szereg Maclaurina i wyznacz ich promienie zbieznoSci:
1. f (z) = sin(x)
g(x) = COS( )
f(r) =In—
(x) 1+w
Zadanie 13 — Zat6zmy, ze szereg potegowy f(x) = > . a,2z" ma promiefi zbieznosci R. Niech g € R.
1. Jaki jest promien zbieznosci szeregu >~ (g - a,)z"?
2. Jaki jest promieri zbieznosci szeregu >~ (9" - an)z™?

Zadanie 14 — Pokaz, ze

1. sin(a:):xf%TJr%?nL...:Zfo(g”i)ln),x%*l

2. cos(m)zl—g—&—%—i—.. =3 0((2113)?95

3. ln(l—i—x):x—z—;—i—%—f—. =Y (=) Fign dlafz| < 1.
4. lnﬁ:m—i—”é—l—%—{—...:zn:lgx dla|z| < 1.

3 Przestrzen euklidesowa

Zadanie 15 — Pokaz, ze (z,y) L (—y,x).
Zadanie 16 — Niech x € R™ \ {0}. Pokaz, ze HﬁH =1

Zadanie 17 — Skorzystaj z nieréwnosci Cauchy’ego do pokazania, ze dla dowolnych a, b, ¢ € R mamy

|acos(t) + bsin(t)| < v a? + b2

Zadanie 18 — Niech d(z, y) oznacza odlegtosé euklidesowa w przestrzeni R™. Narysuj nastgpujace podzbiory
ptaszczyzny:

1. A—{PGRQ'd( L (1,1)) <1}
2. A={PeR?:L<dP (21) <1}
3.A_{P6R2.d(P( 0) = d(P, (0,1)}

Zadanie 19 — Oblicz granicg ciagu

2 n
an=|—— 13, (1-2) ,¥/ntl
2n+1 n



punktéw przestrzeni R*.

Zadanie 20 — Wyznacz punkty skupienia ciagu

an::(p_nn n ’kg2@"4-n7(1+_c_nn)n>

n+1 n n

* Zadanie 21 — Niech f(t) = (cos(t),sin(t)) oraz a, = f (3_j_; 7). Wyznacz punkty skupienia tego ciagu.
Zadanie 22 — Regula réwnolegloboku: Pokaz, ze

[l +yl1* + llz = yll* = 2(|=|* + ly[]*)

Zadanie 23 — Wyznacz wnetrza, domknigcia, wnetrza domknieé i domknigcia wnetrz nastgpujacych podzbioréw
prostej rzeczywistej:

1. A, =1[0,1]NQ, A, = [0,1] \ Q.

2. Bi=N,B2=17

3. C={-t:neN}

4. D=[0.1]U(23)U([4.5NQ)
5. E=0,F=R.

Zadanie 24 — Wyznacz wnetrza i domknigcia nastepujacych podzbioréw R?:
L. {(z,y) eR?: 1 < 2?4+ y> <4}
2. {(z,y) € Q*: a2 +y% < 1}

Zadanie 25 — Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Kula otwarta o Srodku w punkcie 2 € X i promieniu
r > 0 nazywam zbi6r
K(z,r)={ye X :d(z,y) <r}.

1. Pokaz, ze K(x,) jest zbiorem otwartym.
2. Niecha,b € X, ry,rs > 0. Pokaz, ze jesli d(a,b) > r1 + ra to K(a,r1) N K(b,r2) = 0.

Zadanie 26 — Rozwazamy przestrzen R" z odlegtoscig euklidesowa. Niech x € R™ oraz r > 0.
1. Wyznacz cl(K (z,1)).
2. Niech a € R". Rozwazamy zbiér K(z,7) +a = {y +a : y € K(z,r)}. Pokaz, ze K(z,r) + a =
K(x+a,r).

Zadanie 27 — Pokaz, ze suma i przekréj dwoch podzbioréw otwartych dowolnej przestrzeni metrycznej jest
zbiorem otwartym. Pokaz, ze suma i przekrdj dwéch podzbioréw domknigtych dowolnej przestrzeni metrycznej
jest zbiorem domknigtym.

1. Czy suma dowolnej rodziny podzbioréw domknigtych R jest zbiorem domknigtym?
2. Czy przekrdj dowolnej rodziny podzbioréw domknigtych jest zbiorem domknigtym?

Zadanie 28 — Zat6zmy, ze A, B C R sa zbiorami otwartymi.
1. Pokaz, ze A x B jest podzbiorem otwartym przestrzeni R2.

2. Pokaz, ze jesli A, B C R sa zbiorami domknigtymi, to A x B jest podzbiorem domknigtym przestrzeni
R2,

3. Samodzielnie uogdlnij to zadanie na podzbiory przestrzeni R™ i R™.

Zadanie 29 — Niech (X, d) bedzie dowolna przestrzenia metryczna. Zatézmy, ze A C X jest takim zbiorem, ze
(Va € A)(3r > 0)(K(a,r) N A= {a})

Pokaz, ze A jest zbiorem domknigtym.



Zadanie 30 — Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng. Niech F' : X — R bedzie funkcja ciagla.
1. Pokaz, ze zbiér {z € X : F(z) = 0} jest zbiorem domknigtym.
2. Pokaz, ze zbiér {x € X : F(x) > 0} jest zbiorem domknigtym.
3. Pokaz, ze zbiér {x € X : F(x) > 0} jest zbiorem otwartym.
4. Uogdlnij to zadanie na dowolne przestrzenie metryczne

Zadanie 31 — Pokaz, ze zbiér {(z,2) : 2 € R\ {0}} jest zbiorem domknigtym przestrzeni R?.
Wskazéwka: Skorzystaj z poprzedniego zadania. Przyjrzy si¢ funkcji F'(z,y) = x - y.

Zadanie 32 — Niech F' : R® — R™ bedzie funkcja ciagla. Pokaz, ze {(x, F(z)) : € R"} jest domknigtym
podzbiorem przestrzeni R™ x R™.

Zadanie 33 — Niech (X, d), (Y, p), (Z,7n) beda przestrzeniami metrycznymi. Zatézmy, ze funkcja f : X — Y
jest ciagta w punkcie a € X oraz, ze funkcja g : Y — Z jest ciagta w punkcie f(a). Pokaz, ze funkcja
go f: X — Z jest ciagta w punkcie a.

Zadanie 34 — Zal6zmy, ze zbiér A C R™ jest tukowo spéjny. Niech f : A — R bedzie ciagta. Zatézmy, ze
a,b e Aoraz f(a) <01 f(b) > 0. Pokaz, ze istnieje ¢ € A takie, ze f(c) = 0.

Zadanie 35 — Niech v : [0,1] — R" bedzie (ciagta) krzywa taka, ze ||v(0)|| < 1 oraz ||y(1)|| > 1. Pokaz, ze
gamma przecina sferg jednostkowa.

* Zadanie 36 — Niech f bedzie funkcja ciagta na sferze jednostkowej So C R®. Pokaz, ze istnieje punkt z € S

taki, ze f(x) = f(—=z).
4 Funkcje rzeczywiste wielu zmiennych rzeczywistych

Zadanie 37 — Wpisz w pasku wyszukiwarki Google wzory
1. xA2+yA2,
XA2-yA2,
x*y,
sin(x+y),
sin(x-yA2),
1/(xA2+yA2)
1/(xA2-yA2)
5 + (-sqrt(1-xA2-(y-abs(x))A2))*cos(30*((1-xA2-(y-abs(x))A2))), x is from -1 to 1, y is from -1 to 1.5, z is
from 1 to 6

® N kv

Postaraj si¢ zrozumie¢ te wykresy (poza ostatnim). Uwaga: Musisz mie¢ stosunkowo nowa karte graficzna aby moéc
wygenerowac te wykresy.

Zadanie 38 — Niech

Ty 2 2
fay) = | T 2> 0
0 H(2,y) = (0,0)
Pokaz, ze dla kazdego a € [—1, 1] istnieje taki ciag punktéw P,, = (2., yn) zbiezny do punktu (0,0) taki, ze
hmn f(xna yn) = a.

Zadanie 39 — Niech

.2,
foy) = 7o Y >0
’ 0 : (,) = (0,0)

1. Pokaz, ze dla dowolnego wektora (a, b) # (0,0) mamy lim;_,q f(ta,tb) =0
2. Znajdz taki ciag punktéw P, = (2, ¥, ) zbiezny do punktu (0,0), ze lim,, f(zn,yn) = 1.



Zadanie 40 — Niech

sin(zy) cx 20
flz,y) = { T ’
0 K

1. Pokaz, ze f jest ciagla w punkcie (0, 0)
2. Pokaz, ze f jest ciagta w kazdym punkcie ptaszczyzny

4.1 Roézniczkowanie

Zadanie 41 — Wyznacz pochodne czastkowe nastgpujacych funkcji
L f(z,y) =2*(z +y)°
f(z,y) = sin(2? + )
(z,y) = zy cos(z —y)
(z,y,2) = wy2z3 +zevts
(@:9:2) = s
(x,y,2) =2y +yz + 2z
( z) = y(y — z)” okreslonej na zbiorze otwartym U = {(z,y,2) : y — z > 0}

A Al

f
f
f
f
f

T,Y,z
8. f(%y,z) =ln(ac—|— $2+y2+2:2)
Postuz si¢ wyszukiwarka Google do wyznaczenia wykreséw pierwszych trzech funkcji

Zadanie 42 — Niech r > 0 oraz f(t) = (r cos(t), r sin(¢).
1. Wyznacz jakobian f/(¢) funkcji f w punkcie .
2. Pokaz, ze (f(t), f'(t)) = 0 dlakazdego t € R.
3. Ustalmy ¢ € R. Napisz réwnanie prostej stycznej do krzywej f w punkcie f(t).
4. Podaj wz6r na pochodng (D f)(t) w punkcie ¢.

Zadanie 43 — Wyznacz jakobiany f’(t) nastgpujacych funkcji
1. f(t) = (£2,43 + t, cos(t?))
2. f(t) = (t,t3,t%)

Zadanie 44 — Niech f(t) = (v, - t,—3 - g - t* + v, - t) dla pewnych stalych v,, vy, g > 0.
1. Oblicz f'(t) oraz f"(t).
2. Podaj interpretacja fizyczna tego zadania.
3. Niech (z4,v,) = v(cos(a),sin(a)) (o € (0,7/2)). Znajdz t, > 0 takie, ze f(ta) = (za,0) dla pewnego
o > 0. Wyznacz x,,. Znajdz kat o maksymalizujacy liczbe z,,.

Zadanie 45 — Zatézmy, ze f : R — R” jest funkcja rézniczkowalna, taka, ze (Vt)(||f(¢)|| = 1)
1. Pokaz, ze (Vt € R)(f'(t) L f(1)).
2. Podaj interpretacje fizyczna tego faktu.

Wskaz6wka: Zapisz funkcje f w postaci f(t) = (fi(t), ..., f.(t)) i nastepnie zauwaz, ze (f1(t))? +...+
(fu(t))? = 1 dla kazdego t.

Zadanie 46 — (Numeryczna metoda Verleta) Niech F' : R® — R" bedzie polem wektorowym. Niech X :
R — R” bedzie tukiem takim, ze
92X (t)
—— =F(X(t
) = P(X(1)
dla kazdego t € R.
1. Zastosuj wzér Taylora rzedu 4 do wyznaczania X (¢t + h) oraz X (t — h).

2. Dodaj stronami wyprowadzone wzory do pokazania, ze

X(t+h)=2X(t) — X(t —h) + F(X(t)) - h* + O(h?)



3. Niech F(z,y) = —(z,y)/(22 + y*)?. Pokaz, ze dla kazdego (z,y) # (0,0) mamy

1

4. Uzyj obserwacje z poprzednich punktéw do napisania w dowolnym jezyku programowania symulatora
poruszania si¢ czastki punktowej w polu centralnym F'(z,y) z poprzedniego punktu. Ustaw parametry
poczatkowe X (0) = (1,0), BX(O) = (0,0.5). Wez h = 0.001. Wyznacz przyblizone potozenia punktéw
X(kh)dlak =0,...,3000. Zaplsz wyniki do pliku tekstowego. Wezytaj je do programu Excel (lub jego
odpowiednika) i Wyéwietl przyblizona trajektori¢ ruchu czastki.

Zadanie 47 — Wyznacz gradienty nastgpujacych funkcji
L fla,y) =2 —y?

2. f(z,y,2) = 2y?s°

3. flz,y,2) = wyz

4. f(r,y,2) =1+ 22+ 32y + 22
5. f(@,y,2) = (zy)?

Zadanie 48 — Wyznacz gradienty nastgpujacych funkcji f : R® — R:
L f(z) = {a,2)
2. f(z) =25, anlar)?
3. f(@) = (@ #0)

Zadanie 49 — Wyznacz pochodne kierunkowe nastgpujacych funkcji w zadanych punktach P i kierunkach a:
L. f(z,y,2)=z+y?*+25, P=(1,2,1); a=][111]
2. flz,y,2z) =2ayz, P=(1,-1,1), a=]2,1,2]
3. f(x,y,2) =xcos(yz), P =(0,0,0), a=][1,1,1]

Zadanie 50 — Wyznacz jakobiany nastgpujacych funkcji:
x + 12
L fz,y) = { Y ]

T +y
zy
2. f(z,y) = |sin(z +y)
ey
3. f(z,y,2) = [Sin(iyj yZ)}

Zadanie 51 — Wyznacz pochodne wszystkie czastkowe drugiego stopnia wszystkich funkcji z Zadania 41| oraz
wyznacz ich Hesjany.

Zadanie 52 — Pokaz, ze funkcja f(x) = ||x|| jest r6zniczkowalna na R™ \ {0} oraz znajdz jej pochodna.
Zadanie 53 — Wyznacz macierz Jacobiego funkcji f(r,t) = (r cos(t), rsin(t)) oraz f(r,t, h) = (r cos(t), rsin(t), h).

Zadanie 54 — Zbadaj ekstrema podanych funkcji:
1. f(x,y) = a* — 222 + 4oy + y* — 29°

2. f(x,y)fxy+%+i

3. fla,y) =a2*y* (2w —y+5)

4 flzy) =zy*(-2 —y+4)

5. f(x,y) = cos(xz — y) + sin(x) + cos(y)
6. fz,y) = (z—1)" — 29

Zadanie 55 — Niech f(z,y) = (x -y, z + y) oraz g(x,y) = (e*, 2 - y)
1. Wyznacz zlozenie g o f



2. Oblicz macierze Jacobiego f, g’ oraz (g o f)’

3. Wyznacz ¢'(f(x,y))
4. Oblicz ¢'(f(xz,y)) o f'(z,y).

* Zadanie 56 — Ile jest pochodnych czastkowych m-tego rzedu nieskoniczenie rézniczkowalnej funkcji 3 zmien-
nych? funkcji m zmiennych?

Zadanie 57 — ZnajdZ wymiary otwartego zbiornika prostopadtosciennego o objetosci 4 m® o najmniejsze po-
wierzchni bocznej.

Zadanie 58 — Niech g(x,v,2) = x-y+z, x(t) = sin(t), y(t) = cos(t) i z(t) = t2. Oblicz %f(:c(t), y(t), z(t)).

Zadanie 59 — Niech g(z,y,2,u) = €* -y -z, x(t) = 2, y(t) = 1 + ¢, 2(t) = L, u(t) = In(t). Oblicz
@), y(t), 2(8), y(t)).

Zadanie 60 — Niech u bedzie funkcja dwukrotnie r6zniczkowalna. Niech f(¢,2) = u(v -t — x). Pokaz, ze
funkcja f spetnia réwnanie rézniczkowe

2 292
off=v05f.
Uwaga: To jest jednowymiarowe réwnanie fali.
Zadanie 61 — Niech T'(¢,z) = e=o’t sin(az). Pokaz, ze funkcja f spetnia réwnanie rézniczkowe
2
a1 = &°T
Uwaga: To jest jednowymiarowe réwnanie ciepta.

Zadanie 62 — Niech f(x,y,z) = ——C . Pokaz, ze funkcja f spelnia nastepujace réwnanie rézniczkowe:

V2 ty?+22
2 2 2
O f+0,f +09;f=0
Uwaga: To jest tak zwane réwnanie Laplace’a.

Zadanie 63 — Oblicz f dl dla nastepujacych pdl wektorowych oraz krzywej v : [0, 27] — R2:

Fod
L Fla.y) = (@,y)7() = (t.6).t € [0,1]
— (—2,~y).A(t) = (taa-t+b).t € [0,1]
).
.

2. F(z,y)
3. F(z,y) = (—u=, ~(t) = (rcos(t),rsin(¢)), ¢ € [0, 27]
4. F(z,y) = (y,—x), y(t) = (rcos(t), rsin(t)), t € [0, 27]

Zadanie 64 — Niech v : [a,b] — R", § : [b,c] — R™ beda klasy C* i v(b) = &(b). Definiujemy krzywa
p: a,c] = R™ wzorem

1. Pokaz, ze [ F-dl= [ F-dl+ [;F-d.

Uwaga: Krzywa p nazywamy suma krzywych i 0 i oznaczamy przez y—+¢. Wynik zadania mozna zapisaé nastgpujaco

/Fdl /Fdl+/Fdl

~re

2. Podaj interpretacj¢ fizyczna tego zadania.

Zadanie 65 — Niech v : [a,b] — R". Definiujemy krzywa § : [a,b] — R™ wzorem §(¢) = v((a + b) — t).
Krzywa t¢ oznaczamy przez —.
1. Pokaz,7e [ F-dl=— [F-dl.
- v
2. Pokaz interpretacje fizyczna tego zadania.



Zadanie 66 — Niech F, G : R™ — R” beda polami wektorowymi, a,b € R oraz «y : [u, v] — R™. Pokaz, ze

/7aF+bG-(ﬁ=a/ﬁ-cﬁ+b/é~cﬁ
Yy Yy

Y

Zadanie 67 — Czy pole wektorowe F'(z,y) = (—y, x) jest polem potencjalnym?

Zadanie 68 — Niech f(x,y) bedzie funkcja dwéch zmiennych. Zatézmy, ze —8£ oraz %i sa funkcjami ciagtymi.
Pokaz, ze

d [ b9

dx /a fe,y)dy /a O (& 9)dy

Zadanie 69 — Niech

F(t) = {el/t2 :t>0
0 t<o
Pokaz, ze funkcja f jest klasy C™ oraz, ze dla kazdego k mamy f(*)(0) =0
Niech g(t) = f(1 — t). Naszkicuj wykresy funkcji f, g oraz fg.
Niech u(t) = f(¢)g(1 — t). Pokaz, ze u jest funkcja klasy C*° oraz, ze u(t) > 0 +— ¢ € (0, 1).
Dla n > 0 okre§lamy u,(t) = u(n - ¢). Wyznacz no$nik funkcji u,,, czyli zbiér supp(u,) = {t € R :
up (t) > 0}.
5. Niech uy o(t) = un(t + a). Pokaz, ze dla dowolnego zbioru otwartego A C R oraz dowolnego b € A
istnieja liczby n > 0 oraz a takie, ze b € supp(un,q) C A.

=

. . . . . , . 2 2 .
Zadanie 70 — Wyznacz réwnanie stycznej do hiperboli zadanej réwnaniem 2 — ¥5 = 1 w punkcie (2o, %o)

(lezacym na tej hiperboli).

Zadanie 71 — Wyznacz ekstrema warunkowe funkcji f(z,y) przy warunku g(z, y) = 0 dla nastepujacych funk-
cji

L f(z,y) = 2>+ glo,y) =ay — 1

2. flay) =2 +y3 gz, y) =z +y—2

3. f(zr,y) =z +y, g(x,y) ="V —xy — 1

4. f(z,y) = %", g(x,y) = v +y — 1 (a, b sa ustalonymi liczbami dodatnimi).

Zadanie 72 — Niech P = (0,b). Zastosuj metode mnoznikéw Lagrange’a do wyznaczania punktu na krzywej
zadanej réwnaniem y = 22 lezacego najblizej punktu P.

Zadanie 73 — Zastosuj rownanie Eulera-Lagrange’a do pokazania, ze najkrétszg krzywa taczaca dwa punkty
plaszczyzny jest odcinek.

5 Calki wielokrotne

Zadanie 74 — Oblicz nastgpujace catki podwdjne:
1. f14 dx f; zydy
2. [y dx fob zy(x — y)dy
3. f;:f 5:13(95 + zy)dzdy
4. [[p(2?y + 2xy®)dady, gdzie P = [1,2] x [2,4]
5. [[pasin(zy)dxdy. gdzie P = [0,1] x [r, 2n]
6. fol fol |z — y|dzdy
7. ffAe%dxdy,gdzieA: {(z,y): 0< 2 <1AVz<y<1}



Zadanie 75 — Oblicz catke [ [}, sin(z) cos(y)dxdy, gdzie obszarem catkowania jest tréjkat o wierzchotkach P =
(0,0), @ = (0,7/2)i R = (7/2,0).

Zadanie 76 — Oblicz nastgpujace calki po obszarach ograniczonych wskazanymi krzywymi:
1. [[pay?dady, Dy =2,y =2—a?
2. ffAefd:Cdy,D:m:Qy: Vo,y=1
3. [/ e dedy,D:x =0,2 =In(v2),y =0y =2z

Zadanie 77 — Niech A = {(z,y) e R? : 0 <z <sin(y) A0 <y < 7}.
1. Oblicz powierzchnig¢ zbioru A
2. Oblicz [[, zdxdy
3. Oblicz [, ydxdy
4. Oblicz [, xydzdy

Zadanie 78 — Prostopadtoscian o podstawie P = [0, a] X [0, b] potozonej w ptaszczyznie 0XY zostat Scigty od
géry powierzchnia z = 22 4 2. Oblicz objetosé tak powstalej bryly.

Zadanie 79 — Pokaz, ze [ [V=" f(x)g(y)dzdy = ( % f(:r)dx) : ( fjg(y)dy).
Zadanie 80 — Oblicz [ [ sin(z) sin(y)dzdy.

Zadanie 81 — Oblicz objetos¢ przekroju dwéch walcow Vi = {(x,y, 2) : 22 + 22 < r?} oraz Vo = {(z,y,2) :
y? + 22 < r?l.

Zadanie 82 — Znajdz objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami:
1. y:x2,22x2—|—y2,y=1,z=0
2. Z=ayxt+y=2,x+y=4
3oz=a?+ytay=lay=2y=ir,y=22

Zadanie 83 — Oblicz nastgpujace catki potrdjne:

L. lezo fyzzl fj:z(l + 2 + zy)dedydz
2. [[[p(zyz)dzdydz, gdzie P = [0,a] x [0,b] x [0, ]
3. [f[p(x+y+ z)dzdydz, gdzie P = [0,a] x [0,b] x [0, ]

Zadanie 84 — Wyznacz masg prostopadioscianu P = [0, a] x [0,b] x [0, ¢] wiedzac, ze ggstosé masy w punkcie
(z,y, z) wyraza si¢ wzorem p(x,y,2) =14+ 2+ y + 2.

Zadanie 85 — Niech X, = {(x1,...,2,) ER": 0 < 21,... 2y A1 + ... + 2, < 1}. Wyznacz fz T1-To -
... xpdxidzs . . . dz,. Wskazéwka: Rozwiaz to zadanie dla n=1, n=2 i n=3 i sprébuj na postawie tych wynikow
postawi¢ og6lna hipoteze.



Zadanie 86 — Oblicz wartos¢ Srednig funkcji f(z,y) = sin(z) cos(y) na obszarze [0, 7] x [0, F].

Zadanie 87 — Niech n > 1 bedzie liczba naturalng. Wyznacz catki I,, = ff[O,l]" (1 4+ ...+ xp)dxy - - dxy,.

Zadanie 88 — Wyprowadz za pomoca twierdzenia Fubbiniego wzor na objetos¢ bryty obrotowe;j
V={(2,y,2) a <z <bAy*+ 2% < f(2)?},

ktéy poznaliSmy na pierwszym semestrze.
5.1 Zamiana zmiennych

Zadanie 89 — Niech O (x,y) = (z + by, y).
1. Niecha,h > 0orazT = {(z,y) : 0 <2z <aAN0<y<h-— %x} Naszkicuj obszar T'. Jaka jest jego
powierzchnia?
Wyznacz Jakobian funkcji ®y,.
Pokaz, ze dla dowolnej figury A C R? mamy vol(A) = vol(®[A]).
Wyznacz obraz ®,[T].

A

Jakie jest pole figury ®,[77]?

Zadanie 90 — Niech

oo =[5 “aier )i

(to jest obrot ptaszczyzny wzgledem Srodka uktadu wspétrzednych o kat ¢. Pokaz, ze dla dowolnej figury A mamy
pow(A) = pow(Oy(A)).

Zadanie 91 — Pokaz, ze jesli T jest przesunigciem przestrzeni R™ o wektor ¥, to dla dowolnej n-wymiarowe;j
bryty A mamy A" (A) = A" (T5(A)).

. . . . ’ s . . . s . 2 2 2 . .
Zadanie 92 — Pokaz, ze objetos¢ elipsoidy zadanej réwnaniem % + ¥ + % < 1 wyraza si¢ wzorem %ﬂ'abc.
Wskazéwka: Rozwaz odwzorowanie liniowe R3 w R? zadane wzorem V¥ (x,y, 2) = (ax, by, cz).

Zadanie 93 — Niech T bedzie niezdegenerowanym tréjkatem na plaszczyznie o wierzchotkach A = (aq, az),
B = (by,b2) i C = (c1,¢2). Zatézmy, ze wszystkie wspélrzedne ay, as, by, ba, ¢1, ¢o sa liczbami catkowitymi.
Pokaz, ze pow(T) > % Wskazéwka: Zapisz powierzchnig tréjkata 7' za pomoca pewnego wyznacznika.

Zadanie 94 — Oblicz nastepujace catki po wskazanych obszarach:
L [[isin(a? +y*)dedy, K ={(z,y) eR?:F <z?+y*<n},
2. [[p@2 -z -y)dedy, D={(z,y):0<zA0<yA2?<a?+y? <52,
3. [[x e dady, K = {(z,y) € R2: 22 4+ ¢2 < 1},
4. [[patdedy, R={(z,y) eR*:0<z,ynd<z*+y* <9}

Zadanie 95 — Znajdz powierzchnig obszaru R ograniczonego przez krzywe r = 2+-sin(36) and r = 4—cos(30).

Zadanie 96 — Oblicz nastgpujace catki po wskazanych brytach:

L [[[(10 = 2% —y? — 2*)dzdydz, K ={(z,y,2) e R® 2 +y> + 22 <1}

2. [[[1ydzdydz, V ={(z,y,2) ER3: 2> /a2 +y? Aa® +y*> 422 <1}
Zadanie 97 — Niech V bedzie bryla kt6ra powstata z usunigcia z potowy kuli K = {(z,r,2) : 2% + y? + 22 <
ANz>0 kuli A= {(2,y,2) ER3: 22 + 92 + (2 — 1)2 < 1} (czyli V = K \ A). Oblicz objetosé V.

Wskazéwka: Pokaz najpierw, ze réwnanie r = 2 cos(6) (we wsp6irzednych sferycznych) wyznacza brzeg kuli A:
ze wzoru r = 2 cos(f) wywnioskuj, ze 7% = 2z, czyli, ze 2% + y? + 2% = 22 .

Zadanie 98 — Niech L bedzie ,,stozkiem lodéw™ ograniczonym z dotu przez powierzchnig z = /2(22 + y?)
oraz z géry przez powierzchnie x2 + y? + 22 = 4. Wyznacz objetos¢ bryty L.
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Zadanie 99 — Zastosuj wsp6trzgdne cylindryczne do wyprowadzenia wzoru na objeto$¢ walca o promieniu pod-
stawy 7 1 wysokosci h.

Zadanie 100 — Zastosuj wspotrzedne cylindryczne do wyprowadzenia wzoru na objgto$¢ stozka o promieniu
podstawy r i wysokosci h.

Zadanie 101 — Zalézmy, ze o > 0. Oblicz nastgpujace calki:

1 o0 _i
1. [ e 2eZdx
— 00

g

- ﬁ
¥
3

q
- ﬁ
¥
3

o2

Zadanie 102 — Na wyktadzie pokazaliSmy, ze n-wymiarowa objeto$¢ n-wymiarowej kuli o promieniu R wyraza
si¢ wzorem a,, R", gdzie liczby a,, spetniaja nastgpujaca rekurencyjng zalezno$¢ a, 42 = nQT’_Tzan.
1. Stosujac ten wzér wyznacz objetosci n-wymiarowych kul o promieniu R dla wszystkichn € {1,2,...,20}.
Narysuj wykres ilustrujacy te obliczenia.

2. Dla jakiego k parametr o, jest najwigkszy?

Zadanie 103 — Niech F, G : R — R"™. Niech - oznacza iloczyn skalarny. Pokaz, ze

d d d

ZF@) - G) = (5 F() G(t) + F(t) - (G(1))

Zadanie 104 — Niech F, G : R — R3. Niech x oznacza iloczyn wektorowy. Pokaz, ze

LIR() % O1) = (L F(0) x G0) + (1) x (4

dt dt G#)

6 Formy rézniczkowe

Zadanie 105 — DoprowadzZ do kanonicznej postaci nastgpujace formy:
1. Z?:l Z?:l A”dx, AN d.%'j.

Zadanie 106 — Niech 7;(x1,...,x,) = x;. Wyznacz dm;.
Zadanie 107 — Niech f : R" - Ri~:[0,1] —» R".
1. Oblicz fv fdx.
2. Oblicz f7 df.
Zadanie 108 — Niech ¢(u,v) = (1 + u)[cos(2mv), sin(27v)] dla (u, v) € [0, 1]?. Wyznacz d¢.

Zadanie 109 — Niech ¢(u,v) = (u,v), ¥(u,v) = (u,v + 1) in(u,v) = (u,2v) dla (u,v) € [0,1]%. Niech
p = 1¢ + 1. Pokaz, ze Op = 1.

Zadanie 110 — Niech a,b,c € R3. Pokaz, ze a- (b x ¢) = (a x b) - c.
Zadanie 111 — Pokaz, ze jesli forma w jest stopnia nieparzystego, to w A w = 0.
Zadanie 112 — Znajdz przyktad formy w takiej, ze w A w # 0.

Zadanie 113 — Sprowadz forme
(a(z,y, z)dx ANdy + b(z,y, z)dz N dz) A (c(z,y, z)dz A dy + d(x,y, z)dy A dz)

do postaci kanoniczne;.
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Zadanie 114 — Niechw = ﬁdz +
1. Pokaz, ze w jest forma zupeina.
2. Niech y(u) = (cos(2mu), sin(27u). Oblicz f,y w.

3. Wywnioskuj z tego, ze w nie jest formg dokladng.

4.

dy bedzie forma okre$lona na zbiorze otwartym R? \ {(0,0)}.

=z
z24y?

Z jakim polem wektorowym jest zwigzana forma w.

Zadanie 115 — Ustalmy liczby £ < n. Rozwazmy wszystkie formy postaci dz;; A ...dz;, dla dowolnych
ciagéw (i1, .. .1x) elementéw zbioru {1,...,n}. Ile jest istotnie r6znych form tej postaci?

Zadanie 116 — Niech F(z,y) = (22,0) oraz S = [~1,1]2. Oblicz [, F - dS.
c.d.n.

Powodzenia,
Jacek Cichon
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