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Zadanie 1 Niech n  2. Ile jest waluacji π : {p1, p2, . . . , pn} → {0,1}, takich,
że eval(ψ, π) = 1, gdzie

ψ = (p1 → pn) ∧ (p2 → pn) ∧ . . . ∧ (pn−1 → pn) ?

Rozwiązanie Zauważmy, że jeśli π(pn) = 1, to eval(ψ, π) = 1. Takich wa-
luacji mamy 2n−1. Jeśli zaś π(pn) = 0 i eval(ψ, π) = 1, to π(p1) = π(p2) =
. . . = π(pn−1) = 0. Istnieje więc tylko jedna taka waluacja. Mamy więc łącznie
1 + 2n−1 takich waluacji.

Zadanie 2 Wyznacz moc następującego zbioru

{(A,B) ∈ P (R)× P (R) : |A ∪B| ¬ ℵ0} .

Rozwiązanie Niech Z = {(A,B) ∈ P (R)×P (R) : |A∪B| ¬ ℵ0}. Zauważmy,
że |A∪B| ¬ ℵ0 ←→ ((|A| ¬ ℵ0)∧ (|B| ¬ ℵ0)) , więc Z = Pω(R)×Pω(R), gdzie

Pω(R) = {A ∈ P (R) : |A| ¬ ℵ0} .

Każdy podzbiór jednoelementowy R jest elementem Pω(R). Zatem |Pω(R)|  c.
Każdy niepusty przeliczalny podzbiór R jest obrazem pewnej funkcji z N, zatem

|Pω(R)| ¬ 1 + |RN| = 1 + cℵ0 =
(
2ℵ0
)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 = c .

Zatem |Pω(R)| = c. Mamy więc |Z| = |Pω(R)× Pω(R)| = c · c = c.

Zadanie 3 Na zbiorze

A = {(x, y) ∈ [−1, 1]× [0, 1] : |x| ¬ y}

określamy częściowy porządek wzorem

((x, y) � (x′, y′))←→ ((x ¬ x′) ∧ (y ¬ y′))

Wyznacz moc zbioru wszystkich elementów maksymalnych oraz moc zbioru wszyst-
kich elementów minimalnych w częściowym porządku (A,�).

Rozwiązanie Dla każdego (x, y) ∈ A mamy (x, y) � (1, 1).Ponadto (1, 1) ∈
A. Zatem (1, 1) jest największym elementem A. Jest to więc jedyny element
maksymalny. Zatem moc zbioru elementow maksymalnych wynosi 1.
Zauważmy teraz, że dla dowolnego (x, y) ∈ A mamy (−|x|, |x|) � (x, y).

Każdy punkt minimalny jest więc postaci (x, |x|) dla pewnego x ∈ [−1, 0]. Jeśli
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x ∈ [−1, 0] i (a, b) � (x, |x|), to (a ¬ x)∧(b ¬ |x|). Gdyby a < x, to b ¬ |x| < |a|,
co jest jest sprzeczne z tym, że (a, b) ∈ A. Podobnie, gdyby b < |x| to mielibyśmy
b < |x| ¬ |a|. Zatem (a, b) = (x, |x|). Tak więc zbiór M = {(x, |x|) : x ∈ [−1, 0]}
jest zbiorem wszystkich punktów minimalnych. Tak więc |M | = c.

Zadanie 4 Oblicz | sin−1(Q)|.

Rozwiązanie Niech Aq = sin−1({q}). Wtedy sin−1(Q) =
⋃
q∈QAq . Wystar-

czy więc pokazać, że dla dowolnego q ∈ Q zbiór Aq jest przeliczalny (bo suma
przeliczalnej rodziny zbiorów przeliczalnych jest przeliczalna).
Jeśli q ∈ R \ [−1, 1] to Aq = ∅. Załóżmy więc, że q ∈ [−1, 1] ∩ Q. Obrazem

funkcji sin � [−π/2, π/2] jest odcinek [−1, 1]. Dla q ∈ [−1, 1] ∩ Q niech xq ∈
[−π/2, π/2] będzie takie, że sin(xq) = q. Wtedy

Aq = {xq + 2kπ : k ∈ Z} ∪ {(π − xp) + 2kπ : k ∈ Z} ,

zatem Aq jest przeliczalny.

Zadanie 5 Dla q  2 i dla n ∈ N \ {0} określamy µq(n) = max{k ∈ N : qk|n}.
Na zbiorze N \ {0} określamy relację równoważności ∼ wzorem

(n ∼ m) ≡ (µ2(n) = µ2(m) ∧ (µ3(n) = µ3(m))) .

Niech I = (N \ {0})/ ∼ będzie zbiorem wszystkich klas abstrakcji relacji ∼.

1. Wyznacz |I|.

2. Podaj przykład selektora rodziny I.

3. Wyznacz moc zbioru wszystkich selektorów rodziny I

Rozwiązanie Niech ψ(n) = (v2(n), v3(n). Wtedy ψ : N \ {0} → N× N oraz

(n ∼ m) ≡ (ψ(n) = ψ(m)) .

Niech S = {2n · 3m : (n,m) ∈ N× N}. Jest to selektor I, bo ψ jest różnowarto-
ściowa na S i ψ(S) = N× N. Mamy też |I| = |S| = ℵ0 × ℵ0 = ℵ0.
Każdy selektor I jest podzbiorem N, więc moc zbioru wszystkich selektorów I

jest ograniczona z góry przez |P (N)| = c. Dla dowolnej funkcji f : N×N→ {0, 1}
zbiór Sf = {2n · 3m · 5f(n,m) : (n,m) ∈ N×N} jest również selektorem I, zatem
moc zbioru selektorów jest z dołu ograniczna przez |2N×N| = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 = c.
Zatem moc zbioru wszystkich selektorów rodziny I wynosi c.
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