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1 Wstęp
Zadanie 1 — Rozważamy n wymiarową kostkęKn = [0, 1]n. GenerujemyN losowych punktówX1, . . . , XN
z Kn zgodnie z rozkładem jednostajnym. Niech

f(x) = E [|{i : Xi ∈ [0, x]n}|]

Niech rn i r∗n będą takimi liczbami, że f(rn) = 1 oraz f(r
∗
n) = N/2.

1. Wyznacz liczby rn i r∗n.
2. Oblicz r∗n/rn dla N = 10

4 oraz n = 1, 2, 3, 4.
3. Ustalmy liczbę N . Oblicz granicę limn→∞ r∗n/rn.

Zadanie 2 — Znajdź swoją datę urodzin w liczbach π, e oraz
√
2.

Zadanie 3 — Niech Vn(r) oznacza objętość kuli o promieniu r w przestrzeni Rn.
1. Pokaż, że Vn(r) = 2πn r

2 · Vn−2 dla n ­ 3.
2. Wyprowadź wzór

Vn(r) =
πn/2

Γ(n2 + 1)
rn ,

gdzie Γ(n+ 1) = n! oraz Γ(n+ 12 ) = (n−
1
2 )(n−

3
2 ) · · ·

1
2

√
π

Zadanie 4 — Narysuj wykres przedstawiający objętości Vn(r) kul o promieniu r w przestrzeni Rn dla
r = 0.5, 1, 2 oraz n = 1, . . . 50.

Zadanie 5 — Losujemy zgodnie z jednostajnym rozkładem punkt X z kuli jednostkowej Bn = {x ∈
Rn : ∥x∥2 <= 1}. Jaka jest wariancja zmiennej losowej ∥X∥2 ?

Zadanie 6 — Rozważmy następującą procedurę generowania punktu z kuli B2: (1) generujemy nie-
zależnie dwie liczby losowe x, y z odcinka [0, 1] zgodnie z rozkładem jednostajnym (2) zwracamy punkt
(
√
x cos(2πy),

√
x sin(2πy)).

1. Pokaż, że metoda ta generuje losowy punkt z B2 z rozkładem jednostajnym.
2. Jaki rozkład otrzymamy gdy ”zapomnimy” o pierwiastku?

Zadanie 7 — Oblicz max{d(X,Y ) : X,Y ∈ [0, 1]n}, gdzie d oznacza standardową odległość euklideso-
wą.

Zadanie 8 — Wyznacz objętość n-wymiarowego sześcianu wpisanego w n-wymiarową kulę. Oblicz sto-
sunek tej objętości do objętości kuli.

Zadanie 9 — Ustalmy parametr n ­ 1 oraz k ­ 1. Napisz procedurę, która generuje zbiór X złożony
z k losowych punktów z przestrzeni [0, 1]n zgodnie z rozkładem jednostajnym, następnie wyznacza dwie
liczby dmax(X) = max{d(P,Q) : P,Q ∈ X} oraz dmin(X) = min{d(P,Q) : P,Q ∈ X ∧ P ̸= Q} i zwraca
liczbę dmax/dmin. Przeanalizuj wyniki tego algorytmu dla k = 50 oraz n = 1, 10, 100, 1000, 10000.
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2 Trick medianowy

Zadanie 10 — Pokaż, że jeśli chcesz jednoznacznie wyreprezentować każdą z liczb ze zbioru {0, 1, . . . , n}
za pomocą b bitów to b ­ ⌈log2(n+ 1)⌉.

Zadanie 11 — Pokaż, że jeśli x =
∑s
k=0 ak2

k, gdzie ai ∈ {0, 1} oraz as = 1 to s = ⌊log2(x+ 1)⌋

Zadanie 12 — Niech Cn będzie wartością klasycznego licznika Morris’a po n krotnym wywołaniu funk-
cji onInc().
1. Pokaż, że var

[
2Cn
]
= 12n(n− 1).

2. Skorzystaj z nierówności Jensena dla wartości oczekiwanej zmiennej losowej do pokazania, że
E [Cn] ¬ log2(n+ 1). Wskazówka: Funkcja f(x) = 2x jest wypukła.

Zadanie 13 — Rozważmy następującą modyfikację licznika Morrisa: ustalamy liczbę α > 0 oraz roz-
ważamy tak oprogramowany licznik:
init :: C =0

onInc :: if

(
random() <

(
1
1+α

)C)
then C = C+1

onGet :: return (?????)

Niech Cn oznacza wartość zmiennej C po n wywołaniach metody onInc.
1. Wyznacz E

[
(1 + α)Cn

]
2. Uzupełnij funkcję onGet tak aby otrzymać nieobciążony estymator liczby użyć metody onInc.

Zadanie 14 — Wyznacz nierówność Chernoffa dla Pr[X ­ a] dla zmiennej losowej X o rozkładzie
Poissona z parametrem λ. Znajdź ograniczenie górne Pr[X ­ 2λ].

Zadanie 15 — Niech x1, . . . , xn będzie ciągiem liczb rzeczywistych. Rozważamy dwie funkcje f(x) =∑n
i−1 |xi − x| oraz g(x) =

∑n
i=1(xi − x)2

1. Pokaż, że funkcja g osiąga minimum w średniej arytmetycznej liczb x1, . . . , xn
2. Pokaż, że funkcja h osiąga minimum w medianie ciągu x1, . . . , xn.
Wskazówka: Możesz założyć, że x1 ¬ xx ¬ · · · ¬ xn. Przyjrzy się najpierw pomocniczej funkcji
φ(x) = |x1 − x|+ |xn − x|. ć

Zadanie 16 — (One sided Chebyshev inequalities) Pokaż, że dla dowolnej zmiennej losowej X
o wartości oczekiwanej µ, wariancji σ2 oraz dowolnej liczby a > 0 mamy

Pr(X ­ µ+ a) ¬ σ2

σ2 + a2
, Pr(X ¬ µ− a) ¬ σ2

σ2 + a2
.

Wskazówka: Rozważ zmienną losową Y = (X + t)2 dla t > −(µ+ a).

Zadanie 17 — Pokaż, że |µ−m| ¬ σ, gdzie µ oznacza wartość oczekiwaną,m medianę zaś σ odchylenie
standardowe zmiennej losowej X. Wskazówka: Zastosuj poprzednie zadanie dla a = σ.

c.d.n.
Powodzenia,
Jacek Cichoń
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