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1 Wstep

Zadanie 1 — Rozwazamy n wymiarowa kostke K,, = [0, 1]". Generujemy N losowych punktéw X1,..., Xn
z K,, zgodnie z rozkladem jednostajnym. Niech

f(@) =E[{i: X; €[0,2]"}]

Niech r,, i 7} beda takimi liczbami, ze f(r,) =1 oraz f(r}) = N/2.
1. Wyznacz liczby r,, i 7).
2. Oblicz 7 /r,, dla N = 10* oraz n = 1,2, 3, 4.
3. Ustalmy liczbe N. Oblicz granice lim, o0 7% /7.

Zadanie 2 — ZnajdZ swoja date urodzin w liczbach =, e oraz /2.

Zadanie 3 — Niech V,,(r) oznacza objeto$é kuli o promieniu r w przestrzeni R”.
1. Pokaz, ze V,(r) = 27”7“2 Vo dlan > 3.
2. Wyprowadz wzér

gdzieI'(n+1)=nloraz'(n+3)=(n—3(n—2)- - Lyx

Zadanie 4 — Narysuj wykres przedstawiajacy objetosci V,,(r) kul o promieniu r w przestrzeni R™ dla
r=20.5,1,2orazn=1,...50.

Zadanie 5 — Losujemy zgodnie z jednostajnym rozktadem punkt X z kuli jednostkowej B, = {x €
R™: ||z]l2 <= 1}. Jaka jest wariancja zmiennej losowej || X||2 7

Zadanie 6 — Rozwazmy nastepujaca procedure generowania punktu z kuli Bs: (1) generujemy nie-
zaleznie dwie liczby losowe x,y z odcinka [0, 1] zgodnie z rozkladem jednostajnym (2) zwracamy punkt
(V& cos(2my), /2 sin(27y)).

1. Pokaz, ze metoda ta generuje losowy punkt z Bs z rozkladem jednostajnym.

2. Jaki rozklad otrzymamy gdy ”zapomnimy” o pierwiastku?

Zadanie 7 — Oblicz max{d(X,Y) : X,Y € [0,1]"}, gdzie d oznacza standardowa odlegto$¢ euklideso-
wa.

Zadanie 8 — Wyznacz objeto$¢ n-wymiarowego szescianu wpisanego w n-wymiarowa kule. Oblicz sto-
sunek tej objetosci do objetosci kuli.

Zadanie 9 — Ustalmy parametr n > 1 oraz k > 1. Napisz procedure, ktora generuje zbior X ztozony
z k losowych punktéw z przestrzeni [0, 1] zgodnie z rozkladem jednostajnym, nastepnie wyznacza dwie
liczby dimae(X) = max{d(P,Q) : P,Q € X} oraz dyn(X) = min{d(P,Q) : P,Q € X AP # Q} i zwraca
liczbe dpmaz/dmin. Przeanalizuj wyniki tego algorytmu dla k = 50 oraz n = 1,10, 100, 1000, 10000.



2 Trick medianowy

Zadanie 10 — Pokaz, ze jesli cheesz jednoznacznie wyreprezentowaé kazda z liczb ze zbioru {0, 1, ..., n}
za pomoca b bitéw to b > [logy(n + 1)].

Zadanie 11 — Pokaz, ze jesli z = >, _, ax2", gdzie a; € {0,1} oraz a; =1 to s = [logy(z +1)]

Zadanie 12 — Niech C,, bedzie wartoscia klasycznego licznika Morris’a po n krotnym wywotaniu funk-
cji onInc(Q).

1. Pokaz, ze var [29"] = in(n — 1).

2. Skorzystaj z nieréwnosci Jensena dla wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej do pokazania, ze

E[C,] < logy(n + 1). Wskazéwka: Funkcja f(z) = 2% jest wypukla.

Zadanie 13 — Rozwazmy nastepujaca modyfikacje licznika Morrisa: ustalamy liczbe a > 0 oraz roz-
wazamy tak oprogramowany licznik:

init :: C =0

c
onInc :: if (random() < (1_%&) > then C = C+1

onGet :: return (77777

Niech C), oznacza warto$¢ zmiennej C' po n wywolaniach metody onlnc.
1. Wyznacz E [(1 4 a)%"]

2. Uzupelnij funkcje onGet tak aby otrzymac nieobciazony estymator liczby uzyé metody onlnc.

Zadanie 14 — Wyznacz nieréwno$¢ Chernoffa dla Pr[X > a] dla zmiennej losowej X o rozkladzie
Poissona z parametrem A. ZnajdZ ograniczenie gérne Pr[X > 2.

Zadanie 15 — Niech z1,..., 2, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Rozwazamy dwie funkcje f(z) =
S o — x| oraz g(z) = >0 (x; — z)?
1. Pokaz, ze funkcja g osigga minimum w $redniej arytmetycznej liczb z1,..., 2,
2. Pokaz, ze funkcja h osiaga minimum w medianie ciagu x1,...,Zy.
Wskazéwka: Mozesz zalozyé¢, ze x1 < z, < --- < x,,. Przyjrzy sie najpierw pomocniczej funkcji
o(x) = |xy — x| + |z) — 2] €

Zadanie 16 — (One sided Chebyshev inequalities) Pokaz, ze dla dowolnej zmiennej losowej X
o wartoéci oczekiwanej u, wariancji o2 oraz dowolnej liczby a > 0 mamy
o2 o?
Pr(X > p+a) < Tz Pr(X <p—a)< poal
Wskazéwka: Rozwaz zmienng losowa Y = (X +t)? dla t > —(u + a).
Zadanie 17 — Pokaz, ze |u—m| < o, gdzie p oznacza wartos$é oczekiwana, m mediane za$ o odchylenie

standardowe zmiennej losowej X. Wskazéwka: Zastosuj poprzednie zadanie dla a = o.

c.d.n.
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