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1 Przestrzenie unormowane

Zadanie 1
Zbiér A € R" nazywamy wypuklym jesli
(VP,Q e A)(Vt € [0,1])(tP+ (1 -1)Q € A) .

Dla skoriczonego zbioru # = {Py,..., P,} € R" definiujemy

n n
COHV(?) = {Z a;P;:a; >20A Zai = 1}
i=1 i=1

Zbidr ten nazywamy otoczka wypukla zbioru P.
1. Pokaz, ze P C conv(P).
2. Pokaz, ze conv(%P) jest zbiorem wypuktym.
3. Pokaz, ze conv(%) jest zbiorem domknigtym.
4. Pokaz, ze conv(%P) jest najmniejszym wypuklym zbiorem domknietym ktéry zawiera P.

Zadanie 2

Ustalmy x € R". Pokaz, ze lim,_ |[x]|, = [|x|lc. Wskazowka: Rozwaz najpierw przypadek
n=72.

Zadanie 3

Dwie normy || @ ||.. i || ® ||+ na tej samej przestrzeni wektorowej V nazywamy réwnowaznymi
jesli istniejg takie state ¢, d > 0, ze

(Vx e V) (cllxll« < llxll+ < dllx]]. .
Pokaz, ze relacja réwnowaznosci norm jest relacja rOwnowaznosci.

Zadanie 4

Zatézmy, ze normy || e ||, i || @ ||+ na tej samej przestrzeni wektorowej V sg rownowazne.
Definiujemy d.(x,y) = ||x — y||. oraz dy(x,y) = |[x — y|l+. Niech (x,),>1 bedzie ciggiem
elementéw V oraz niech x € V. Pokaz, ze nastepujace zdania sg rOwnowazne:

1. lim, d.(x,,x) =0
2. lim, dy(x,,x) =0

Przeanalizuj konsekwencje tego faktu.



Zadanie 5
Zatozmy,ze 1 < p < gq.
1. Pokaz, ze [P C [4.
2. Pokaz, ze 19\ I # (. Wskazowka: Skorzysta¢ mozesz z tego, ze ).
() 1

jeslie >0to ), 7 < o0.

n=1 pl+e

oo 1

nel y = ©ooraz, ze

3. Pokaz, ze I” nie jest domknietg podprzestrzenig przestrzeni /9.

4. Pokaz, ze przestrzen [ jest gesta podprzestrzenig 9.

Zadanie 6

Niech M bedzie zupelng podprzestrzenig przestrzeni Banacha V, czyli, ze jesli ciag (x,,) elementéw
M jestciggiem Cauchy’ego to jego granicanalezy do M. Pokaz, ze M jest domknietym podzbiorem
V.

Zadanie 7

Niech M bedzie skoriczenie wymiarowa podprzestrzenig przestrzeni Banacha V. Pokaz, ze M
jest domkniety w V.

Wskazéwka: Niech n = dim(M). Ustal dowolny izomorfizm T : K" — M (gdzie K = R lub
K = C). Korzystajac z tego, ze dowolne dwie normy na K" sa izomorficzne wywnioskuj, ze T’
jest ciagle. Wywnioskuj z tego, ze M jest zupelna.

Zadanie 8

Niech A : R? — R? bedzie zadane wzorem

Al(x.)) = ( L f) [’;]

Wyznacz ||A|| w normach /% oraz poréwnaj te norme z norma Kroneckera.
Zadanie 9
Niech T : R? — R3 bedzie zadane wzorem
T((x1,%2,x3)) = (3x1,=2x2,x3,...)
Wyznacz norme operatorowa ||T']|, dla p = 1,2, co.

Zadanie 10

Niech T : I> — [? bedzie zadane wzorem
T((x1,x2,x3,X4...)) = (X2,X3,X4,...)
Wyznacz ||T||.
Zadanie 11

Niech T : [® — [* bedzie zadane wzorem
T((x1,x2,%3,X4...)) = (X2 — X1,X3 — X2, X4 — X3,...)

Wyznacz normg¢ operatora ||7||. Wskazéwka: Zauwaz, ze [x,4+1 — x| < 2|[x||o.



Zadanie 12
Niech T : C([0,1]) — C([O0,1]) bedzie zadane wzorem

T(f)(x) = /0 Fydr

Wyznacz norme¢ operatora ||7'|| w normie supremum. Wskazéwka: Zauwaz, ze |T(f) (x)| < x| f]|co-

Zadanie 13

Potraktujmy /2 jako przestrzen liniowa (tzn. zapomnijmy o normie i topologii). Niech B bedzie
bazg tej przestrzeni. Jest to zbiér nieskoficzony (bo [? nie jest skoficzenie wymiarowa). Ustalmy
ciag (b,)n>1 parami réznych elementéw bazy B. Mozemy zalozy¢, ze |le,|| = 1 (dlaczego?).
Rozwazmy funkcje f : 8 — R zadang wzorem

n :b=b,
f(b):{o heB\{by:n>1)

Niech F bedzie rozszerzeniem funkcji f do funkcjonatu liniowego na [2. Niech x,, = %bn.
1. Pokaz, ze ||x,|| = % i wywnioskuj z tego, ze lim,, x,, = 0.
2. Pokaz, ze F(x,) = 1 dlakazdegon > 1

3. Wywnioskuj z tego, ze funkcjonat F : [> — R jest nieciagly.

Zadanie 14

Dlaczego kazdy funkcjonat liniowy na przestrzeni unormowanej skoriczenie wymiarowej jest
ciagly?

2 Przestrzenie Hilberta

Zadanie 15
Niech H bedzie przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym (, ) oraz normg ||x|| = +/{(x, x).

1. Pokaz, ze [lx + yII” + [lx = yII* = 2(IIx[I* + [y II*).

2. Zatézmy, ze (x,y) = 0. Pokaz, ze ||x||> + ||v]|* = |lx + y||>.

Zadanie 16
Na przestrzeni C ([0, 1]) funkcji ciggtych na odcinku [0, 1] definiujemy iloczyn

1
(frg) = /0 F)g(0)dr

1. Pokaz, ze spelnia on wszystkie wtasnosci iloczynu skalarnego.
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2. Czy jest to przestrzen Hilberta?

Zadanie 17

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta oraz niech u, v € H. Zalézmy, ze (Vx € H)({x,u) = {(x,v)).
Pokaz, ze wtedy u = v.

Zadanie na laboratorium 1
Rozwazmy przestrzen R” z normg [”. Losujemy dwa punkty X, Y z kuli jednostkowej B(0, 1).
Interesuje nas warto$¢ oczekiwana odlegtosci d,, , = E [||X -Y]| p].
1. Wyznacz eksperymentalnie wartosci d5 ,, dla kilkunastu wartosci p > 1 i postaw hipoteze¢
o postaci tej funkcji.

2. Dla trzech wartosci p = 1, p = 2 oraz p = oo zbadaj eksperymentalnie d, , dlan > 1.

Zadanie na laboratorium 2
Wylosuj z przestrzeni R" kilka punktéw X, ..., X;. Dla kazdego z nich oblicz normy || X;|[, dla
kilkunastu wartosci p > 1.
1. Przyjrzyj si¢ otrzymanym wynikom i postaw jakas$ rozsadng hipoteze.
2. Sprobuj te hipoteze udowodnid.

Zadanie na laboratorium 3

Rozwazamy wektory z przestrzeni R".
1. Napisz funkcje normalizujgcg wektor X € R”.
2. Napisz funkcje obliczajaca (X, ¥y dla wektoréw X,y € R".
3. Oprogramuj procedur¢ implementujaca procedure procedure ortonormalizacji Grama-
Schmidta dla podanego ciggu wektor6w (Xy)i=1...m wektoréw z R".

4. Oprogramuj procedure wyznaczania rzutu ortogonalnego wektorax € R” na podprzestrzeii
M generowang przez uktad wektoréw {f1,..., fi} € R"isprawdz czy py(pu (X)) =
pu (%) oraz, ze (X — py(X), pu (X)) = 0.

c.d.n.
Powodzenia,
Jacek Cichon



