Kombinatoryka Analityczna
Jacek Cichon Rok akademicki: 2026/27
Lista zadan nr 1: Zanurzanie w struktury algebraiczne

Grupa 1. Trygonometria

Zadanie 1. Pokaz, zejesliz € Coraz |z = 1 to z7!

= z. Jak sie nazywat w szkole sredniej ten fakt?
Zadanie 2. Podaj mozliwie krétkie wyprowadzenie wzoru na cos(2a) oraz sin(2a).

Zadanie 3. Oblicz

n-1 n-1

Zcos(ka), Zsin(ka') .

k=0 k=0

Zadanie 4. Zbadaj podstawowe wtasnosci pierécienia R[x]/(x* — 1).

Zadanie 5. Do czego wykorzystywany jest pierécieri R[x]/(x%) w Informatyce ?

Zadanie 6. Zaimplementuj klase reprezentujacg liczbe
a+b-j,

gdzie a, b s liczbami rzeczywistymi za$ j jest takim elemetem, ze j? = 1. Obstuz: dodawanie, odejmowanie, mnozenie,
norme definiowang jako N(a + bj) = a*> — b.

Grupa 2. Wielomiany

IDEA: C"*! — (C[x], +, -)
Zadanie 7. Niech f(x) = X7_, axx*. Niech € = exp (%) Pokaz, ze

2
Zf(etx) = Zakxk .
t=0 3

n
|k

Zadanie 8. Zastosuj poprzednie zadanie do funkcji f(x) = (1 +x)".

Grupa 3. Funkcje tworzace prawdopodobiernstwo

Te zadania stuzg do przypomnienia sobie kilku poje¢ z rachunku prawdopodobieristwa.

Zadanie 9. Niech X bedzie zmienng losowg o rozktadzie jednostajnym w zbiorze {0, 1, . .., n}. Wyznacz funkcje tworzaca ¢x
zmiennej X. Za jej pomoca wyznacz warto$é oczekiwang oraz wariancje zmiennej X.

Zadanie 10. Niech X bedzie zmienng losowg o wartos$ciach w zbiorze {1, 2, ...} o rozktadzie geometrycznymz parametrem
p, czyli Pr[X = n] = pg"~'. Wyznacz funkcje tworzacg ¢x zmiennej X i za jej pomocg wyznacz warto$é oczekiwang oraz
wariancje zmiennej X.



Grupa 4. Transformata Fouriera

Ustalmy N > 1.Dlan =0,..., N — 1 definiujemy wektory

1
B, = —[w™:0<k<N],
VN

z przestrzeni C{O1N=-1} gdzie w = e .
Zadanie 11. Oblicz ||B||.

Zadanie 12. Pokaz, zejesliO<n<m < Nto B, L B,.
Zadanie 13. Niech X € C{*1.-N-1} Oblicz (X, B,,) oraz pokaz, ze X = Y,V ! (X, B,) B,

Zadanie 14. Zaimplementuj transformate Fouriera. Moze to byé to byé procedura dziatajgce w czasie O(n?), gdzie n to
dtugosé ciagu.

Grupa 5. Monady

W tej grupie zadar chodzi o oméwienie metody zanurzania obliczen f : X — Y w obliczenia W(f) : W(X) — W(Y) za
pomocg funkgji f : X — W(Y).

Zadanie 15. Zaimplementuj w C++ strukture WriterInt, przechowujacg liczbe catkowitg oraz dziennik wykonanych operacji.
Zaimplementuj funkcje unit, bind, tell, a nastepnie napisz kalkulator wyrazen arytmetycznych, ktéry oprécz wyniku zwraca
petny slad obliczen.

Przetestuj jg na na obliczeniach typu 5 — (5+2) — (5+2) -3 — ((5+2) -3)%.

Zadanie 16. [Uwaga: lekka zmiana] Oprogramuj sensownie funkcje o sygnaturze

WriteInt 1liftA2(WriterInt x,WriterInt y,f),

ktdra funkcji £: (int,int) -> WriterInt dziatataby tak: jesli na wejsciu podamy (x,r), (y,s) i f to najpierw obliczmy
(z,t) = f(x,y) izwracamy (z, r++s++t), gdzie ++ oznacza konkatenacje taricuchéw. Zastosuj jg do $ledzenia obliczeri
wyznaczania gcd.



Kombinatoryka Analityczna
Jacek Cichon Rok akademicki: 2026/27
Lista zadan nr 2: Pierscien szeregow formalnych

Grupa 6. Podstawowe wtasnosci algebraiczne i metryczne

Zadanie 17. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Sprawdz starannie, ze struktura K[[X]] jest pierscieniem. Pokaz nastepnie,
zejeslia,B € K[[X]]\{0},toa - B # 0, czyli, ze K[[X]] jest dziedzing catkowitosci. Pokaz, ze ciato K oraz pierscien
wielomianéw K [X] sg podpierscieniami pierscienia K [[X]].

Zadanie 18. Niech ¢ oznacza deltg Kroneckera. Zauwaz, ze X = (dk,1)k=0 Pokaz, ze X" = (0 n)k>0-

Zadanie 19. Niech a € K. Pokaz, ze w pierscieniu K[[X]] mamy
- 1
Zaka B =
o 1-aX

Zadanie 20. Wyznacz w pierscieniu C[[X]] odwrotnosci multiplikatywne nastepujacych szeregéw formalnych:
1. 1+X, 1-X%1+X2
2. exp(X) =2, %X"
3. 1-X-X2

Zadanie 21. Sformutuj samodzielnie pojecie izomorfizmu struktur kombinatorycznych oraz pokaz, ze

(A=8B) o (AX) =B(X)).

Zadanie 22. Niech «, 8 € K[[X]] oraz ag # 0. Zatézmy, ze znamy n pierwszych elementéw szeregéw « i 8. Napisz w jakim$
swoim ulubionym jezyku programowania algorytmy ktdre wyznaczajg n pierwszych elementéw szeregéw « + § oraz « - S.



