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Liczbami naturalnymi nazywany tutaj zbiér N' = {1,2,3...}. Zbiér liczb
pierwszych oznaczamy przez P. Dla p € P okreslamy

ap(n) = max{k : p*|n} .

Zauwazmy, ze

n = Hpap(") — Hpap(”)

pln p

Uwaga: stosujemy nastepujaca konwencje: Hp flp) = Hpep f(p) oraz pr(p) =
> ep [(P)-

Nastepujace, tatwe do udowodnienia, wzory czesto sie przydaja w rozwaza-
niach teoretycznych (w praktyce zas mniej, bo wymagaja znajomosci rozkladu
liczb na czynniki pierwsze):

an(n, m) — Hpmin{ap(n)vap(m)}
p

oraz
nww(n, m) = [ [ prextortm-entm}
p

Ze wzoréw tych wynikaja, na przyktad, natychmiast nastepujace wzory:

nwd(a, b, ¢) = nwd(a,nwd(b, ¢)) = nwd(nwd(a, b), c) .

1 Funkcje arytmetyczne

Funkcjami arytmetycznymi nazywamy funkcje o dziedzinie N o wartosciach w
zbiorze liczb zespolonych. Zbior wszystkich funkcji arytmetycznych oznaczmy
tutaj symbolem AF. Na zbiorze tym rozwazamy dzialanie 4+ okre$lone wzorem
(f +9)((n) = f(n) 4+ g(n). Struktura (AF,+) jest oczywidcie grupa abelowa z
elementem neutralnym 0 (funkcja tozsamosciowo réwna zero).

Rozwaza¢ mozemy operacje mnozenia funkcji arytmetycznych okreslona wzo-
rem (f-g)((n) = f(n)-g(n). Jednakze ta operacja nie ma ciekawych wlasnosci.
Zamiast tego zajmowaé bedziemy sie splotem Dirichletta:



Definicja 1 (Splot Dirichletta). Niech f,g € AF. Splotem Dirichletta funkcji
[t g nazywamy funkcje f* g € AF okreslong wzorem

(Fg)m) = fldig (%) -
d|n
Zauwazmy, ze splot f * g mozemy zapisa¢ w rownowazny sposob:
>0 (3) = s (Batw = ¥ sian
d|n d|n did2=n

7 obserwacji tej wynika, ze splot Dirichletta jest przemienny, czyli, ze fxg = gxf.
Bez trudu mozemy pokazaé, ze (f +g)xh = (f xh) + (g * h).

Lemat 1. (f*xg)xh=fx(g*h)

Dowad.
(frg)sm)m) = 3 (frg)dhlds) = 3 3 flk
dods=n dadz=n k-l=d2
S>> fgDh(ds) = > fd)g(da)h(ds) = (f x (g*h))(n) .
k-l=ds dod3=n didsadsz=n
O]
Niech

Dla dowolnej funkcji f € AF mamy
(f*8)(n) =Y f(k (n),
kl=n

wiec d jest neutralnym splotu Dirichletta.

Twierdzenie 1. Struktura (AF, +,x) jest pierscieniem przemiennym, z elemen-
tem neutralnym 6, bez dzielnikow zera. Funkcja f € AF jest odwracalna wtedy i

tylko wtedy, gdy f(1) # 0.

Dowdd. Pokazmy, ze w strukturze AF nie ma dzielnikéw zera. Niech bowiem
f,g9 € AF\{0}. Niech a = min{k € N : f(k) # 0} oraz f = min{k € N : g(k) #
0}. Wtedy

(fxg)ab)= > fk)g)= > f(k fla)g(b) #0,
hi=ab i
wiec fxg # 0.

Zauwazmy teraz, ze jeSli f(1) = 0 to dla dowolnej funkcji g € AF mamy
(f *g)(1) = 0, wiec z pewnoscia f g # ¢, a wiec f nie jest odwracalna.
Zalézmy wiec, ze f(1) # 0. Potézmy g(1) = f(1)~! oraz indukcyjnie, dla n > 1

g(n)=—f()7" Y Fk)g()

kl=n
I<n



Wtedy (f xg)(1) =1 oraz dla n > 1 mamy

(fxg)(n) =Y f(R)g(1) =D F(k)g(l) + f(1)g(n) =0.

kl=n kl=n
I<n
Zatem dla tak okreslonej funkcji ¢ mamy fxg = 4. O

2 Funkcje multiplikatywne

Definicja 2. Funkcje f : N — R nazywamy multiplikatywng jesli f # 0 oraz
(Vn,m € N)(nwd(n,m) =1 — f(nm) = f(n)f(m)) .

Zbior funkcji multiplikatywnych ozanczaé bedziemy symbolem Mult.

Jesli f € Mult to f(1) # 0: rzeczywiscie, gdyby f(0) = 0 to dla dowolnego
n mielibySmy f(n) = f(1-n) = f(1)f(n) = 0. Co wiecej, jesli f € Mult, to
fO) =f1-1) = fA)f(Q), wiee f(1) = 1.
Definicja 3. Funkcje f : N — R nazywamy addytywna jesli f nie jest réwna
funkcji zerowej oraz

(Vn,m € N)(nwd(n,m) =1 — f(nm) = f(n) + f(m))

Zauwazmy, ze

Hpap(n‘m) =n.-m = Hpap(") . Hpo‘z?(m) =
p P p

Hp%(n)pap(M) - Hpap(n)+ap(m)
P P

Zatem, dla dowolnego p € P, funkcja a, jest addytywna.

Istnieje bliski zwiazek miedzy funkcjami multiplikatywnymi i addytywnymi.
Mianowicie, jedli f jest addytywna, to funkcja g(z) = e9(*) jest dodatnia funk-
cja multiplikatywna. Odwrotnie, jesli g jest dodatnia funkcja multilikatywna, to
funkcja f(z) = In(g(z)) jest funkcja addytywna.

Twierdzenie 2. Jesli f jest funkcjg multiplikatywng zas g jest funkcjg addy-
tywng, to

f) =TT ™), gn) =" g™™).

pln



Dowéd. Zauwazmy, ze n = [] p®»(™). Zatem
pln

fn)=f Hpap(n) — Hf(pap(n)) .

pln pln
O
Whiosek 1. Zlézmy, ze f o g sq multiplikatywne. Jesli (Yp € P)(Vk € N)(f(p*) =
g(*) to f =g.

2.1 Przyktady

e Funkcja 1 tozsamosciowo réwna 1 jest multiplikatywna

Funkcja Id(n) = n jest multiplikatywna

Funkcja Idk(n) = n¥ jest multiplikatywna

Funkcja w(n) = Zp‘n 1 (czyli liczba réznych dzielnikéw pierwszych liczby
n) jest addytywna

Funkcja © okreslona wzorem Q(J] p®» (™) = 2pin Op(n) jest addytywna
pln

2.2  Funkcja Eulera
Definicja 4. ¢(n) = |[{k < n:nwd(k,n) = 1}|.
Twierdzenie 3. Funkcja ¢ jest multiplikatywna.

Dowdd. Zalézmy, ze nwd(a,b) = 1. Niech A = {z < a : nwd(z,a) = 1}, B =
{y < b: nwd(y,b) = 1} oraz C = {z < ab : nwd(z,ab) = 1} Oczywiscie
|A] = ¢(a), |B] = ¢(b) oraz |C| = ¢(ab). Niech

flz,y) = (bx +ay) mod ab .

Rozwazmy zbiér
R={f(z,y):x € ANy € B}

(1) Zaczniemy od pokazania, ze R C C. Zaldézmy, ze z € R. Wtedy z =
bx + ay + kab dla pewnej liczby k oraz pewnych z, y takich, ze nwd(z,a) = 1
oraz nwd(y, b) = 1. Pokazemy, ze nwd(z, ab) = 1. Zalézmy, ze p € P oraz p|ab i
plz. Mozemy zalozy¢, ze pla. Lecz bx = z — (ay + ab) wiec plbz. Gdyby p|b, to
nwd(a,b) > 1. Zatem p|z. Lecz wtedy nwd(x,a) > 1, co jest sprzeczne z tym,
ze x € A.

(2) Pokazemy teraz, ze |R| = |A| - |B|. Zalézmy bowiem, ze (z1,y1) € Ax B
(x2,y2) € A X B oraz f(x1,y1) = f(22,y2). Ustalmy liczby ky i ko takie, ze
f(z1,y1) = bry + ayy + kiab oraz f(z2,y2) = bra + ays + kaab. Wtedy

bx1 + ay; + kr1ab = bxs + ays + koab



wiec

b(:vl — !EQ) + a(y1 — y2) = (kg — kl)ab .
Widzimy, ze a|b(x; — z3). Lecz nwd(a,b) = 1, wiec a|(z1 — x2), zatem z1 =
Podobnie pokazujemy, ze y; = yo. Zatem f jest funkcja réznowartosciows.

(3) Pokazemy teraz, ze C' C R. Ustalmy takie liczby calkowite u i v, ze
au + bv = 1. Zalézmy, ze ¢ € C. Wtedy ¢ = bX +aY, gdzie Y = cui X = cv.
Twierdzimy, ze nwd(X,a) = 1. Zalézmy, ze p € P oraz p|X i pla. Wtedy ple.
Wiec plc i plab, wiec nwd(c, ab) > 1, co jest niemozliwe. Podobnie pokazujemy,
ze nwd(Y,0) = 1. Niechz = X mod aorazy =Y mod b. Wtedy z € A,y € B
oraz ¢ = b(z+ka)+a(y+10) = bz +ay+ (k+1)ab dla pewnych liczb catkowitych
kil, wiec c = f(z,y).

Z (1) oraz (3) wynika, ze |C| = |R|. Z (2) wynika, ze |R| = |A x B|. Zatem
¢(ab) = |C| = [A[ - [B| = ¢(a)p(b)- H
2.3 Splot Dirichleta funkcji multiplikatywnych

Twierdzenie 4. Jesli f, g € AF sq multiplikatywne, to f*g jest multiplikatyw-
na.
Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jesli nwd(m, n) = 1 oraz d|mn, to istnieja takie
liczby dy, da, ze di|m, da|n oraz d = dids.

Zauwazmy teraz, ze nwd(m,n) = 1. Wtedy

(fra)n)= > fyg)= Y flkil)g(kels) =

kl=mn kllm kzln
lllm,lzl’ﬂ
kili=m
k}zl2_n
ST fa) ) = Y fE)FW) - Y glha)g(lz) =
ki|m,ka|m kili=m kalo=n
ll|n,l2|n
klllzm
k‘212=n

(f xg)(m) - (f % g)(n).

O
Whiosek 2. Funkcja d(n) = Zd‘n 1 jest multiplikatywna.
Dowdéd. Mamy
(L 1)m) =D (W1F) = 1=d(n)
dn dn
O
Whiosek 3. Funkcja o(n) = Zd‘n d jest multiplikatywna.
Dowéd. Mamy
(Idx1)(n) =Y Id(d)1 ):Zd:a(n)
dn dn
O



Whiosek 4. Funkcja o(n) = Zd‘n dF jest multiplikatywna.

Dowéd wynika z oczywistej réwnoéei o, = Id¥ * 1.

2.4 Funkcja Mobiusa
1 tn=1
pu(n) =40 (3 € P)(p?In)
(~1F tn=pi-p2pr
A oto podstawowa wlasno$é¢ funkeji Mobiusa:

Twierdzenie 5. px1 =94

Dowdd. Obie strony sa multiplikatywne. Wystarczy je sprawdzi¢ dla liczb po-
staci p*.

(1)) = p(d) = p(1)+p(p)+p@®)+. .. p(P*) = p(1)+p(p) = 1-1=0.
d|p*

O

Twierdzenie 6. Jesli f jest multiplikatywna, to
Soudfd) =T[a=re), D_w@?fd) =T[0+fp) -
d|n pld dln pld

Dowdéd. Zauwazmy, ze funkcja h(n) = p(n)f(n) jest multiplikatywna oraz, ze
(h*1)(n) = 3 4, 1(d)f(d), wigc lewa strona pierwszej réwnosci jest multipli-
katywna. Prawa jest réwniez multiplikatywne (to wynika wprost z definicji).
Réwnosé wystarczy wiec sprawdzié¢ dla liczb postaci p* (patrz Wniosek 1):

> u(d) f(d) = p(1) fQ) + plp)fp) =1—p .

d|p*

Druga rownosé dowodzi sie podobnie. O

2.5 Jawny wzor na funkcje Eulera
Twierdzenie 7. ¢(n) =n][],,(1- 1%)

Dowdéd. Obie strony sa multiplikatywne. Sprawdzimy rownosé¢ dla liczb postaci
pF. Zauwazmy, ze
{aeN:a<n:nwd(a,p®) >1}={p,2-p,3-p,....p" 1 -p},

wiec

Whiosek 5. o = px1d



Dowéd. Niech f(n) = % To jest funkcja multiplikatywna. Z 6 mamy

(uxId)(n Z,u Id Zu %—nz,u

dln dn dln
nH(l - = nH (n) .
pln pld

O

‘Whiosek 6. o x1 =1d

Dowdéd. 7 réwnosci ¢ = p* Id otrzymujemy

pxl=pxId*x1=1ux)Id=5xId=1d .

O

Ostatnig réwno$¢ mozemy zapisa¢ w nastepujace postaci
> o) =
d|n

A oto alternatywny, elementarny dowdd tej rownosci:

n:|{§:1<k |U{k nwd(k,d) = 1} = Z|{k nwd(k,d) = 1}| = > ¢(n)

d|n



