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1 Wprowadzenie

Nastepujace zdanie z ksiazki S. Mac Lane’a pt “Categories for the Working
Mathematician” (patrz [1])

All told, a monad in X is just a monoid in the category of endofunc-
tors of X, with product x replaced by composition of endofunctors
and unit set by the identity endofunctor.

wzbudzito duze zainteresowanie oraz, przy okazji, spowodowalo spore za-
mieszanie w $rodowisku programistow uzywajacych funkcyjnych jezykéw pro-
gramowania.

Celem tego artykutu jest dosy¢ dokladne wyjasnienie tego bardzo skonden-
sowanego zdania. Ale zaznaczmy, juz na samym poczatku naszych rozwazarn,
ze zrozumienie tego zdania nie jest konieczne do sprawnego postugiwania sie
monadami w jezykach programowania. Tak samo jak rozumienie podstawowych
poje¢ Teorii Kategorii nie jest niezbedne do tego aby sprawnie postugiwaé sie
typowo funkcjonalnymi jezykami programowania (chociaz ,czysty” programista
bedzie musial przyjmowaé¢ pewne fakty ,na wiare”, czego nie cierpi autor tego
artykutu). Jednak jesli ktos chcialby zrozumie¢ zacytowane wyzej zdanie, to
musi zna¢ podstawowe pojecia Teorii Kategorii. A przy okazji czytania tego
artykutu by¢ moze pozna kilka nowych pojeé.

Wszystkie pojecia omawiane w tym artykule mozna znalezé¢ w ksiazce [1].
Powiedzie¢ mozna, ze autor tego artykulu "wytuskal” je z tej ksigzki, zapisat w
troche bardziej nowoczesnym jezyku (cytowana ksiazka opublikowana zostata w
1978 roku), pouktadal po swojemu i wzbogacit kilkoma przyktadami.

Zakladaé bedziemy, ze czytelnik tego artykultu zna podstawowe pojecia Teo-
rii Kategorii. A dokladniej, zakladamy, ze czytelnik wie co to jest kategoria
oraz czym jest pojecie funktora miedzy kategoriami. Ustalmy kilka oznaczen.
Obiekty kategorii C oznacza¢ bedziemy przez Ob(C), przez C oznaczaé bedziemy
przez Ob(C) za$ morfizmy kategorii C oznacza¢ bedziemy przez Mor(C). Czy-
telnik interesujacy sie programowaniem funkcyjnym powinien znaé kilka innych
kategoryjnych poje¢, takich jak definicja produktu (uogolnienie pojecia iloczynu
kartezjanskiego) oraz co-produktu, gdyz pojecia przydaja sie do zrozumienia
podstawowych metod tworzenia typéw. Bardzo dobrym wprowadzeniem do
Teorii Kategorii dla informatykow jest ksiazka [2].

Nasza glowna kategoria bedzie kategoria Set, ktorej obiektami sg wszystkie
zbiory za$ morfizmami sg funkcje miedzy zbiorami. Zwr6¢émy uwage na pewien
wazny szczegot. Ot6z w kazdej kategorii kazdy morfizm musi mieé jednoznacznie
okreslong dziedzine oraz przeciwdziedzine. Wiec poprawnym modelem morfi-
zméw tej kategorii, wyrazonym w jezyku klasycznej teorii zbioréw, jest klasa
trojek

{(A,B, f): f jest funkcja A f: A— B}.
Czyli zapis f : A — B w kategorii Set oznacza, ze (A, B, f) € Mor(Set). W
kategorii tej ztozeniem morfizméw jest zlozenie funkcji.

Zauwazmy, ze to precyzyjne wskazywanie dziedziny i przeciwdziedziny odroéz-
nia Teorie Kategorii od klasycznej Teorii Mnogosci: w Teorii Mnogosci funkcja
jest relacja; w szczegolnosci funkcja identycznosciowa idy = {(n,n) : n € N}
przeksztatca N w N, lecz rowniez idy : N — R (gdyz w niej powszechnie przyj-
muje sie, ze N C R); w Teorii Kategorii sa to dwa r6zne morfizmy. Z perspek-



tywy programistycznej oznacza to, ze jezykach programowania funkcyjnego nie
ma mechanizméw automatycznej zamiany typow.

Przypomnijmy dwie obserwacje na temat kategorii SET. W kategorii tej ist-
nieja elementy koricowe, czyli takie obiekty X, ze dla kazdego obiektu Y istnieje
dokladnie jeden morfizm f : Y — X (sa to dowolne zbiory jednoelementowe).
W kategorii tej istnieje tez obiekt poczatkowy, czyli taki element X, ze dla
dowolnego obiektu Y istnieje dokladnie jeden morfizm f : X — Y (jest nim
oczywiscie zbior pusty).

Warto tez wiedzieé, ze kategoria Set nie jest doktadnym modelem kategorii
Hask wykorzystywanej w jezyku programowania Haskell. W kategorii Hask
kazdy obiekt zawiera jeden wyrézniony element |, ktoéry interpretowany jest
jako ,niezdefiniowany”. Kategorie Set mozemy traktowa¢ jako przyblizenie ka-
tegorii Hask. Tematem tym nie bedziemy sie zajmowaé sie w tym artykule.
Rozumowania bedziemy prowadzié¢ gtéwnie w kategorii Set.

A oto kilka endofunktoréw kategorii Set:

1. funktor identycznosé: I(X) = X oraz I(f) = f.

2. funktor tworzenia list: L(X) = [X], gdzie [X] oznacza zbior wszystkich
skoniczonych list elementow zbioru X; dzialanie funktora L na morfizmach
f:+ X = Y okreslone jest wzorem L(f)([z1,...,2n]) = [f(z1),..., f(zn)]-

3. funktor Maybe: M(X) = XU{Nothingy }, gdzie Nothing y jest unikalnym
elementem nie nalezacym do X (np. Nothingy = {X}) z dzialaniem
M(f: X —=Y)= fU{(Nothingy, Nothing, )}

4. funktor Reader z ustalonym parametrem A: Ra(X) = X4, Ra(f: X —
Y)(¢)=foo.

5. Dla ustalonego monoidu A = (U, %, e) funktor Writer W4 jest okreslony
wzorami: Wa(X) =X xU, Wa(f: X = Y))(z,u) = (f(x),u).

6. funktor D(X) = X x X z dzialaniem na morfizmach okreslonych wzorem

D(f: X = Y)(x,y) = (f(2), f(y)-

Warto wspomnieé, ze wszystkie powyzsze funktory sa monadami.

W artykule tym bedziemy sie od czasu do czasu postugiwali sie skladnia je-
zyka Haskell. Jednak bedziemy stosowali ja tylko w spos6b bardzo elementarny
tak aby czytelnik nie znajacy tego jezyka moég samemu zapisa¢ odpowiednie
kody w jego ulubionym jezyku programowania ktéry zawiera mechamizmy pro-
gramowania funkcyjnego (np. Python czy tez JavaScript). W jezyku Haskell
F(f) implementowane jest jako fmap f czyli wynik dzialania F'(f) na elemencie
xzf € F(X) zapisujemy jako fmap f xf badz f <$> xf.

2 Naturalne transformacje

Jednym z podstawowych poje¢ Teorii Kategorii jest pojecie naturalnej transfor-
macji pomiedzy funktorami. Poswiecimy wiec jemu nieco czasu i to nie tylko
z powodu przydatnosci tego pojecia dla naszych rozwazan: w zasadzie Teoria
Kategorii nie mialaby sensu bez tego pojecia.



Definicja 1 Niech C, D bedq kategoriami oraz niech F,G : C — G bedqg funk-
torami. Rodzina morfizméw 1 = (1x)xcob(c) kategorii D jest naturalng trans-
formacje miedzy F i G jesli dla kazdych X,Y € Ob(C) oraz kazdego morfizmu
f: X =Y w kategorii C nastepujgcy diagram

F(X) 5 G(X)
Y

F(f)
FY) "% GY)
komutuge.

Przypomnijmy, ze komutowanie powyzszego diagramu oznacza, ze G(f) onx =
ny o F(f).

To ze n jest naturalng transformacja miedzy funktorami F' i G zapisujemy
jako n : F % G, badz bardziej obrazkowo jako

W jezyku Haskell to, ze eta jest transformacjg sprowadza sie do réwnosci
eta . (fmap f) = (fmap f) . eta

dla dowolnej funkcji f.

Przyklad 1 Rozwazamy kategorie Set. Niech D(X) = X x X oraz dla funkcji
f: X =Y ktadziemy D(f)(x) = (f(z), f(z)). Latwo mozna sprawdzié, ze P
jest funktorem. Sprawdzmy najpierw, Ze rodzina morfizméw 1 = (1x)xecOb(Set)>
gdzie nx(z) = (x,x) jest naturalng transformacjq miedzy funktorem identycz-
nosciowym I a funktorem D, czyli, ze n: I > P.

Rzeczywiscie, niech f: X — 'Y bedzie dowolng funkcjg (czyli morfizmem w
Set). Niech z & X. Wtedy (D(f) o nx)() = D(f)(nx () = D(f)((z,)) =
(f(x), f(x)) oraz (ny o D(f))(x) = ny(D(f)(x)) = nv(f(z)) = (f(2), f(z))-
Zatem D(f)onx = (ny o D(f)). Wiec n jest naturalng transformacjq.

Okazuje sie, ze n jest jedyng naturalng transformacje z I do D !!l. Zatézmy
bowiem, zZe p = (px)xecob(Set) 0702, Ze p: I > D. Ustalmy zbior X oraz jakis
jednoelementowy zbior A = {a}. Niech ¢, = {(a,z)}. Wtedy ¢, : A — X, no i
cz(a) = x. Spdjrzmy na diagram

{a} 2% D({a})

l lmcm)

X 5 D(X)

Otrzymalismy go z diagramu z definicji naturalnej transformacji podstawiajgc
za F funktor I oraz za G funktor D (no i wykonalismy uproszczenia I(X) = X
i I(cy) = ¢z ). Zatozylismy, ze p jest naturalng transformacjq, wiec diagram ten
komutuge, zatem D(cy) o pray = px © cz. Nastepnie mamy

(D(ex) © pray)(a) = D(cx)(piay(a)) = D(cz)((a,a)) = (cz(a), cx(a)) = (2, 2)



(px 0 c)(a) = px(ca(a)) = px(x) ,
wiec px(x) = (z,x). Zatem p = 1.

Zwroémy uwage na to, ze dla danego zbioru X rodzina wszystkich funkcji
z X w X x X moze by¢ duzej mocy. Na przyklad, gdy X = N, to rodzina
wszystkich funkcji z X do X x X jest nieprzeliczalna (dokladniej, jest mocy
continuum). Ale naturalnych transformacji z I(X)=X do D(X) = X x X jest
bardzo malo: jest tylko jedna taka transformacja.

Uwaga 1 W jezyku Haskell ta jedna naturalna transformacja z I do D odpo-
wiada funkcji polimorficznej

dup :: a -> (a,a)
dup x = (x,x)

Dla ustalonych funktoréow F' i G przez Nat(F,G) oznaczaé¢ bedziemy klase
wszystkich naturalnych transformacji z funktora F' do G, czyli

Nat(F,G)={p:p: F > G}

W przykladzie 1 pokazalismy, ze Nat(I, D) = {n}. W podobny sposéb mozemy
pokazac, ze Nat(I,I) = {id}, gdzie id = (idx)xcon(set) 2a$ idx za$ jest iden-
tycznoscia obiektu X. Roéwne latwo mozna pokazaé, ze Nat(D,I) = {m,m2},
gdzie 7 ((z,y)) = x zas$ m2((x,y)) = y. Troche trudniejsze, lecz nadal elemen-
tarne, jest wyznaczenie wszystkich naturalnych transformacji z D do D. Mamy
bowiem

Nat(D, D) = {id,flip, p1,p2} ,

gdZie 1d(<.’1},y)) = (1‘7:1/)7 ﬂlp((x,y)) = (y,.’l?), pl((xvy)) = (Jf,.’L‘) oraz pg((l', y)) =
(y,y). Tak oto wygladaja wszystkie naturalne transformacje pomiedzy funkto-
rami [ oraz D:

/”_1\“[ flip
d@ I —1 D
\772/131 P2

Zauwazmy, ze moze sie zdarzy¢, ze Nat(F,G) jest puste. Na przyktad
Nat(L,I) = 0, gdyz jesli p byloby naturalna transformacja z L do I, to jej
sktadowa py bylaby funkcja z L(0) w zbior I(()) = ), a takiej funkcji nie ma,
gdyz L(0) # 0.

2.1 Lemat Yonedy!

W rozdziale tym omowimy pewien bardzo wazny wynik (zwany lematem Yonedy)
ogoblnej Teorii Kategorii na temat transformacji naturalnych dla specyficznych
funktoréow z dowolnej kategorii w kategorie Set.

Ustalmy kategorie C taka, ze dla dowolnych dwoch obiektow A, B € Ob(C)
rodzina wszystkich morfizméw kategorii C z A do B jest zbiorem (kategorie

1Rozdzial ten mozna pominac.



takie nazywamy lokalnie malymi kategoriami. Oczywiscie, kategoria Set jest
taka kategoria. Dla ustalonego obiektu A € Ob(C) definiujemy nastepujace
odwzorowanie

Homy(X) ={p€Mor(C) :¢p: A — X}

oraz rozszerzmy je do funktora ktadgc dla f: X — Y
Homa(f)={fo¢:¢: A— X}

Latwo sprawdzi¢, ze Hom 4 jest funktorem z kategorii C w kategorie Set.
Uwaga 2 W kategorii Set funktor ten nazywany jest Reader.

Twierdzenie 1 (Lemat Yonedy) Zatézmy, ze C jest lokalnie matq kategorig.
Niech A € Ob(C). Niech F : C — Set bedzie funktorem. Wtedy

Nat(Homy, F') = F(A)

Symbol & w powyzszym twierdzeniu oznacza bijekcje. Wkrétce poznamy
doktadny opis tej bijekcji.
Dowéd. (1) Ustalmy element o € F(A). Jesli ¢ : A — X jest morfizmem
kategorii C, to F(¢) : F(A) — F(X) (w kategorii Set), zatem F(¢)(a) € F(X).
Potézmy
nx(¢) = F(9)(@) .
Wtedy n% : Homu(X) — F(X). Niech

nt = (n?()XGOb(C) .

Pokazemy, ze n® jest naturalng transformacja. Niech bowiem f: X — Y bedzie
morfizmem C. Pokaza¢ musimy komutowanie nastepujacego diagramu

Hom4(X) —25 F(X)
HomA<f>i JF(f)
Hom(Y) —2— F(Y)
Wezmy wiec ¢ € Hom4(X). Mamy

(F(fonx)(9) = F(f)(n%(¢)) = F()(F () (@) = (F(f)oF(¢))(e) = F(fop)(e)

oraz

(3 o Homa(f))(¢) = ny (Homa(f)(¢)) = n3(f 0 &) = F(f o ¢)(a) ,

wiec diagram ten komutuje.
(2) Pokazemy teraz, ze dowolna naturalna transformacja n : Hom 4 5 F

jest postaci 7 dla jakiego$ a € F(A). Niech wiec n : Homy ~ F. Ustalmy
X € Ob(C) oraz ¢ € Hom4(X). Rozwazmy nastepujacy diagram

Hom(A) 2 F(X)
Hommﬂ lms)
Homy (X) -2 F(X)



Wiemy, ze diagram ten komutuje. Niech oo = n4(id4). Mamy wiec

(F () o na)lida) = F(¢)(na(ida)) = F(¢)(a)

oraz

(nx o Homa(¢))(ida) = nx (Homa(¢)(ida)) = nx (¢ o ida) = nx(¢) ,

wiec nx(¢) = F(¢)(a) = n%(¢). Zatem nx =n% dla kazdego X € Ob(C), wiec
n=n"

(3) Zauwazmy w koncu, ze jedli o, 8 € F(A) i a # B3, to n® # n®. Aby
to zauwazy¢ popatrzmy na A- te sktadowe tych odwzorowar i wyznaczmy ich
warto$¢ na ids. Mamy n4(ida) = F(ida)(a) = idpa)(a) = a i podobnie

n(ida) = B. 0

Przyklad 2 Pokazemy teraz jok lemat Yonedy moze sie przydaé do wyznacza-
nia naturalnych transformacji miedzy funktorami. Powréémy do funktora D
rozwazanego w przyktadzie 1. Dosyé tatwo sprawdza sie, ze odwzorowania id,
flip, p1 oraz ps sq¢ naturalnymi transformacjami z D do funktora D. Troche
trudniejsze jest ,reczne” sprawdzenie tego, ze to sq¢ to wszystkie naturalne trans-
formacje z D do D. Lemat Yonedy idealnie przydaje sie sie do tego. Zauwazmy
dowiem, zZe dla dowolnego zbioru X istnieje bardzo prosta bijekcja ax miedzy
zbiorami X x X oraz X101};

ax((zo,21)) = {(0,20), (L, z1)} .

Co wiecej, rodzina o = (ax)xeob(set) jest naturalnym izomorfizmem miedzy
funktorami D a Homyg 1y. Z tego wynika, ze zbiory Nat(D, D) i Nat(Homyg 1}, D)
sq izomorficzne. Z lematu Yonedy otrzymujemy

[Nat(Homyo 1y, D)| = [D({0,1})] = [{0, 1} > {0, 1} = 4.

Powyzszy przyklad nie jest jedynym rodzajem zastosowania lematu Yonedy.
Ciekawe rozwazania zaczynaja sie od zastosowania tego lematu do funktora F
postaci Homp. Mamy bowiem

Nat(HomA, HOHlB) = HB(A) s

oraz, ze Hg(A) jest rodzing wszystkich morfizméw z obiektu B w obiekt A.
Tego bardzo ciekawego tematu bedziemy rozwija¢ w tym artykule.

3 Funktor tworzenia list

W rozdziale tym przyjrzymy sie wtasnoécia funktora tworzenia list w kategorii
Set. Funktor ten oznaczyliSmy symbolem L. Liste elementéw z1,...,x, za-
pisywaé¢ bedziemy, tak jak w jezyku Haskell, [z1,...,2,]. W szczegolnosci []
oznaczaé bedzie liste pustg. Mamy wiec

L(X)={[z1,..-,2zn) :nENA®,...,2, € X},
oraz dla f: X — Y mamy
L(f)([x1,,xn]) = [f(x1)7>f($n)]



Funktor L bedzie odgrywal w naszych rozwazaniach role wzorcowej monady.
Wybralismy go za wzgledu na to, ze dla tego funktora wszystkie wtasnosci ktore
bedziemy rozwazaé s latwe do sprawdzenia. A przyjrzymy sie dwom natu-
ralnym transformacja zwiazanych z L: transformacji wlozenia n : I > L oraz
transformacji splaszczania n: Lo L L.

3.1 Wlozenie w funktor tworzenia list

Niech nx : X — [X] bedzie okreslona wzorem nx(z) = [z]| oraz niech n =
(1x) xcob(set)- Pokazemy teraz, ze n : I —» L. Niech bowiem f : X — Y.
Podstawiajac w diagramie z definicji transformacji naturalnej za F' funktor I
oraz za G funktor L otrzymujemy nastepujacy diagram:

X 5 L(X)

fl Je

Yy 2 L(Y)
Diagram ten komutuje, gdyz dla dowolnego z € X mamy (L(f) o nx)(z) =
L(f)(nx (x)) = L(f)([z]) = [f(z)], oraz (ny o f)(x) = ny (f(x)) = [f(z)]-

3.2 Splaszczenie

Oznaczmy przez p funkcje konkatenacji list, a doktadniej, dla kazdego zbioru X
oznaczamy przez x odwzorowanie

px = [[X]] = [X]

okreslone jako
(ix)([L, - L)) = Ly 4o L

gdzie Ly,..., L, € [X] za§ # oznacza konkatenacje dwoch list.
Lemat 1 Niech f: X =Y oraz L1, L2 € [X]|. Wiedy

L(f)(Ly 4+ L2) = L(f)(L1) # L(f)(L2) -

Dowo6d. Niech f : X — Y. Ustalmy listy Ly = [z1,...,2,] oraz Ly =
[Y1,- .., Ym] ze zbioru [X]. Wtedy

L(f)(Ly 4 L2) = L(f)([z1, .- zn] 45 [y1, - yml)
L(f)([xla vy Ty Yty - 7ym])
= [f(xl)v o ~7f(xn)7f(yl)7 s 7f(y7n)]

oraz
L(f)(L1) 4 L(f)(L2) = L(f)([z1, - - 2a]) # L) (Y15 Ym))
= [f(z1), - f@)] # [F(y1)s - f (ym)]
= [f(xl)v 7f(xn)7 f(yl)’ 7f(ym)]
Zatem L(f)(L1 4+ L2) = L(f)(L1) + L(f)(La2). O



Wilasnosé funktora L udowodniona w powyzszym lemacie uogolnia sie (mo-
zemy zastosowaé indukcje matematyczng do udowodnienia tego faktu) na skori-
czony ciag list. Mamy wiec

L(f)(Ly 4 ... 4 L) = L(f)(L1) ... 4 L(f) (L)

Niech p = (1x)xeobj(set). Pokazemy, ze pu : Lo L 2 L. Ustalmy wiec
funkcje f: X — Y. Pokaza¢ musimy komutowanie diagramu

L(L(X)) 25 L(X)

L] |e

L(L(Y)) == L(Y)
Ustalmy element LL = [L,..., L] ze zbioru [[X]]. Wtedy

(L(f) o px)([L1, - L)) = L(f)(L1 4 ... 4 Ly)

oraz

() o LIL(HN([Lr, - - Lnl) = py ((LCF) (L), - -, LOF) (Ln)])
= L(A) (L) 4 - A4 L(f)(Ln) -

Przed chwila pokazaliémy rowos¢ obu otrzymanych wyrazen. Zatem L(f)oux =
py o L(L(f)). Pokazalismy wiec, ze p: Lo L > L.

3.3 Zwiazek wlozenia ze splaszczeniem

Sktadowa nx transformacji n jest odwzorowaniem ze zbioru X w zbior L(X) dla
dowolnego zbioru X. W szczegélnosci 0y, (xy : L(X) — L(L(X)). Ot przyktad
dziatanie funkcji 7z (x):

nL(X)([xa Y, Z]) = Hx’yv Z]]

Zastosujmy teraz do odwzorowania nx : X — L(X) funktor L. Otrzymujemy
odwzorowanie L(nx) : L(X) — L(L(X)). Oto przyklad jego dziatania na liscie
[,y

L(nx)([z,y, 2]) = [nx (x), nx (y), nx (2)] = [[], [y], [2]] -

Zauwazmy, ze otrzymaliSmy dwa rézne wyniki. Mamy wiec dwa rézne odwzo-
rowania 7y,(x), L(nx) : L(X) = L(L(X)). Zauwazmy jednak, ze

HOHL(X)([%%Z]) = :U‘OL("?X)([xvyaZ]) = [os,y,z] )

czyli, ze
X OnL(X) =Hx© L(WX)([%?J»ZD = ZdL(X) .

Zatem, mimo iz L(nx) i nr(x) daja inne wyniki, to po zastosowaniu sptaszczenia
px otrzymujemy ten sam wynik. Otrzymane wyniki mozemy podsumowaé w
ten sposéb: nastepujacy diagram z Rysunku 1 jest przemienny. W diagramie
tym == oznacza réwnos¢.

Za chwile wrocimy do uproszczenia tego diagramu, lecz przedtem oméwimy
dwie metody przeksztalcenia transformacji naturalnych.



Rysunek 1: Wlasnosci splaszczenia list

3.4 Proste modyfikacje transformacji naturalnych

(1) Zatozmy, ze F, G : A — B sa funktorami. Zatézmy, ze p : F = G. Niech K :
B — C bedzie kolejnym funktorem. Sytuacje te mozemy zobrazowaé nastepujaca
ilustracja

F
Y

A ﬂp B-—X.,¢
5

Jest jasne, ze zlozenia K o F oraz K o G sa funktorami z A do C (zlozenie
fuknktorow jest funktorem). Zaloézmy teraz, ze f : X — Y jest morfizmem w
kategorii A. Wtedy G(f) o px = py o F(f). Nakladajac na te rownos¢ z obu
stron (z lewej strony) funktor K otrzymujemy K (G(f) o px) = K(py o F(f)),
czyli KG(f)) o K(px) = K(py) o K(F(f)) czyli

(Ko G)(f) o K(px) = K(py) o (Ko F)(f),

a to oznacza, ze K(p) zdefiniowane wzorem K (p) = (K (1x))zcob(4) jest natu-
ralng transformacja miedzy K o F' a K o G:

(2) Zalozmy teraz, ze F,G : B — C s funktorami. Niech tym razem p: F >
G. Niech K : A — B bedzie jakim§ funktorem. Sytuacje te mozemy zobrazowac
nastepujaca ilustracja

F
N

A58 ﬂp C
~

Niech f : X — Y bedzie morfizmem w kategorii A. Wtedy K(f) : K(X) —
K(Y) w kategorii B. Mamy wiec F(K(f)): F(K(X)) - F(K(Y)) i G(K(f)) :



G(K(X)) - G(K(Y)). Korzystajac z tego, ze p jest naturalna transformacja
miedzy F i G otrzymujemy réwnosé

G(K(f) o pr(x) = pr(v)° F(K(X)) .

A 7z tego wynika, ze jeSli poltozymy pr = (px(x))xeobj(A), tO pK jest natu-
ralng transformacjg miedzy F o K a G o K, co mozna przedstawi¢ za pomoca
nastepujacego diagramu:

Powyzsze rozumowania mozna podsumowaé nastepujaco: jesli p : F = G
oraz K jest funktorem ktéry moge sktadac z lewej strony z F'i G, to K(p) : Ko
F 2 KoG; jesli K moge sktadac z F'i G z prawej strony, to px : FoK = GoK.

W szczegolnym przypadku, jesli F',G i K s3 endofunktorami kategorii A oraz
p:F3G toK(p): KoF 3 KoGoraz pg: FoK 3 GoK.

W trakcie dalszych, w Rozdziale 7?7 rozwazan uogélnimy powyzsze rozwaza-
nia.

3.5 Splaszczenia funktora tworzenia list - c.d.

Korzystajac z obserwacji z poprzedniego rozdzialu mozemy diagram z Rysunku
1 przerysowa¢ do bardziej ogélnej postaci

L2

L L

m

NS

gdzie strzalki oznaczaja tutaj naturalne transformacje. W diagramie tym, w
poréwnaniu z poprzednim usuneliSmy odniesienia do konkretnego zbioru X.
Ponadto zastosowali§my tutaj skrét L2 = Lo L.

3.6 Wlasnosci splaszczenia

Rozwazmy element lllx = [[llxy,llzg, ..., llzy] ze zbioru L(L(LX)). Wiemy,
ze px : L(L(X)) — L(X). Zatem L(pux) : L(L(L(X))) — L(L(X)) oraz
prx) s L(L(L(X))) = L(L(X)). Obliczmy

L(px)(llx) = [px (Uzy),. .., ux (Uzg)]
prox)y(Ulz) = oy .. 4 Uy
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Otrzymalismy dwa rézne wyrazenia (sytuacja ta przypomina poprzednie roz-
wazania o wlasnosciach wlozenia 7). Po kolejnym nalozeniu splaszczenia p na
otrzymane wyrazenia otrzymujemy

uxL(px)(Ulx) = px(zy) ... H px (Uxy)
px pr)(Ullz) = px (g A .. 4 lay)
= px(Ulzy) H ... H px(lzg)

Nasze rozwazanie mozemy podsumowaé nastepujaco: diagram

(X))

HL(x)

L(L(X))

L(L(L
/ \L(uf)
L(L(X))
xx} . %

komutuje. Stosujgc zas wyniki rozdziatu o transformacjach naturalnych fakt ten
mozemy zapisa¢ bardziej ogélnie, unikajac odwotania do konkretnego obiektu
X: diagram

L3
V w‘u)
L? L?
X‘ /
L

w ktorym strzatki oznaczaja naturalne transformacje, komutuje. Tutaj L ozna-
cza potréjne zlozenie funktora L, czyli L® = Lo Lo L.

4 Definicja monady

Pojecie monady zdefiniujemy w jezyku funktoréw oraz naturalnych transfor-
macji. Jest to wygodna metoda, ale istnieja tez inne, réwnowazne metody.
Wspomnimy o nich troche pozniej w tej czesci. Oto ta definicja:

Definicja 2 Endofunktor M : C — C kategorii C nazywamy monadag, jesli ist-

niejg naturalne transformacjen : I ~ M oraz ju : M? > M takie, ze nastepujgce
dwa diagramy, w ktorych strzatki oznaczajg naturalne transformacje, komutujg:

11



MS
V %m

M M? M?
X‘ /

M M

Widzimy, ze pojecie monady jest uogélnieniem operatora tworzenia list L.
Diagramy opisujace wlasnodci transformacji n oraz p sa izomorficzne z diagra-
mami tych transformacji dla list.

Przyklad 3 Istnieje wiele funktoréw w kategorii Set, ktore nie s¢ monadami.
Takim banalnym przyktadem jest funktor okreslony wzorami Z(X) =014 Z(f) =
0 dla wszystkich zbioréw X. Nie jest on monadg z trywialnego powodu: nie
istniejqg morfizmy nx : X — 0 dla niepustych zbioréw X.

Warto jednak zauwwazyé, ze funktor S okreslony wzorami S(X) = {1} i
S(f) = idg1y jest monadg. Jak mozna tatwo sie domysli¢ jest on mato uzy-
teczny z programistycznego punktu widzenia.

Z kolei funktor T' okreslony wzorami T(X) = {0,1} i T(f) = idgo,1y nie jest
monadq. Latwo bowiem mozna zauwazyé, ze jedynymi naturalnymi transforma-
cji z I do T sq odwzorowania state n = consty lub n = const;. A z tego tatwo
wynika, Ze nie istnieje naturalna transformacja pu : T? — T spetniajgca warunek
ponr =idr.

A oto jak okreslone sa operacje wktadania i sptaszczenia dla funktoréw wy-
mienionych w Rozdziale 1:

1. dla funktora identycznosé: It n(z) =z i p(z) =2

2. dla funktora tworzenia list L: n(z) = [z], u([L1,...,Ly]) = L14... 4 L,

3. dla funktora Maybe M: n(z) = z, n(x) = x in(Nothing,, x)) = Nothing x

4. funktor Reader R4 (z ustalonym parametrem A): n(x) = constay i
p(¢)(a) = (¢(a))(a).

5. Dla funktora Writer Wy (z ustalonym monoidem A = (U, x,¢e)): n(z) =
(z,e) i p(((z,a),b)) = (z,axb).

6. dla funktora par D(X): n(z) = (z,z) i p(((x1,1,71,1), (T2,1,22,2))) =
($1,1,$2,2)-

W artykule tym nie bedziemy dowodzili powyzszych faktéw: autor jednak
goraco zacheca czytelnia do spokojnego i starannego udowodnieniaich praw-
dziwosci. To sa zadania ktoére kazdy informatyk pragnacy postugiwaé sie mo-
nadami musi samodzielnie zrobié.

Uwaga 3 Mozna mieé wrazenie, ze funktor I(X) = X jest mato pozyteczny z
programistycznego punktu widzenia. Przydaje sie on jednak nie tylko w rozwa-
Zaniach teoretycznych: wykorzystywany jest, miedzy innymi, to konstruowania
prostych monad za pomocq tzw. transformat monad. A nam on sie przyda do
przyjrzenia sie definicji monoidu w kategorii endofunktoréw.
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W jezykach funkcyjnych monady definiowane sg w inny sposob, przy uzyciu
innych pojeé. Jednym ze nich jest definiowanie monady za pomocg transformacji
7 oraz operatora "bind", oznaczanego w jezyku Haskell przez >>= . ktory dla
elementu mx € M (X) oraz morfizmu f : X — M(Y) oblicza warto§¢ ma >>= f
typu M (Y'). Operator ten zdefiniowany moze by¢ nastepujaco:

(ma >>= f) = p(M(f)(mz))
Za pomocy operatora >>= mozemy zdefiniowa¢ transformacje p, mianowicie
(p mma) = (mma >>=id) .

W zastosowaniach do jezykéw funkcyjnych pojecie monady stosowaé be-
dziemy do kategorii Set. Tym niemniej, pojecie monady badaé¢ mozemy w
innych kategoriach. Rozwazymy teraz jeden prosty przyktad.

4.1 Monady w cze$ciowych porzadkach?

Bardzo proste przyklady kategorii powstaja z czedciowych porzadkéw. Kazdy
czesciowy porzadek X = (X, <) traktowaé¢ mozemy jako kategorie C'(X), ktorej
obiektami sa elementy zbioru X, morfizmami sa pary uporzadkowane (z,y) €
X x X takie, ze x < y, za$ zlozeniem morfizmoéw (x1,y1) 1 (z2,y2) jest okre-
§lone jesli y3 = o i jest rowne (z1,y2). Mamy wiec ob(C(X)) = X oraz
morph(C (X)) =<. Z przechodniosci relacji < wynika, ze zloZenie jest popraw-
nie okreslone. Zwrotno§¢ < implikuje istnienie identycznosci (id, = (z, z)).

Kategoria C(X) ma wiele specyficznych wlasnosci, na przyktad, jesli f,g
T — y to, f = g, czyli pomiedzy dowolnymi dwoma obiektami istnieje co naj-
wyzej jeden morfizm. Kategoria ta ma element koncowy wtedy i tylko wtedy,
gdy w czesciowym porzadku X istnieje element najwiekszy. I tak dalej.

Ustalmy teraz czeSciowy porzadek X.

Zacznijmy od przyjrzenia sie pojeciu endofunktora w kategorii C(X). Jest to
odwzorowanie F', ktére obiektom przyporzadkowuje obiekty (czyli F' | X : X —
X) oraz morfizmom przyporzadkowuje morfizmy (czyli F' [<:<—<), ktére ma,
miedzy innymi, nastepujaca wlasnosé: jesli o : x — y to F(a) : F(z) — F(y).
Lecz morfizmy w rozwazanym przypadku pokrywaja sie z elementami relacji <,
zatem wlasno$¢ ta rownowazna nastepujacej wlasnosci

(Vo,y € X)(z <y — F(x) < Fy)) ,

czyli funkcja f = F | X jest funkcja zachowujaca porzadek <. Mamy tez
implikacja odwrotna, jesli mamy dang funkcje f : X — X zachowujaca po-
rzadek, polozymy F(x) = f(z) dla ¢ € X i dla par (z,y) € X x X ta-
kich, ze # < y polozymy F((z,y)) = (f(x), f(y)), to F jest endofunktorem
C(X). Rzeczywiscie, F(id,) = F((x, )) (F(x), F(z)) = idp(), oraz, je-
ia:xz—>yif:y— 2z toa=(xy),L =1 (y,2), Boa= (zr,2) wie

F(foa) = F((z,2)) = (F(x), F(2)) = (F () F(z))o(F(z), F(y)) = F(B)oF(a).
Zatem endofunktory kategorii C'(X) pokrywaja sie z odwzorowaniami z X do
X zachowujacymi porzadek.

2Rozdzial ten mozna pominaé.
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Zalozmy teraz, ze mamy dwa odwzorowania f,g : X — X zachowujace
porzadek. Niech F' i G beda endomorfizmami C'(X') odpowiadajacymi f i g,
Zalormy, 7e p = (pz)zex jest rodzing morfizmow z C'(X) taka, ze

(Ve € X)(pg : F(z) = G(z)) .

Oznacza to, ze dla kazdego x € X mamy p, = (f(z),g(x)), czyli f(z) < g(z)
dla kazdego x € X. Zauwazmy, ze ta wlasno$¢ wystarczy na to aby p bylo
naturalng transformacjg miedzy F' i G. Rzeczywiscie, jesli o : ¢ — y, to o =
(z,y) 1z <y, wiec F(z) < F(y), G(z) < G(y), F(z) < G(z), Fy) < G(y)
mamy rownos¢ (F(y), G(y))o(F(x), F(y)) = (G(x), G(y))o(F (x), G(x)) (gdyz w
kategorii C'(X) jesli istnieje morfizm miedzy dwoma obiektami, to jest on jedyny.
Mozna wiec powiedzieé, ze w kategorii C(X) pojecie naturalnych transformacji
jest trywialne.

Zalézmy teraz, ze n : I — F. Dla kazdego z € X mamy wtedy = <
F(z). Co wiecej, ta wlasnosé (czyli (Vo € X)(x < F(z)) wystarcza na to
n = ((x, F(x)))zex bylo naturalng transformacja.

Zalozmy nastepnie, ze p : F?2 5 F. Wtedy, dla kazdego € X mamy
F?(x) < F(z). Podobnie jak przed chwilg, wlasnosé ta wystarcza na to aby
rodzina morfizméw p = ((F?(z), F(z)))zex bylo naturalng transformacja.

Zauwazmy ostatnig rzecz potrzebna do otrzymania prostej charakteryzacji
monad w kategorii C(X). Mianowicie, z nieréwnosci x < F(x) i z tego, ze
F jest funktorem wynika, ze F(x) < F?(x), co w polaczeniu z nieréwnoscia
F?(x) < F(z) daje nam rowno$é¢ F?(z) = F(x).

OtrzymaliSmy wiec nastepujaca, bardzo prosty, charakteryzacje monad w
kategorii C'(X):

Whniosek 1 Funktor F : C(X) — C(X) jest monadg witedy i tylko wtedy, gdy
istnieje odwzorowanie f : (X, <) — (X, <) takie, ze

o (Vo,y e X)(z <y — f(x) < fy))
o (Vo e X)(z < f(z))
o (Vo€ X)(f*(z) = f(z))
oraz F(x) = f(z) i F((z,y)) = (f(z), f(y)) dla takich z,y € X x X, ze x < y.
A oto konkretny przyktad: niech X = (P(N),C) oraz niech s(X) oznacza
zbior wszystkich skoniczonych sum elementéw X, czyli

X):{in:nEN/\:El,...,anX}.

Odwzorowanie s : P(N) — P(N) spelnia zalozenia powyzszego lematu, wiec
funktor zbudowany z odwzorowania s jest monadg.

5 Monoid w kategorii Set

Monoidem nazywamy strukture algebraiczna (M, *, e) w ktorej * jest binarnym
dziataniem lacznym za$ e jest elementem obustronnie neutralnym , czyli (Va €
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QM ,M,M

(M x M)x M M x (M x M)

. —1 .
Hildy YN MM let

M x M M x M
M

Rysunek 2: Lacznosé mnozenia w monoidzie

M)(z*e =e*x =x). Naszym celem jest zapisanie tej definicji w jezyku Teorii
Kategorii pracujac w kategorii Set.

Zacznijmy od wprowadzenia pojecie iloczynu kartezjanskiego dwoch odwzo-
rowan: jesli f: A — Boraz g: C — G, to przez f X g oznaczamy odwzorowanie
ze zbioru A x C'w zbiér B x D okre$lone wzorem

(f x g)(a,b) = (f(a), g(b))

(wkrotce uogélnimy to pojecie). Niech réwniez as pc @ (A X B) x C — A X
(B x C) bedzie bijekcja okreslona wzorem

aA,B,C(((av b)a C)) = (CL, (bv C)) :

Z wyrazeniem wlasnodci dzialania x nie ma wiekszych klopotéw: jest to
odwzorowanie (czyli morfizm kategorii Set) ze zbioru M x M w zbior M. Za-
stosujemy notacje prefiksowa: p(z,y) = z+y. Lacznosé dziatanie x w tej notacji
zapisuje sie nastepujaco:

p(u(z,y), 2) = p(w, uy, 2)) -

W jezyku Teorii Kategorii tacznos$¢ p mozemy wyrazi¢ za pomoca komutowa-
nia diagramu z Rysunku 2, gdzie idy; oznacza identyczno$¢ obiektu M (czyli,
identycznosé na zbiorze M).

Problemem z ktérym musimy sobie poradzi¢ to odwolywanie sie w definicji
monoidu do wyréznionego elementu e ze zbioru M. Kategoria Set ma jednak
obiekty koricowe: sa nimi dowolne zbiory jednoelementowe. Ustalmy wiec jakie§
e oraz niech I = {e}. Element e zinterpretujmy jako funkcje n: I — M.

Zauwazmy, ze idyy X1 : M X I — M x M oraz X idp; : I X M — M x M.
oraz, ze (po (idy x n))((x,0)) =z i (no (n xidy))((e,z)) = z dla kazdego
re M.

Wprowadzmy jeszcze dwie bijekcje Ay @ I X M — M oraz py : M X
I — M zadane wzorami Ay ((e,2)) = x oraz pp((z,e)) = z. Teraz, to, ze
e jest elementem neutralnym monoidu M mozemy wyrazi¢ jako komutowanie
nastepujacego diagramu:

A oto definicja monoidu w kategorii Set:

Definicja 3 Obiekt M nazywamy monoidem w kategorii Set, jesli istniejg mor-
fizmyn: I — M oraz p: M x M — M takie, Ze diagramy z Rysunku 2 oraz
Rysunku 3 komutujg, gdzie I oznacza element koricowy kategorii Set.

Definicjg te wkrotce uogdlnimy, ale przedtem musimy uogoélni¢ pojecie ilo-
czynu kartezjanskego.
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Rysunek 3: Definicja elementu neutralnego w monoidzie

6 Produkt kategorii

Istnieje wiele metod tworzenia nowych kategorii z danych kategorii. Dobrze
znang i bardzo pozyteczna metoda jest konstrukcja kategorii dualnej: majac
kategorie C tworzymy kategorie C°P, ktorej obiektami sa obiekty kategorii C, za$
f: X — Y jest morfizmem w C°? wtedy i tylko wtedy, gdy f : Y — X jest
morfizmem kategorii C. Zlozenie x morfizméw w C°P jest zdefiniowane wzorem
fxg=go f, gdzie o jest zlozeniem w kategorii C.

Omoéwimy teraz tworzenie produktu dwoch kategorii. Niech C i D beda
dwoma kategoriami. Obiektam kategorii produktowej C x D sg wszystkie pary
uporzadkowane (X,Y") takie, ze X jest obiektem C za$ Y jest obiektem kategorii
D. Morfizmami w C x D sg pary (f,g) takie, ze f : X1 — X5 jest morfizmem w
C oraz ze g : Y1 — Yo jest morfizmem w D. Zlozenia w tej kategorii okreslamy
w nastepujacy sposob: jesli (f,g) : (X1,Y1) — (Xa,Ys) oraz (k1) : (X2,Y2) —
(X3,Y3) sa morfizmami w C x D, to ich zlozenie okreslamy wzorem

(kvl)o(fvg):(kofvlog) .

Zauwazmy, ze jesli C i D sa kategoriami oraz jesli ® : C x C — D jest
funktorem, to dla dowolnych obiektéw X1, X5, Y7, Y5 kategorii C oraz morfizméow
f: X1 — Y, oraz g : Xo — Y5 mamy

((f,9)) : ©((X1,X2)) = @((Y1,Y2)) .

W dalszych rozwazaniach bedziemy stosowali infiksowa notacja na takie funk-
tory: X ®Y = ®((X,Y)) oraz f @ g = ®((f,g). Korzystajac z tych oznaczen
powyzsza obserwacje mozmy zapisaé¢ nastepujaco:

f®gX1®X2—)Y1®}/2

7 Kategorie monoidalne

Jednym z funktorow z kategorii Set x Set w kategorie Set jest funktor okreslony
wzorami AQ B=AxBi(f®g)((a,b)) =(f(a),g(b)). Poprzednio ten iloczyn
f ® g oznaczaliSmy przez f X g. Pewnym problemem pojawiajacym sie przy
pracy z iloczynem kartezjanskim zbioréw jest to, ze nie jest on laczny: poza
nielicznymi przypadkami mamy (A x B) x C' # A x (B x (). Jednakze dzialanie
to ,prawie ze’ jest laczne. Otoz, w kategorii set mamy rodzine morfizméw
o = (aA,B,C)A,B,CeOb(Set) takich, ze as B¢ : (AxB)xC — Ax (BxC(C)
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(A® B)® C ~229% A x (B x ()
(f®g)®hl lf@(g@m)
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Rysunek 4: Y.aczno$¢ mnozenia w monoidzie

okreslonych wzorami

aA,B,C(((aa b)ﬂ C)) = (a7 (ba C)) :

Rodzina odwzorowan « jest naturalng transformacja ze wzgledu na wszystkie
swoje trzy wspoOtrzedne. Dokladniej, jesli f: A - A', g: B—- B ih:C — '
to diagram z Rysunku 4 komutuje, czyli, ze

(fe(g®h)ocaapc=aap.co((fRg)@h).

Co wiecej, kazdy morfizm a4 g c jest izomorfizmem.

Dosy¢ podobnie w kategorii Set przedstawia sie sprawa mnozenia przez
elementy koiicowe. Ot6z, co prawda, poza trywialnym przypadkami, mamy
{x} x X # X oraz X x {*} # X, lecz istnieja naturalne transformacje Ax :
{x} x X —- X ipx:X x{x} - X. Zadane s3 one wzorami \((x,z)) = x oraz
p((x, %)) = x. Podobnie jak poprzednio sa one izomorfizmami.

Mamy teraz wszystkie pojacia potrzebne do zdefiniowania pojecia kategorii
monoidalnej.

Definicja 4 Kategorig monoidalng nazywamy széstke (C,®,1,a, A, p) o naste-
pujgcych wtasnosciach:

1. C jest kategorig

2. @ jest funktorem zC xC wC

3. I jest wyrdznionym elementem C (zwanym identycznoscig)

4. a = (aa,B,c)A,B,ccob(c) jest naturalnym izomorfizmem takim, Ze

aapc:(A®B)@C - A®(B®(0)

5. A= (Ax)xeon(c) jest naturalnym izomorfizmem takim, ze

Ain®X—)X

6. p= (px)xeob(c) jest naturalnym izomorfizmem takim, Ze

pxiX®I—>X

7. nastepujgce dwa diagramy komutujg
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(A B)C)®D —— (A®B)® (C®D) —— A®(B® (C® D))
l@@id id®aT
(A®(B®C))®D < A® ((B®C)® D)
(A C —— A®(I®C)

J{p@id lid@)\

(AR C) =—— A2 C

Wsréd oséb po raz pierwszy widzacych definicje kategorii moniodalnej lekki
niepok6j moze budzi¢ ostatni punkt definicji: owo komutowania dwéch diagra-
moéw. Zauwazmy jednak, ze w kategorii Set z iloczynem kartezjariskim komu-
towanie to jest trywialne. Po drugie, w kategorii endomorfizmoéw, ktora sie
wkrotce zajmiemy, bedziemy mieli rownosé: (F® G) ® H = F ® (G ® H),
I®F=F®I=F, wiec w tej kategorii wszystkie trzy naturalne izomorfizmy
«, A1 p sa identycznodciami, wiec owo komutowanie jest rowniez trywialne.

Prototypem kategorii monoidalnych jest kategoria skoriczenie wymiarowych
przestrzeni wektorowych nad ustalonym cialem K z iloczynem tensorowym
przestrzeni wektorowych. Kategoria jest wazna dla wszystkich os6b interesu-
jacych sie podstawami logicznymi obliczen kwantowych, lecz dla naszych celow,
czyli dla zrozumienia pojecia monady w terminach kategoryjnych nie jest po-
trzebna znajomo$¢ pojecia iloczynu tensorowego przestrzeni wektorowych.

Zakoriczymy rozwazania dwoma przykladami, a nastepnym rozdziale omo-
wimy kolejny przyktad.

Przyklad 4 (Kategoria Set) Kategoria Set staje sie kategorig monoidalng
jesli za produkt @ przyjmiemy iloczyn kartezjanski zbiorow. Wiszystkie potrzebne
naturalne odwzorowania zdefiniowalismy na poczqrku tego rozdziatu.

Przyklad 5 (Kategoria P(Q2)) Ustalmy zbior Q). Potraktujemy czesciowy po-
rzqdek (P(Q2),C) jako kategorie. Dla A,B € P(Q)okreslmy A® B = AN B.
Niech aaB,c = idanBnc, Aa = pa = ida. Latwo sprawdzié, Ze struktura
(P(Q),®,Q, )\, p) jest kategorig monoidalng.

7.1 Monoid w kategorii monoidalnej

Narzedzia kategorii monoidalnych pozwala na zdefiniowanie pojecia monoidu w
takich kategoriach. Jest to proste uogolnianie pojecia monoidu z kategorii Set.
Ustalmy bowiem taka kategorie (C,®,I,a, A, p). Obiekt M € Ob(C) nazywaé
bedzimy monoidem jesli istniejg morfizmy n : I — M oraz p: M @ M — M
takie, ze nastepujace dwa diagramy



komutuja. Zauwazmy, ze sa to kopie diagraméw z Rysunkéw 3 oraz 2: sym-
bol iloczynu kartezjanskiego x zastapiliSmy symbolem ®; pozbyliémy sie tez
indekséw dolnych w morfizmach a, A i p, gdyz wynikaja one jasno z kontekstu.

Zauwazmy, ze jesli definicja te zastosujemy do kategorii Set z iloczynem
X®Y =X xY to otrzymamy standardowa, omdwiong juz definicje.

8 Skladanie naturalnych transformacji

Ustalmy dwie kategorie C i D. Symbolem [C, D] oznaczamy klase wszystkich
funktoréow z kategorii C w kategorie D. Klase te traktowac¢ bedziemy jako ka-
tegorie, w ktorej morfizmami sg naturalne odwzorowania miedzy funktorami.
Konstrukcja ta jest poprawna, gdyz jesli F,G, H sa elementami [C, D] oraz
p:F3Gvy:G>H, toop: F> H (sprawdzenie tego tatwego faktu po-
zostawimy czytelnikowi). Opisane wlasnie zlozenie transformacji naturalnych
nazywamy zlozeniem wertykalnym i zilustrowa¢ to mozemy nastepujacym
diagramem:

Potrzebne nam bedzie jeszcze jedna metoda skladania odwzorowan natural-
nych. Rozwazmy trzy kategorie C, D, &, funktory ;.G : F - G, K, L : D — &
oraz naturalne transformacje p : F = G oraz ¢ : K > L (ilustruje to diagram
z lewej strony ponizszego rysunku).

F K KoF
SN TN S N
c ﬂp D ﬂw £ — c ﬂd@pf)
N N,
G L LoG

Ztozenia K o F oraz Lo G sa funktorami z kategorii C do kategorii £. Pokazemy
jak z naturalnych transformacji ¢ i p mozna zbudowaé¢ naturalng transformacje
7z Ko F do LoG. Ustalmy w tym celu X € Ob(C) i zaobserwujmy, ze

1. px : F(X) — G(X) jest morfizmem z C;

2. wiec K(px) : K(F(X)) — K(G(X)) jest morfizmem w kategorii D;

3. dla dowolnego Y € Ob(D) mamy vy : K(Y) — L(Y);

4. podstawiajac w (3) za Y obiekt G(X) mamy ¢ (x) : K(G(X)) = L(G(X));
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5. zatem Y x) o K(px) : K(F'(X)) = L(G(X)).
Potézmy
(W ®@p)x =bax)o K(px) ,

oraz 1 @ p = (( ® p)x)xeob(c)- Pokazemy teraz, ze tak zdefiniowana rodzina
odwzorowan ¥ ® p jest naturalng transformacjg. Ustalmy w tym celu dowolny
morfizm f : X — Y z kategorii C. Z tego, ze p jest naturalng transformacja
wynika, ze nastepujacy diagram

komutuje. Po natozeniu na ten diagram funktora K otrzymujemy komutowanie
nastepujacego diagramu
K(P(X)) “) K(G(X)
K(F(f) |x@
K(F(Y)) “2 K(G(Y)
Zauwazmy teraz, ze G(f) : G(X) — G(Y) w kategorii D. Korzystajac z natu-
ralnosci ¢ otrzymujemy komutowanie nastepujacego diagramu:

K(G(X)) 2% LG (x))

k(G| |re@a
K(GY) “ LGY))
Polaczmy oba otrzymane diagramy (uzyte kolory moga troche poméc w zorien-
towaniu sie jak to polaczenie wyglada):
K(F(X) S K(6(x) 22 LG(x)
K(F () K(G() |z
K(F(Y)) =5 K(GY)) 2 LG(Y)

Wewnetrzne kwadraty w tym diagramie komutuja, zatem i caly diagram komu-
tuje, zatem

(LeoG)(f)o (@ @p)x = (¥ @p)yo(KoF)(f),

wiecp @ p: Ko F 3 LoG.

Omoéwiona powyzej metoda sktadania naturalnych transformacji nazywa sie
zlozeniem horyzontalnym. Oznaczyliémy ja symbolem ®, gdyz to sie nam
przyda w dalszych rozwazaniach. W literaturze sie stosuje réwniez inne ozna-
czenia (np. (p; ¢)). Przeliczmy teraz kilka przykladow.

Przyklad 6 Zaléimy, ze F : C — C jest funktorem, oraz, zen: I < F, gdzie
I jest funktorem identycznosciowym z C do C. Rozwazmy nastepujgcy diagram
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Wtedy (id ® n)x = idp(x) o F(nx) = F(nx) zatem
id®@n=F(n), (1)
no i, poniewaz F'ol = F mamy id® 1 : F > F? gdzie F2 = Fo F.

Przyklad 7 Zalozimy, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, ze F' : C — C
jest funktorem, oraz, zen: I > F, gdzie I jest funktorem identycznosciowym z
C do C. Rozwazmy nastepujgcy diagram

F 1
TR Y

F F

Wtedy (n ® id)x = np(x) o F(idx) = np(x) zatem
no i ponownie mamy n ® id : F = F2,

Przyklad 8 Zalézmy, ze F : C — C jest funktorem, oraz, ze p : F2 > F.
Rozwazmy nastepujgcy diagram

F? F

Wtedy (Zd & M)X = ZdF(X) o F(/,Lx) = F(,U/X) zatem
id@p=F(u), (3)
no i, oczywiscie, mamy id @ p : F? > F2,

Przyklad 9 Zatozimy, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, ze ' : C — C
jest funktorem, oraz, ze p: F? > F. Rozwazmy nastepujgcy diagram

F F?
SN T N

F F

Wtedy (mu ®id)x = pp(x) o F(idx) = pp(x) zatem
pRid= g, (4)

no i, oczywiscie, mamy id @ p : 3 > F2.
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9 Kategorie endofunktoréw

W rozdziale tym bedziemy zajmowali si¢ kategoria Endo(C) = [C,C], czyli ka-
tegorii wszystkich endofunktoréw kategorii C. Przypomnijmy, ze obiektami
Endo(C) sa wszystkie funktory z C w C, czyli endofunktory kategorii C. Za-
uwazmy, ze funktor identycznosciowy I kategorii C jest endomorfizmem.

Zauwazmy nastepnie, ze Endo(C) jest kategoria monoidalng, z produktem
® : Endo(C) x Endo(C) — Endo(C) okreslonym dla pary endofunktorow (F,G)
wzorem

FRG=FoG

oraz iloczynem p ® 1 naturalnych transformacji okreslonym jako ich ztozenie
horyzontalne. Elementem neutralny jest endomorfizm identycznosciowy 1.

Zauwazmy, ze Fo(GoH) = (FoG)oH, wiec F®(GRH) = (FRG)®H, a wiec
w kategorii Endo(C) mamy ar ¢ n = idpo(Gor). Podobnie I@ F=1o0F =F
oraz F® 1 = Fol = F, wiec w tej kategorii mamy Ap = idp i pp = idp
(takie kategorie monoidalne w ktorych izomorfizmy a, A i p sa identycznosciami
nazywamy Scislymi kategoriami monoidalnymi).

W Rordziale 7.1 zdefiniowaliSmy pojecie monoidu w kategorii monoidalne;j.
Przepiszemy teraz to pojecie korzystajac z tego co wiemy o wlasnosci kategorii
monoidalnej Endo(C). Zatem, obiekt M € Endo(C) jest monoidem jesli istnieja
morfizmy (czyli w naszym przypadku naturalne transformacje) 7 : I > M oraz
pw:M® M S M takie, ze nastepujace dwa diagramy

MM
HW '/Xd@v
IoM I MeI
M
MM)e M M@ (Mo M)
MM M@ M

komutuja. Strzatki odpowiadajace morfizmom a, A i p zastapiliSmy réwnosciami
(bo Endo(C) jest Scista kategoria monoidalna). Korzystajac z oznaczen M ®
(M@M) = M3 MM = M?, ztego I[9M = IoM = M oraz M1 = Mol =
M i splaszczajac gorny wiersz w drugim diagramie otrzymujemy nastepujace
dwa diagramy:

RSy
NI T A
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Skorzystajmy teraz z rownosci (1), (2), (3) i (4) otrzymujemy dwa diagramy
definujagce monade z Definicji 2. Osiagneliémy wiec nasz cel. Monada to
monoid w kategorii endofunktoréw, w ktérej morfizmami sg transfor-
macje naturalne, traktowanej jako kategoria momnoidalna z produk-
tem zdefiniowanym jako zlozenie funktoréw oraz horyzontalnym zlo-
zeniem transformacji naturalnych.
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