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1 Wprowadzenie

Nast¦puj¡ce zdanie z ksi¡»ki S. Mac Lane'a pt �Categories for the Working
Mathematician� (patrz [1])

All told, a monad in X is just a monoid in the category of endofunc-
tors of X, with product Ö replaced by composition of endofunctors
and unit set by the identity endofunctor.

wzbudziªo du»e zainteresowanie oraz, przy okazji, spowodowaªo spore za-
mieszanie w ±rodowisku programistów u»ywaj¡cych funkcyjnych j¦zyków pro-
gramowania.

Celem tego artykuªu jest dosy¢ dokªadne wyja±nienie tego bardzo skonden-
sowanego zdania. Ale zaznaczmy, ju» na samym pocz¡tku naszych rozwa»a«,
»e zrozumienie tego zdania nie jest konieczne do sprawnego posªugiwania si¦
monadami w j¦zykach programowania. Tak samo jak rozumienie podstawowych
poj¦¢ Teorii Kategorii nie jest niezb¦dne do tego aby sprawnie posªugiwa¢ si¦
typowo funkcjonalnymi j¦zykami programowania (chocia» �czysty� programista
b¦dzie musiaª przyjmowa¢ pewne fakty �na wiar¦�, czego nie cierpi autor tego
artykuªu). Jednak je±li kto± chciaªby zrozumie¢ zacytowane wy»ej zdanie, to
musi zna¢ podstawowe poj¦cia Teorii Kategorii. A przy okazji czytania tego
artykuªu by¢ mo»e pozna kilka nowych poj¦¢.

Wszystkie poj¦cia omawiane w tym artykule mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce [1].
Powiedzie¢ mo»na, »e autor tego artykuªu "wyªuskaª� je z tej ksi¡»ki, zapisaª w
troch¦ bardziej nowoczesnym j¦zyku (cytowana ksi¡»ka opublikowana zostaªa w
1978 roku), poukªadaª po swojemu i wzbogaciª kilkoma przykªadami.

Zakªada¢ b¦dziemy, »e czytelnik tego artykuªu zna podstawowe poj¦cia Teo-
rii Kategorii. A dokªadniej, zakªadamy, »e czytelnik wie co to jest kategoria
oraz czym jest poj¦cie funktora mi¦dzy kategoriami. Ustalmy kilka oznacze«.
Obiekty kategorii C oznacza¢ b¦dziemy przez Ob(C), przez C oznacza¢ b¦dziemy
przez Ob(C) za± mor�zmy kategorii C oznacza¢ b¦dziemy przez Mor(C). Czy-
telnik interesuj¡cy si¦ programowaniem funkcyjnym powinien zna¢ kilka innych
kategoryjnych poj¦¢, takich jak de�nicja produktu (uogólnienie poj¦cia iloczynu
kartezja«skiego) oraz co-produktu, gdy» poj¦cia przydaj¡ si¦ do zrozumienia
podstawowych metod tworzenia typów. Bardzo dobrym wprowadzeniem do
Teorii Kategorii dla informatyków jest ksi¡»ka [2].

Nasz¡ gªówn¡ kategori¡ b¦dzie kategoria Set, której obiektami s¡ wszystkie
zbiory za± mor�zmami s¡ funkcje mi¦dzy zbiorami. Zwró¢my uwag¦ na pewien
wa»ny szczegóª. Otó» w ka»dej kategorii ka»dy mor�zm musi mie¢ jednoznacznie
okre±lon¡ dziedzin¦ oraz przeciwdziedzin¦. Wi¦c poprawnym modelem mor�-
zmów tej kategorii, wyra»onym w j¦zyku klasycznej teorii zbiorów, jest klasa
trójek

{(A,B, f) : f jest funkcj¡ ∧ f : A→ B} .

Czyli zapis f : A → B w kategorii Set oznacza, »e (A,B, f) ∈ Mor(Set). W
kategorii tej zªo»eniem mor�zmów jest zªo»enie funkcji.

Zauwa»my, »e to precyzyjne wskazywanie dziedziny i przeciwdziedziny odró»-
nia Teori¦ Kategorii od klasycznej Teorii Mnogo±ci: w Teorii Mnogo±ci funkcja
jest relacj¡; w szczególno±ci funkcja identyczno±ciowa idN = {(n, n) : n ∈ N}
przeksztaªca N w N, lecz równie» idN : N → R (gdy» w niej powszechnie przyj-
muje si¦, »e N ⊆ R); w Teorii Kategorii s¡ to dwa ró»ne mor�zmy. Z perspek-
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tywy programistycznej oznacza to, »e j¦zykach programowania funkcyjnego nie
ma mechanizmów automatycznej zamiany typów.

Przypomnijmy dwie obserwacje na temat kategorii SET . W kategorii tej ist-
niej¡ elementy ko«cowe, czyli takie obiekty X, »e dla ka»dego obiektu Y istnieje
dokªadnie jeden mor�zm f : Y → X (s¡ to dowolne zbiory jednoelementowe).
W kategorii tej istnieje te» obiekt pocz¡tkowy, czyli taki element X, »e dla
dowolnego obiektu Y istnieje dokªadnie jeden mor�zm f : X → Y (jest nim
oczywi±cie zbior pusty).

Warto te» wiedzie¢, »e kategoria Set nie jest dokªadnym modelem kategorii
Hask wykorzystywanej w j¦zyku programowania Haskell. W kategorii Hask
ka»dy obiekt zawiera jeden wyró»niony element ⊥, który interpretowany jest
jako �niezde�niowany�. Kategori¦ Set mo»emy traktowa¢ jako przybli»enie ka-
tegorii Hask. Tematem tym nie b¦dziemy si¦ zajmowa¢ si¦ w tym artykule.
Rozumowania b¦dziemy prowadzi¢ gªównie w kategorii Set.

A oto kilka endofunktorów kategorii Set:

1. funktor identyczno±¢: I(X) = X oraz I(f) = f .

2. funktor tworzenia list: L(X) = [X], gdzie [X] oznacza zbiór wszystkich
sko«czonych list elementów zbioru X; dziaªanie funktora L na mor�zmach
f : X → Y okre±lone jest wzorem L(f)([x1, . . . , xn]) = [f(x1), . . . , f(xn)].

3. funktor Maybe: M(X) = X∪{NothingX}, gdzie NothingX jest unikalnym
elementem nie nale»¡cym do X (np. NothingX = {X}) z dziaªaniem
M(f : X → Y ) = f ∪ {(NothingX ,NothingY )}

4. funktor Reader z ustalonym parametrem A: RA(X) = XA, RA(f : X →
Y )(ϕ) = f ◦ ϕ.

5. Dla ustalonego monoidu A = (U, ⋆, e) funktor Writer WA jest okre±lony
wzorami: WA(X) = X × U , (WA(f : X → Y ))(x, u) = (f(x), u).

6. funktor D(X) = X ×X z dziaªaniem na mor�zmach okre±lonych wzorem
D(f : X → Y )(x, y) = (f(x), f(y).

Warto wspomnie¢, »e wszystkie powy»sze funktory s¡ monadami.
W artykule tym b¦dziemy si¦ od czasu do czasu posªugiwali si¦ skªadni¡ j¦-

zyka Haskell. Jednak b¦dziemy stosowali j¡ tylko w sposób bardzo elementarny
tak aby czytelnik nie znaj¡cy tego j¦zyka móg samemu zapisa¢ odpowiednie
kody w jego ulubionym j¦zyku programowania który zawiera mechamizmy pro-
gramowania funkcyjnego (np. Python czy te» JavaScript). W j¦zyku Haskell
F (f) implementowane jest jako fmap f czyli wynik dziaªania F (f) na elemencie
xf ∈ F (X) zapisujemy jako fmap f xf b¡d¹ f <$> xf.

2 Naturalne transformacje

Jednym z podstawowych poj¦¢ Teorii Kategorii jest poj¦cie naturalnej transfor-
macji pomi¦dzy funktorami. Po±wi¦cimy wi¦c jemu nieco czasu i to nie tylko
z powodu przydatno±ci tego poj¦cia dla naszych rozwa»a«: w zasadzie Teoria
Kategorii nie miaªaby sensu bez tego poj¦cia.
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De�nicja 1 Niech C, D b¦d¡ kategoriami oraz niech F,G : C → G b¦d¡ funk-
torami. Rodzina mor�zmów η = (ηX)X∈ob(C) kategorii D jest naturaln¡ trans-
formacj¦ mi¦dzy F i G je±li dla ka»dych X,Y ∈ Ob(C) oraz ka»dego mor�zmu
f : X → Y w kategorii C nast¦puj¡cy diagram

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

ηX

F (f) G(f)

ηY

komutuje.

Przypomnijmy, »e komutowanie powy»szego diagramu oznacza, »e G(f) ◦ ηX =
ηY ◦ F (f).

To »e η jest naturaln¡ transformacj¡ mi¦dzy funktorami F i G zapisujemy
jako η : F

•→ G, b¡d¹ bardziej obrazkowo jako

C D

F

G

η

W j¦zyku Haskell to, »e eta jest transformacj¡ sprowadza si¦ do równo±ci

eta . (fmap f) = (fmap f) . eta

dla dowolnej funkcji f .

Przykªad 1 Rozwa»amy kategori¦ Set. Niech D(X) = X ×X oraz dla funkcji
f : X → Y kªadziemy D(f)(x) = (f(x), f(x)). �atwo mo»na sprawdzi¢, »e P
jest funktorem. Sprawd¹my najpierw, »e rodzina mor�zmów η = (ηX)X∈Ob(Set),
gdzie ηX(x) = (x, x) jest naturaln¡ transformacj¡ mi¦dzy funktorem identycz-

no±ciowym I a funktorem D, czyli, »e η : I
•→ P .

Rzeczywi±cie, niech f : X → Y b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ (czyli mor�zmem w
Set). Niech x ∈ X. Wtedy (D(f) ◦ ηX)(x) = D(f)(ηX(x)) = D(f)((x, x)) =
(f(x), f(x)) oraz (ηY ◦ D(f))(x) = ηY (D(f)(x)) = ηY (f(x)) = (f(x), f(x)).
Zatem D(f) ◦ ηX = (ηY ◦D(f)). Wi¦c η jest naturaln¡ transformacj¡.

Okazuje si¦, »e η jest jedyn¡ naturaln¡ transformacj¦ z I do D !!!. Zaªó»my
bowiem, »e ρ = (ρX)X∈Ob(Set) oraz, »e ρ : I

•→ D. Ustalmy zbiór X oraz jaki±
jednoelementowy zbiór A = {a}. Niech cx = {(a, x)}. Wtedy cx : A → X, no i
cx(a) = x. Spójrzmy na diagram

{a} D({a})

X D(X)

ρ{a}

cx D(cx)

ρX

Otrzymali±my go z diagramu z de�nicji naturalnej transformacji podstawiaj¡c
za F funktor I oraz za G funktor D (no i wykonalismy uproszczenia I(X) = X
i I(cx) = cx). Zaªo»yli±my, »e ρ jest naturaln¡ transformacj¡, wi¦c diagram ten
komutuje, zatem D(cx) ◦ ρ{a} = ρX ◦ cx. Nast¦pnie mamy

(D(cx) ◦ ρ{a})(a) = D(cx)(ρ{a}(a)) = D(cx)((a, a)) = (cx(a), cx(a)) = (x, x)
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oraz
(ρX ◦ cx)(a) = ρX(cx(a)) = ρX(x) ,

wi¦c ρX(x) = (x, x). Zatem ρ = η.

Zwró¢my uwag¦ na to, »e dla danego zbioru X rodzina wszystkich funkcji
z X w X × X mo»e by¢ du»ej mocy. Na przykªad, gdy X = N, to rodzina
wszystkich funkcji z X do X × X jest nieprzeliczalna (dokªadniej, jest mocy
continuum). Ale naturalnych transformacji z I(X)=X do D(X) = X × X jest
bardzo maªo: jest tylko jedna taka transformacja.

Uwaga 1 W j¦zyku Haskell ta jedna naturalna transformacja z I do D odpo-
wiada funkcji polimor�cznej

dup :: a -> (a,a)

dup x = (x,x)

Dla ustalonych funktorów F i G przez Nat(F,G) oznacza¢ b¦dziemy klas¦
wszystkich naturalnych transformacji z funktora F do G, czyli

Nat(F,G) = {ρ : ρ : F
•→ G}

W przykªadzie 1 pokazali±my, »e Nat(I,D) = {η}. W podobny sposób mo»emy
pokaza¢, »e Nat(I, I) = {id}, gdzie id = (idX)X∈Ob(Set) za± idX za± jest iden-
tyczno±ci¡ obiektu X. Równe ªatwo mo»na pokaza¢, »e Nat(D, I) = {π1, π2},
gdzie π1((x, y)) = x za± π2((x, y)) = y. Troch¦ trudniejsze, lecz nadal elemen-
tarne, jest wyznaczenie wszystkich naturalnych transformacji z D do D. Mamy
bowiem

Nat(D,D) = {id,flip,p1,p2} ,

gdzie id((x, y)) = (x, y), flip((x, y)) = (y, x), p1((x, y)) = (x, x) oraz p2((x, y)) =
(y, y). Tak oto wygl¡daj¡ wszystkie naturalne transformacje pomi¦dzy funkto-
rami I oraz D:

I Did
η

π1

π2

id
flip

p1
p2

Zauwa»my, »e mo»e si¦ zdarzy¢, »e Nat(F,G) jest puste. Na przykªad
Nat(L, I) = ∅, gdy» je±li ρ byªoby naturaln¡ transformacj¡ z L do I, to jej
skªadowa ρ∅ byªaby funkcj¡ z L(∅) w zbiór I(∅) = ∅, a takiej funkcji nie ma,
gdy» L(∅) ̸= ∅.

2.1 Lemat Yonedy1

W rozdziale tym omówimy pewien bardzo wa»ny wynik (zwany lematem Yonedy)
ogólnej Teorii Kategorii na temat transformacji naturalnych dla specy�cznych
funktorów z dowolnej kategorii w kategori¦ Set.

Ustalmy kategori¦ C tak¡, »e dla dowolnych dwóch obiektów A,B ∈ Ob(C)
rodzina wszystkich mor�zmów kategorii C z A do B jest zbiorem (kategorie

1Rozdziaª ten mo»na pomina¢.

4



takie nazywamy lokalnie maªymi kategoriami. Oczywi±cie, kategoria Set jest
tak¡ kategori¡. Dla ustalonego obiektu A ∈ Ob(C) de�niujemy nast¦puj¡ce
odwzorowanie

HomA(X) = {ϕ ∈ Mor(C) : ϕ : A→ X}
oraz rozszerzmy je do funktora kªad¡c dla f : X → Y

HomA(f) = {f ◦ ϕ : ϕ : A→ X}

�atwo sprawdzi¢, »e HomA jest funktorem z kategorii C w kategori¦ Set.

Uwaga 2 W kategorii Set funktor ten nazywany jest Reader.

Twierdzenie 1 (Lemat Yonedy) Zaªó»my, »e C jest lokalnie maª¡ kategori¡.
Niech A ∈ Ob(C). Niech F : C → Set b¦dzie funktorem. Wtedy

Nat(HomA, F ) ∼= F (A)

Symbol ∼= w powy»szym twierdzeniu oznacza bijekcj¦. Wkrótce poznamy
dokªadny opis tej bijekcji.
Dowód. (1) Ustalmy element α ∈ F (A). Je±li ϕ : A → X jest mor�zmem
kategorii C, to F (ϕ) : F (A) → F (X) (w kategorii Set), zatem F (ϕ)(α) ∈ F (X).
Poªó»my

ηαX(ϕ) = F (ϕ)(α) .

Wtedy ηαX : HomA(X) → F (X). Niech

ηα = (ηαX)X∈Ob(C) .

Poka»emy, »e ηα jest naturaln¡ transformacj¡. Niech bowiem f : X → Y b¦dzie
mor�zmem C. Pokaza¢ musimy komutowanie nast¦puj¡cego diagramu

HomA(X) F (X)

HomA(Y ) F (Y )

ηαX

HomA(f) F (f)

ηαY

We¹my wi¦c ϕ ∈ HomA(X). Mamy

(F (f)◦ηαX)(ϕ) = F (f)(ηαX(ϕ)) = F (f)(F (ϕ)(α)) = (F (f)◦F (ϕ))(α) = F (f◦ϕ)(α)

oraz

(ηαY ◦HomA(f))(ϕ) = ηαY (HomA(f)(ϕ)) = ηαY (f ◦ ϕ) = F (f ◦ ϕ)(α) ,

wi¦c diagram ten komutuje.
(2) Poka»emy teraz, »e dowolna naturalna transformacja η : HomA

•→ F

jest postaci ηα dla jakiego± α ∈ F (A). Niech wi¦c η : HomA
•→ F . Ustalmy

X ∈ Ob(C) oraz ϕ ∈ HomA(X). Rozwa»my nast¦puj¡cy diagram

HomA(A) F (X)

HomA(X) F (X)

ηX

HomA(ϕ) F (ϕ)

ηX
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Wiemy, »e diagram ten komutuje. Niech α = ηA(idA). Mamy wi¦c

(F (ϕ) ◦ ηA)(idA) = F (ϕ)(ηA(idA)) = F (ϕ)(α)

oraz

(ηX ◦HomA(ϕ))(idA) = ηX(HomA(ϕ)(idA)) = ηX(ϕ ◦ idA) = ηX(ϕ) ,

wi¦c ηX(ϕ) = F (ϕ)(α) = ηαX(ϕ). Zatem ηX = ηαX dla ka»dego X ∈ Ob(C), wi¦c
η = ηα.

(3) Zauwa»my w ko«cu, »e je±li α, β ∈ F (A) i α ̸= β, to ηα ̸= ηβ . Aby
to zauwa»y¢ popatrzmy na A- te skªadowe tych odwzorowa« i wyznaczmy ich
warto±¢ na idA. Mamy ηαA(idA) = F (idA)(α) = idF (A)(α) = α i podobnie

ηβA(idA) = β. □

Przykªad 2 Poka»emy teraz jak lemat Yonedy mo»e si¦ przyda¢ do wyznacza-
nia naturalnych transformacji mi¦dzy funktorami. Powró¢my do funktora D
rozwa»anego w przykªadzie 1. Dosy¢ ªatwo sprawdza si¦, »e odwzorowania id,
flip, p1 oraz p2 s¡ naturalnymi transformacjami z D do funktora D. Troch¦
trudniejsze jest �r¦czne� sprawdzenie tego, »e to s¡ to wszystkie naturalne trans-
formacje z D do D. Lemat Yonedy idealnie przydaje si¦ si¦ do tego. Zauwa»my
dowiem, »e dla dowolnego zbioru X istnieje bardzo prosta bijekcja αX mi¦dzy
zbiorami X ×X oraz X{0,1}:

αX((x0, x1)) = {(0, x0), (1, x1)} .

Co wi¦cej, rodzina α = (αX)X∈Ob(Set) jest naturalnym izomor�zmem mi¦dzy
funktorami D a Hom{0,1}. Z tego wynika, »e zbiory Nat(D,D) i Nat(Hom{0,1}, D)
s¡ izomor�czne. Z lematu Yonedy otrzymujemy

|Nat(Hom{0,1}, D)| = |D({0, 1})| = |{0, 1} × {0, 1}| = 4.

Powy»szy przykªad nie jest jedynym rodzajem zastosowania lematu Yonedy.
Ciekawe rozwa»ania zaczynaj¡ si¦ od zastosowania tego lematu do funktora F
postaci HomB . Mamy bowiem

Nat(HomA,HomB) ∼= HB(A) ,

oraz, »e HB(A) jest rodzin¡ wszystkich mor�zmów z obiektu B w obiekt A.
Tego bardzo ciekawego tematu b¦dziemy rozwija¢ w tym artykule.

3 Funktor tworzenia list

W rozdziale tym przyjrzymy si¦ wªasno±ci¡ funktora tworzenia list w kategorii
Set. Funktor ten oznaczyli±my symbolem L. List¦ elementów x1, . . . , xn za-
pisywa¢ b¦dziemy, tak jak w j¦zyku Haskell, [x1, . . . , xn]. W szczególno±ci []
oznacza¢ b¦dzie list¦ pust¡. Mamy wi¦c

L(X) = {[x1, . . . , xn] : n ∈ N ∧ x1, . . . , xn ∈ X} ,

oraz dla f : X → Y mamy

L(f)([x1, . . . , xn]) = [f(x1), . . . , f(xn)]
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Funktor L b¦dzie odgrywaª w naszych rozwa»aniach rol¦ wzorcowej monady.
Wybrali±my go za wzgl¦du na to, »e dla tego funktora wszystkie wªasno±ci które
b¦dziemy rozwa»a¢ s¡ ªatwe do sprawdzenia. A przyjrzymy si¦ dwóm natu-
ralnym transformacj¡ zwi¡zanych z L: transformacji wªo»enia η : I

•→ L oraz
transformacji spªaszczania η : L ◦ L •→ L.

3.1 Wªo»enie w funktor tworzenia list

Niech ηX : X → [X] b¦dzie okre±lona wzorem ηX(x) = [x] oraz niech η =

(ηX)X∈Ob(Set). Poka»emy teraz, »e η : I
•→ L. Niech bowiem f : X → Y .

Podstawiaj¡c w diagramie z de�nicji transformacji naturalnej za F funktor I
oraz za G funktor L otrzymujemy nast¦puj¡cy diagram:

X L(X)

Y L(Y )

ηX

f L(f)

ηY

Diagram ten komutuje, gdy» dla dowolnego x ∈ X mamy (L(f) ◦ ηX)(x) =
L(f)(ηX(x)) = L(f)([x]) = [f(x)], oraz (ηY ◦ f)(x) = ηY (f(x)) = [f(x)].

3.2 Spªaszczenie

Oznaczmy przez µ funkcj¦ konkatenacji list, a dokªadniej, dla ka»dego zbioru X
oznaczamy przez µX odwzorowanie

µX : [[X]] → [X]

okre±lone jako
(µX)([L1, . . . , Ln]) = L1 ++ . . .++ Ln ,

gdzie L1, . . . , Ln ∈ [X] za± ++ oznacza konkatenacj¦ dwóch list.

Lemat 1 Niech f : X → Y oraz L1, L2 ∈ [X]. Wtedy

L(f)(L1 ++ L2) = L(f)(L1) ++ L(f)(L2) .

Dowód. Niech f : X → Y . Ustalmy listy L1 = [x1, . . . , xn] oraz L2 =
[y1, . . . , ym] ze zbioru [X]. Wtedy

L(f)(L1 ++ L2) = L(f)([x1, . . . , xn] ++ [y1, . . . , ym])

= L(f)([x1, . . . , xn, y1, . . . , ym])

= [f(x1), . . . , f(xn), f(y1), . . . , f(ym)]

oraz

L(f)(L1) ++ L(f)(L2) = L(f)([x1, . . . , xn]) ++ L(f)([y1, . . . , ym])

= [f(x1), . . . , f(xn)] ++ [f(y1), . . . , f(ym)]

= [f(x1), . . . , f(xn), f(y1), . . . , f(ym)]

Zatem L(f)(L1 ++ L2) = L(f)(L1) ++ L(f)(L2). □
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Wªasno±¢ funktora L udowodniona w powy»szym lemacie uogólnia si¦ (mo-
»emy zastosowa¢ indukcj¦ matematyczn¡ do udowodnienia tego faktu) na sko«-
czony ci¡g list. Mamy wi¦c

L(f)(L1 ++ . . .++ Ln) = L(f)(L1) ++ . . .++ L(f)(Ln)

Niech µ = (µX)X∈obj(Set). Poka»emy, »e µ : L ◦ L •→ L. Ustalmy wi¦c
funkcj¦ f : X → Y . Pokaza¢ musimy komutowanie diagramu

L(L(X)) L(X)

L(L(Y )) L(Y )

ηX

L(L(f)) L(f)

ηY

Ustalmy element LL = [L1, . . . , Ln] ze zbioru [[X]]. Wtedy

(L(f) ◦ µX)([L1, . . . , Ln]) = L(f)(L1 ++ . . .++ Ln)

oraz

(µY ) ◦ L(L(f)))([L1, . . . , Ln]) = µY ([L(f)(L1), . . . , L(f)(Ln)])

= L(f)(L1) ++ . . .++ L(f)(Ln) .

Przed chwil¡ pokazali±my rówo±¢ obu otrzymanych wyra»e«. Zatem L(f)◦µX =

µY ◦ L(L(f)). Pokazali±my wi¦c, »e µ : L ◦ L •→ L.

3.3 Zwi¡zek wªo»enia ze spªaszczeniem

Skªadowa ηX transformacji η jest odwzorowaniem ze zbioru X w zbiór L(X) dla
dowolnego zbioru X. W szczególno±ci ηL(X) : L(X) → L(L(X)). Ot przykªad
dziaªanie funkcji ηL(X):

ηL(X)([x, y, z]) = [[x, y, z]]

Zastosujmy teraz do odwzorowania ηX : X → L(X) funktor L. Otrzymujemy
odwzorowanie L(ηX) : L(X) → L(L(X)). Oto przykªad jego dziaªania na li±cie
[x,y,z]:

L(ηX)([x, y, z]) = [ηX(x), ηX(y), ηX(z)] = [[x], [y], [z]] .

Zauwa»my, »e otrzymali±my dwa ró»ne wyniki. Mamy wi¦c dwa ró»ne odwzo-
rowania ηL(X), L(ηX) : L(X) → L(L(X)). Zauwa»my jednak, »e

µ ◦ ηL(X)([x, y, z]) = µ ◦ L(ηX)([x, y, z]) = [x, y, z] ,

czyli, »e
µX ◦ ηL(X) = µX ◦ L(ηX)([x, y, z]) = idL(X) .

Zatem, mimo i» L(ηX) i ηL(X) daj¡ inne wyniki, to po zastosowaniu spªaszczenia
µX otrzymujemy ten sam wynik. Otrzymane wyniki mo»emy podsumowa¢ w
ten sposób: nast¦puj¡cy diagram z Rysunku 1 jest przemienny. W diagramie
tym == oznacza równo±¢.

Za chwil¦ wrócimy do uproszczenia tego diagramu, lecz przedtem omówimy
dwie metody przeksztaªcenia transformacji naturalnych.
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L(L(X))

L(X) L(X)

L(X)

µX

ηL(X) L(ηX)

Rysunek 1: Wªasno±ci spªaszczenia list

3.4 Proste mody�kacje transformacji naturalnych

(1) Zaªó»my, »e F,G : A → B s¡ funktorami. Zaªó»my, »e ρ : F
•→ G. Niech K :

B → C b¦dzie kolejnym funktorem. Sytuacj¦ t¦ mo»emy zobrazowa¢ nast¦puj¡c¡
ilustracj¡

A B C

F

G

Kρ

Jest jasne, »e zªo»enia K ◦ F oraz K ◦ G s¡ funktorami z A do C (zªo»enie
fuknktorów jest funktorem). Zaªó»my teraz, »e f : X → Y jest mor�zmem w
kategorii A. Wtedy G(f) ◦ ρX = ρY ◦ F (f). Nakªadaj¡c na t¦ rowno±¢ z obu
stron (z lewej strony) funktor K otrzymujemy K(G(f) ◦ ρX) = K(ρY ◦ F (f)),
czyli KG(f)) ◦K(ρX) = K(ρY ) ◦K(F (f)) czyli

(K ◦G)(f) ◦K(ρX) = K(ρY ) ◦ (K ◦ F )(f) ,

a to oznacza, »e K(ρ) zde�niowane wzorem K(ρ) = (K(ηX))x∈ob(A) jest natu-
raln¡ transformacj¡ mi¦dzy K ◦ F a K ◦G:

A C

K◦F

K◦G

K(ρ)

(2) Zaªó»my teraz, »e F,G : B → C s¡ funktorami. Niech tym razem ρ : F
•→

G. Niech K : A → B b¦dzie jakim± funktorem. Sytuacj¦ t¦ mo»emy zobrazowa¢
nast¦puj¡c¡ ilustracj¡

A B CK

F

G

ρ

Niech f : X → Y b¦dzie mor�zmem w kategorii A. Wtedy K(f) : K(X) →
K(Y ) w kategorii B. Mamy wi¦c F (K(f)) : F (K(X)) → F (K(Y )) i G(K(f)) :

9



G(K(X)) → G(K(Y )). Korzystaj¡c z tego, »e ρ jest naturaln¡ transformacj¡
mi¦dzy F i G otrzymujemy równo±¢

G(K(f) ◦ ρK(X) = ρK(Y ) ◦ F (K(X)) .

A z tego wynika, »e je±li poªo»ymy ρK = (ρK(X))X∈obj(A), to ρK jest natu-
raln¡ transformacj¡ mi¦dzy F ◦K a G ◦K, co mo»na przedstawi¢ za pomoc¡
nast¦puj¡cego diagramu:

A C

F◦K

G◦K

ρK

Powy»sze rozumowania mo»na podsumowa¢ nast¦puj¡co: je±li ρ : F
•→ G

oraz K jest funktorem który mog¦ skªada¢ z lewej strony z F i G, to K(ρ) : K ◦
F

•→ K◦G; je±liK mog¦ skªada¢ z F i G z prawej strony, to ρK : F ◦K •→ G◦K.
W szczególnym przypadku, je±li F ,G i K s¡ endofunktorami kategorii A oraz

ρ : F
•→ G, to K(ρ) : K ◦ F •→ K ◦G oraz ρK : F ◦K •→ G ◦K.

W trakcie dalszych, w Rozdziale ?? rozwa»a« uogólnimy powy»sze rozwa»a-
nia.

3.5 Spªaszczenia funktora tworzenia list - c.d.

Korzystaj¡c z obserwacji z poprzedniego rozdziaªu mo»emy diagram z Rysunku
1 przerysowa¢ do bardziej ogólnej postaci

L2

L L

L

µ

ηL L(η)

gdzie strzaªki oznaczaj¡ tutaj naturalne transformacje. W diagramie tym, w
porównaniu z poprzednim usun¦li±my odniesienia do konkretnego zbioru X.
Ponadto zastosowali±my tutaj skrót L2 = L ◦ L.

3.6 Wªasno±ci spªaszczenia

Rozwa»my element lllx = [[llx1, llx2, . . . , llxk] ze zbioru L(L(LX)). Wiemy,
»e µX : L(L(X)) → L(X). Zatem L(µX) : L(L(L(X))) → L(L(X)) oraz
µL(X) : L(L(L(X))) → L(L(X)). Obliczmy

L(µX)(lllx) = [µX(llx1), . . . , µX(llxk)]

µL(X)(lllx) = llx1 ++ . . .++ llxk .
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Otrzymali±my dwa ró»ne wyra»enia (sytuacja ta przypomina poprzednie roz-
wa»ania o wªasno±ciach wªo»enia η). Po kolejnym naªo»eniu spªaszczenia µ na
otrzymane wyra»enia otrzymujemy

µXL(µX)(lllx) = µX(llx1) ++ . . .++ µX(llxk)

µXµL(X)(lllx) = µX(llx1 ++ . . .++ llxk)

= µX(llx1) ++ . . .++ µX(llxk)

Nasze rozwa»anie mo»emy podsumowa¢ nast¦puj¡co: diagram

L(L(L(X)))

L(L(X)) L(L(X))

L(X)

µL(X) L(µX)

µX µX

komutuje. Stosuj¡c za± wyniki rozdziaªu o transformacjach naturalnych fakt ten
mo»emy zapisa¢ bardziej ogólnie, unikaj¡c odwoªania do konkretnego obiektu
X: diagram

L3

L2 L2

L

µL L(µ)

µ µ

w którym strzaªki oznaczaj¡ naturalne transformacje, komutuje. Tutaj L3 ozna-
cza potrójne zªo»enie funktora L, czyli L3 = L ◦ L ◦ L.

4 De�nicja monady

Poj¦cie monady zde�niujemy w j¦zyku funktorów oraz naturalnych transfor-
macji. Jest to wygodna metoda, ale istniej¡ te» inne, równowa»ne metody.
Wspomnimy o nich troch¦ pó¹niej w tej cz¦±ci. Oto ta de�nicja:

De�nicja 2 Endofunktor M : C → C kategorii C nazywamy monad¡, je±li ist-
niej¡ naturalne transformacje η : I

•→M oraz µ :M2 •→M takie, »e nast¦puj¡ce
dwa diagramy, w których strzaªki oznaczaj¡ naturalne transformacje, komutuj¡:
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M2

M M

M

µX

ηM M(η)

M3

M2 M2

M

µM M(µ)

µ µ

Widzimy, »e poj¦cie monady jest uogólnieniem operatora tworzenia list L.
Diagramy opisuj¡ce wªasno±ci transformacji η oraz µ s¡ izomor�czne z diagra-
mami tych transformacji dla list.

Przykªad 3 Istnieje wiele funktorów w kategorii Set, które nie s¡ monadami.
Takim banalnym przykªadem jest funktor okre±lony wzorami Z(X) = ∅ i Z(f) =
∅ dla wszystkich zbiorów X. Nie jest on monad¡ z trywialnego powodu: nie
istniej¡ mor�zmy ηX : X → ∅ dla niepustych zbiorów X.

Warto jednak zauwa»y¢, »e funktor S okre±lony wzorami S(X) = {1} i
S(f) = id{1} jest monad¡. Jak mo»na ªatwo si¦ domy±li¢ jest on maªo u»y-
teczny z programistycznego punktu widzenia.

Z kolei funktor T okre±lony wzorami T (X) = {0, 1} i T (f) = id{0,1} nie jest
monad¡. �atwo bowiem mo»na zauwa»y¢, »e jedynymi naturalnymi transforma-
cji z I do T s¡ odwzorowania staªe η = const0 lub η = const1. A z tego ªatwo
wynika, »e nie istnieje naturalna transformacja µ : T 2 → T speªniaj¡ca warunek
µ ◦ ηT = idT .

A oto jak okre±lone s¡ operacje wkªadania i spªaszczenia dla funktorów wy-
mienionych w Rozdziale 1:

1. dla funktora identyczno±¢: I: η(x) = x i µ(x) = x

2. dla funktora tworzenia list L: η(x) = [x], µ([L1, . . . , Ln]) = L1++ . . .++Ln

3. dla funktora MaybeM : η(x) = x, η(x) = x i η(NothingM(X)) = NothingX

4. funktor Reader RA (z ustalonym parametrem A): η(x) = constA,x i
µ(ϕ)(a) = (ϕ(a))(a).

5. Dla funktora Writer WA (z ustalonym monoidem A = (U, ⋆, e)): η(x) =
(x, e) i µ(((x, a), b)) = (x, a ⋆ b).

6. dla funktora par D(X): η(x) = (x, x) i µ(((x1,1, x1,1), (x2,1, x2,2))) =
(x1,1, x2,2).

W artykule tym nie b¦dziemy dowodzili powy»szych faktów: autor jednak
gor¡co zach¦ca czytelnia do spokojnego i starannego udowodnieniaich praw-
dziwo±ci. To s¡ zadania które ka»dy informatyk pragn¡cy posªugiwa¢ si¦ mo-
nadami musi samodzielnie zrobi¢.

Uwaga 3 Mo»na mie¢ wra»enie, »e funktor I(X) = X jest maªo po»yteczny z
programistycznego punktu widzenia. Przydaje si¦ on jednak nie tylko w rozwa-
»aniach teoretycznych: wykorzystywany jest, mi¦dzy innymi, to konstruowania
prostych monad za pomoc¡ tzw. transformat monad. A nam on si¦ przyda do
przyjrzenia si¦ de�nicji monoidu w kategorii endofunktorów.
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W j¦zykach funkcyjnych monady de�niowane s¡ w inny sposób, przy u»yciu
innych poj¦¢. Jednym ze nich jest de�niowanie monady za pomoc¡ transformacji
η oraz operatora "bind", oznaczanego w j¦zyku Haskell przez >>= , który dla
elementumx ∈M(X) oraz mor�zmu f : X →M(Y ) oblicza warto±¢mx >>= f
typu M(Y ). Operator ten zde�niowany mo»e by¢ nast¦puj¡co:

(mx >>= f) = µ(M(f)(mx))

Za pomoc¡ operatora >>= mo»emy zde�niowa¢ transformacj¦ µ, mianowicie

(µ mmx) = (mmx >>= id) .

W zastosowaniach do j¦zyków funkcyjnych poj¦cie monady stosowa¢ b¦-
dziemy do kategorii Set. Tym niemniej, poj¦cie monady bada¢ mo»emy w
innych kategoriach. Rozwa»ymy teraz jeden prosty przykªad.

4.1 Monady w cz¦±ciowych porz¡dkach2

Bardzo proste przykªady kategorii powstaj¡ z cz¦±ciowych porz¡dków. Ka»dy
cz¦±ciowy porz¡dek X = (X,≤) traktowa¢ mo»emy jako kategori¦ C(X ), której
obiektami s¡ elementy zbioru X, mor�zmami s¡ pary uporz¡dkowane (x, y) ∈
X × X takie, »e x ≤ y, za± zªo»eniem mor�zmów (x1, y1) i (x2, y2) jest okre-
±lone je±li y1 = x2 i jest równe (x1, y2). Mamy wi¦c ob(C(X )) = X oraz
morph(C(X )) =≤. Z przechodnio±ci relacji ≤ wynika, »e zªo»enie jest popraw-
nie okre±lone. Zwrotno±¢ ≤ implikuje istnienie identyczno±ci (idx = (x, x)).

Kategoria C(X ) ma wiele specy�cznych wªasno±ci, na przykªad, je±li f, g :
x → y to, f = g, czyli pomi¦dzy dowolnymi dwoma obiektami istnieje co naj-
wy»ej jeden mor�zm. Kategoria ta ma element ko«cowy wtedy i tylko wtedy,
gdy w cz¦±ciowym porz¡dku X istnieje element najwi¦kszy. I tak dalej.

Ustalmy teraz cz¦±ciowy porz¡dek X .
Zacznijmy od przyjrzenia si¦ poj¦ciu endofunktora w kategorii C(X ). Jest to

odwzorowanie F , które obiektom przyporz¡dkowuje obiekty (czyli F ↾ X : X →
X) oraz mor�zmom przyporz¡dkowuje mor�zmy (czyli F ↾≤:≤→≤), które ma,
miedzy innymi, nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: je±li α : x → y to F (α) : F (x) → F (y).
Lecz mor�zmy w rozwa»anym przypadku pokrywaj¡ si¦ z elementami relacji ≤,
zatem wªasno±¢ ta równowa»na nast¦puj¡cej wªasno±ci

(∀x, y ∈ X)(x ≤ y → F (x) ≤ F (y)) ,

czyli funkcja f = F ↾ X jest funkcj¡ zachowuj¡c¡ porz¡dek ≤. Mamy te»
implikacj¡ odwrotn¡, je±li mamy dan¡ funkcj¦ f : X → X zachowuj¡c¡ po-
rz¡dek, poªo»ymy F (x) = f(x) dla x ∈ X i dla par (x, y) ∈ X × X ta-
kich, »e x ≤ y poªo»ymy F ((x, y)) = (f(x), f(y)), to F jest endofunktorem
C(X ). Rzeczywi±cie, F (idx) = F ((x, x)) = (F (x), F (x)) = idF (x), oraz, je-
±li α : x → y i β : y → z, to α = (x, y), β = (y, z), β ◦ α = (x, z) wi¦c
F (β◦α) = F ((x, z)) = (F (x), F (z)) = (F (y), F (z))◦(F (x), F (y)) = F (β)◦F (α).
Zatem endofunktory kategorii C(X ) pokrywaj¡ si¦ z odwzorowaniami z X do
X zachowuj¡cymi porz¡dek.

2Rozdziaª ten mo»na pomin¡¢.
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Zaªó»my teraz, »e mamy dwa odwzorowania f, g : X → X zachowuj¡ce
porz¡dek. Niech F i G b¦d¡ endomor�zmami C(X ) odpowiadaj¡cymi f i g,
Zaªó»my, »e ρ = (ρx)x∈X jest rodzin¡ mor�zmów z C(X ) tak¡, »e

(∀x ∈ X)(ρx : F (x) → G(x)) .

Oznacza to, »e dla ka»dego x ∈ X mamy ρx = (f(x), g(x)), czyli f(x) ≤ g(x)
dla ka»dego x ∈ X. Zauwa»my, »e ta wªasno±¢ wystarczy na to aby ρ byªo
naturaln¡ transformacj¡ mi¦dzy F i G. Rzeczywi±cie, je±li α : x → y, to α =
(x, y) i x ≤ y, wi¦c F (x) ≤ F (y), G(x) ≤ G(y), F (x) ≤ G(x), F (y) ≤ G(y)
mamy równo±¢ (F (y), G(y))◦(F (x), F (y)) = (G(x), G(y))◦(F (x), G(x)) (gdy» w
kategorii C(X ) je±li istnieje mor�zm mi¦dzy dwoma obiektami, to jest on jedyny.
Mo»na wi¦c powiedzie¢, »e w kategorii C(X ) poj¦cie naturalnych transformacji
jest trywialne.

Zaªó»my teraz, »e η : I
•→ F . Dla ka»dego x ∈ X mamy wtedy x ≤

F (x). Co wi¦cej, ta wªasno±¢ (czyli (∀x ∈ X)(x ≤ F (x)) wystarcza na to
η = ((x, F (x)))x∈X byªo naturaln¡ transformacj¡.

Zaªó»my nast¦pnie, »e µ : F 2 •→ F . Wtedy, dla ka»dego x ∈ X mamy
F 2(x) ≤ F (x). Podobnie jak przed chwil¡, wªasno±¢ ta wystarcza na to aby
rodzina mor�zmów µ = ((F 2(x), F (x)))x∈X byªo naturaln¡ transformacj¡.

Zauwa»my ostatni¡ rzecz potrzebn¡ do otrzymania prostej charakteryzacji
monad w kategorii C(X ). Mianowicie, z nierówno±ci x ≤ F (x) i z tego, »e
F jest funktorem wynika, »e F (x) ≤ F 2(x), co w poª¡czeniu z nierówno±ci¡
F 2(x) ≤ F (x) daje nam równo±¢ F 2(x) = F (x).

Otrzymali±my wi¦c nast¦puj¡c¡, bardzo prost¡, charakteryzacj¦ monad w
kategorii C(X ):

Wniosek 1 Funktor F : C(X ) → C(X ) jest monad¡ wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje odwzorowanie f : (X,≤) → (X,≤) takie, »e

� (∀x, y ∈ X)(x ≤ y → f(x) ≤ f(y))

� (∀x ∈ X)(x ≤ f(x))

� (∀x ∈ X)(f2(x) = f(x))

oraz F (x) = f(x) i F ((x, y)) = (f(x), f(y)) dla takich x, y ∈ X ×X, »e x ≤ y.

A oto konkretny przykªad: niech X = (P (N),⊆) oraz niech s(X) oznacza
zbiór wszystkich sko«czonych sum elementów X, czyli

s(X) = {
n∑
i=1

xi : n ∈ N ∧ x1, . . . , xn ∈ X} .

Odwzorowanie s : P (N) → P (N) speªnia zaªo»enia powy»szego lematu, wi¦c
funktor zbudowany z odwzorowania s jest monad¡.

5 Monoid w kategorii Set

Monoidem nazywamy struktur¦ algebraiczn¡ (M,⋆, e) w której ⋆ jest binarnym
dziaªaniem ª¡cznym za± e jest elementem obustronnie neutralnym , czyli (∀x ∈
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(M ×M)×M M × (M ×M)

M ×M M ×M

M

αM,M,M

µ×idM idM×µα−1
M,M,M

µ µ

Rysunek 2: �¡czno±¢ mno»enia w monoidzie

M)(x ⋆ e = e ⋆ x = x). Naszym celem jest zapisanie tej de�nicji w j¦zyku Teorii
Kategorii pracuj¡c w kategorii Set.

Zacznijmy od wprowadzenia poj¦cie iloczynu kartezja«skiego dwóch odwzo-
rowa«: je±li f : A→ B oraz g : C → G, to przez f×g oznaczamy odwzorowanie
ze zbioru A× C w zbiór B ×D okre±lone wzorem

(f × g)(a, b) = (f(a), g(b))

(wkrótce uogólnimy to poj¦cie). Niech równie» αA,B,C : (A × B) × C → A ×
(B × C) b¦dzie bijekcj¡ okre±lon¡ wzorem

αA,B,C(((a, b), c)) = (a, (b, c)) .

Z wyra»eniem wªasno±ci dziaªania ⋆ nie ma wi¦kszych kªopotów: jest to
odwzorowanie (czyli mor�zm kategorii Set) ze zbioru M ×M w zbiór M . Za-
stosujemy notacj¦ pre�ksow¡: µ(x, y) = x⋆y. �¡czno±¢ dziaªanie ⋆ w tej notacji
zapisuje si¦ nast¦puj¡co:

µ(µ(x, y), z) = µ(x, µ(y, z)) .

W j¦zyku Teorii Kategorii ª¡czno±¢ µ mo»emy wyrazi¢ za pomoc¡ komutowa-
nia diagramu z Rysunku 2, gdzie idM oznacza identyczno±¢ obiektu M (czyli,
identyczno±¢ na zbiorze M).

Problemem z którym musimy sobie poradzi¢ to odwoªywanie si¦ w de�nicji
monoidu do wyró»nionego elementu e ze zbioru M . Kategoria Set ma jednak
obiekty ko«cowe: s¡ nimi dowolne zbiory jednoelementowe. Ustalmy wi¦c jakie±
• oraz niech I = {•}. Element e zinterpretujmy jako funkcj¦ η : I →M .

Zauwa»my, »e idM × η :M × I →M ×M oraz η × idM : I ×M →M ×M .
oraz, »e (µ ◦ (idM × η))((x, •)) = x i (µ ◦ (η × idM ))((•, x)) = x dla ka»dego
x ∈M .

Wprowad¹my jeszcze dwie bijekcje λM : I × M → M oraz ρM : M ×
I → M zadane wzorami λM ((•, x)) = x oraz ρM ((x, •)) = x. Teraz, to, »e
e jest elementem neutralnym monoidu M mo»emy wyrazi¢ jako komutowanie
nast¦puj¡cego diagramu:

A oto de�nicja monoidu w kategorii Set:

De�nicja 3 ObiektM nazywamy monoidem w kategorii Set, je±li istniej¡ mor-
�zmy η : I → M oraz µ : M ×M → M takie, »e diagramy z Rysunku 2 oraz
Rysunku 3 komutuj¡, gdzie I oznacza element ko«cowy kategorii Set.

De�nicj¡ t¦ wkrótce uogólnimy, ale przedtem musimy uogólni¢ poj¦cie ilo-
czynu kartezja«skego.
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M ×M

I ×M M × I

M

µ

η×idM

λM

idM×η

ρM

Rysunek 3: De�nicja elementu neutralnego w monoidzie

6 Produkt kategorii

Istnieje wiele metod tworzenia nowych kategorii z danych kategorii. Dobrze
znan¡ i bardzo po»yteczn¡ metod¡ jest konstrukcja kategorii dualnej: maj¡c
kategori¦ C tworzymy kategori¦ Cop, której obiektami s¡ obiekty kategorii C, za±
f : X → Y jest mor�zmem w Cop wtedy i tylko wtedy, gdy f : Y → X jest
mor�zmem kategorii C. Zªo»enie ⋆ mor�zmów w Cop jest zde�niowane wzorem
f ⋆ g = g ◦ f , gdzie ◦ jest zªo»eniem w kategorii C.

Omówimy teraz tworzenie produktu dwóch kategorii. Niech C i D b¦d¡
dwoma kategoriami. Obiektam kategorii produktowej C × D s¡ wszystkie pary
uporz¡dkowane (X,Y ) takie, »e X jest obiektem C za± Y jest obiektem kategorii
D. Mor�zmami w C ×D s¡ pary (f, g) takie, »e f : X1 → X2 jest mor�zmem w
C oraz »e g : Y1 → Y2 jest mor�zmem w D. Zªo»enia w tej kategorii okre±lamy
w nast¦puj¡cy sposób: je±li (f, g) : (X1, Y1) → (X2, Y2) oraz (k, l) : (X2, Y2) →
(X3, Y3) s¡ mor�zmami w C × D, to ich zªo»enie okre±lamy wzorem

(k, l) ◦ (f, g) = (k ◦ f, l ◦ g) .

Zauwa»my, »e je±li C i D s¡ kategoriami oraz je±li Φ : C × C → D jest
funktorem, to dla dowolnych obiektówX1, X2, Y1, Y2 kategorii C oraz mor�zmów
f : X1 → Y1 oraz g : X2 → Y2 mamy

Φ((f, g)) : Φ((X1, X2)) → Φ((Y1, Y2)) .

W dalszych rozwa»aniach b¦dziemy stosowali in�ksow¡ notacj¡ na takie funk-
tory: X ⊗ Y = Φ((X,Y )) oraz f ⊗ g = Φ((f, g). Korzystaj¡c z tych oznacze«
powy»sz¡ obserwacj¦ mo»my zapisa¢ nast¦puj¡co:

f ⊗ g : X1 ⊗X2 → Y1 ⊗ Y2 .

7 Kategorie monoidalne

Jednym z funktorów z kategorii Set×Set w kategori¦ Set jest funktor okre±lony
wzorami A⊗B = A×B i (f ⊗ g)((a, b)) = (f(a), g(b)). Poprzednio ten iloczyn
f ⊗ g oznaczali±my przez f × g. Pewnym problemem pojawiaj¡cym si¦ przy
pracy z iloczynem kartezja«skim zbiorów jest to, »e nie jest on ª¡czny: poza
nielicznymi przypadkami mamy (A×B)×C ̸= A× (B×C). Jednak»e dziaªanie
to �prawie »e� jest ª¡czne. Otó», w kategorii set mamy rodzin¦ mor�zmów
α = (αA,B,C)A,B,C∈Ob(Set) takich, »e αA,B,C : (A × B) × C → A × (B × C)
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(A⊗B)⊗ C A× (B × C)

(A′ ⊗B′)⊗ C ′ A′ ⊗ (B′ ⊕ C ′)

αA,B,C

(f⊗g)⊗h f⊗(g⊗h)
αA′,B′,C′

Rysunek 4: �¡czno±¢ mno»enia w monoidzie

okre±lonych wzorami

αA,B,C(((a, b), c)) = (a, (b, c)) .

Rodzina odwzorowa« α jest naturaln¡ transformacj¡ ze wzgl¦du na wszystkie
swoje trzy wspóªrz¦dne. Dokªadniej, je±li f : A → A′, g : B → B′ i h : C → C ′

to diagram z Rysunku 4 komutuje, czyli, »e

(f ⊗ (g ⊗ h)) ◦ αA,B,C = αA′,B′,C′ ◦ ((f ⊗ g)⊗ h) .

Co wi¦cej, ka»dy mor�zm αA,B,C jest izomor�zmem.
Dosy¢ podobnie w kategorii Set przedstawia si¦ sprawa mno»enia przez

elementy ko«cowe. Otó», co prawda, poza trywialnym przypadkami, mamy
{∗} × X ̸= X oraz X × {∗} ≠ X, lecz istniej¡ naturalne transformacje λX :
{∗} ×X → X i ρX : X × {∗} → X. Zadane s¡ one wzorami λ((∗, x)) = x oraz
ρ((x, ∗)) = x. Podobnie jak poprzednio s¡ one izomor�zmami.

Mamy teraz wszystkie poj¡cia potrzebne do zde�niowania poj¦cia kategorii
monoidalnej.

De�nicja 4 Kategori¡ monoidaln¡ nazywamy szóstk¦ (C,⊗, I, α, λ, ρ) o nast¦-
puj¡cych wªasno±ciach:

1. C jest kategori¡

2. ⊕ jest funktorem z C × C w C

3. I jest wyró»nionym elementem C (zwanym identyczno±ci¡)

4. α = (αA,B,C)A,B,C∈Ob(C) jest naturalnym izomor�zmem takim, »e

αA,B,C : (A⊗B)⊗ C → A⊗ (B ⊗ C)

5. λ = (λX)X∈Ob(C) jest naturalnym izomor�zmem takim, »e

λX : I ⊗X → X

6. ρ = (ρX)X∈Ob(C) jest naturalnym izomor�zmem takim, »e

ρX : X ⊗ I → X

7. nast¦puj¡ce dwa diagramy komutuj¡
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((A⊗B)⊗ C)⊗D (A⊗B)⊗ (C ⊗D) A⊗ (B ⊗ (C ⊗D))

(A⊗ (B ⊗ C))⊗D A⊗ ((B ⊗ C)⊗D)

α

α⊗id

α

α

id⊗α

((A⊗ I)⊗ C A⊗ (I ⊗ C)

(A⊗ C) A⊗ C

α

ρ⊗id id⊗λ

W±ród osób po raz pierwszy widz¡cych de�nicj¦ kategorii moniodalnej lekki
niepokój mo»e budzi¢ ostatni punkt de�nicji: owo komutowania dwóch diagra-
mów. Zauwa»my jednak, »e w kategorii Set z iloczynem kartezja«skim komu-
towanie to jest trywialne. Po drugie, w kategorii endomor�zmów, któr¡ si¦
wkrótce zajmiemy, b¦dziemy mieli równo±¢: (F ⊗ G) ⊗ H = F ⊗ (G ⊗ H),
I ⊗ F = F ⊗ I = F , wi¦c w tej kategorii wszystkie trzy naturalne izomor�zmy
α, λ i ρ s¡ identyczno±ciami, wi¦c owo komutowanie jest równie» trywialne.

Prototypem kategorii monoidalnych jest kategoria sko«czenie wymiarowych
przestrzeni wektorowych nad ustalonym ciaªem K z iloczynem tensorowym
przestrzeni wektorowych. Kategoria jest wa»na dla wszystkich osób interesu-
j¡cych si¦ podstawami logicznymi oblicze« kwantowych, lecz dla naszych celów,
czyli dla zrozumienia poj¦cia monady w terminach kategoryjnych nie jest po-
trzebna znajomo±¢ poj¦cia iloczynu tensorowego przestrzeni wektorowych.

Zako«czymy rozwa»ania dwoma przykªadami, a nast¦pnym rozdziale omó-
wimy kolejny przykªad.

Przykªad 4 (Kategoria Set) Kategoria Set staje si¦ kategori¡ monoidaln¡
je±li za produkt ⊗ przyjmiemy iloczyn kartezja«ski zbiorów. Wszystkie potrzebne
naturalne odwzorowania zde�niowali±my na pocz¡rku tego rozdziaªu.

Przykªad 5 (Kategoria P (Ω)) Ustalmy zbiór Ω. Potraktujemy cz¦±ciowy po-
rz¡dek (P (Ω),⊆) jako kategori¦. Dla A,B ∈ P (Ω)okre±lmy A ⊗ B = A ∩ B.
Niech αA,B,C = idA∩B∩C , λA = ρA = idA. �atwo sprawdzi¢, »e struktura
(P (Ω),⊗,Ω, λ, ρ) jest kategori¡ monoidaln¡.

7.1 Monoid w kategorii monoidalnej

Narz¦dzia kategorii monoidalnych pozwala na zde�niowanie poj¦cia monoidu w
takich kategoriach. Jest to proste uogólnianie poj¦cia monoidu z kategorii Set.
Ustalmy bowiem tak¡ kategori¦ (C,⊗, I, α, λ, ρ). Obiekt M ∈ Ob(C) nazywa¢
b¦dzimy monoidem je±li istniej¡ mor�zmy η : I → M oraz µ : M ⊗M → M
takie, »e nast¦puj¡ce dwa diagramy

M ⊗M

I ⊗M M ⊗ I

M

µ

η⊗id

λ

id⊗η

ρ
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(M ⊗M)⊗M M ⊗ (M ⊗M)

M ⊗M M ⊗M

M

α

µ⊗id id⊗µα−1

µ µ

komutuj¡. Zauwa»my, »e s¡ to kopie diagramów z Rysunków 3 oraz 2: sym-
bol iloczynu kartezja«skiego × zast¡pili±my symbolem ⊗; pozbyli±my si¦ te»
indeksów dolnych w mor�zmach α, λ i ρ, gdy» wynikaj¡ one jasno z kontekstu.

Zauwa»my, »e je±li de�nicj¡ t¦ zastosujemy do kategorii Set z iloczynem
X ⊗ Y = X × Y to otrzymamy standardow¡, omówion¡ ju» de�nicj¦.

8 Skªadanie naturalnych transformacji

Ustalmy dwie kategorie C i D. Symbolem [C,D] oznaczamy klas¦ wszystkich
funktorów z kategorii C w kategori¦ D. Klas¦ t¦ traktowa¢ b¦dziemy jako ka-
tegori¦, w której mor�zmami s¡ naturalne odwzorowania mi¦dzy funktorami.
Konstrukcja ta jest poprawna, gdy» je±li F,G,H s¡ elementami [C,D] oraz

ρ : F
•→ G ψ : G

•→ H, to ψ ◦ ρ : F
•→ H (sprawdzenie tego ªatwego faktu po-

zostawimy czytelnikowi). Opisane wªa±nie zªo»enie transformacji naturalnych
nazywamy zªo»eniem wertykalnym i zilustrowa¢ to mo»emy nast¦puj¡cym
diagramem:

C D

F

G

H

ρ

ψ
=⇒ C D

F

H

ψ◦ρ

Potrzebne nam b¦dzie jeszcze jedna metoda skªadania odwzorowa« natural-
nych. Rozwa»my trzy kategorie C, D, E , funktory F,G : F → G, K,L : D → E
oraz naturalne transformacje ρ : F

•→ G oraz ψ : K
•→ L (ilustruje to diagram

z lewej strony poni»szego rysunku).

C D E

F

G

K

L

ρ ψ =⇒ C E

K◦F

L◦G

ψ⊗ρ

Zªo»enia K ◦F oraz L◦G s¡ funktorami z kategorii C do kategorii E . Poka»emy
jak z naturalnych transformacji ϕ i ρ mo»na zbudowa¢ naturaln¡ transformacj¦
z K ◦ F do L ◦G. Ustalmy w tym celu X ∈ Ob(C) i zaobserwujmy, »e

1. ρX : F (X) → G(X) jest mor�zmem z C;

2. wi¦c K(ρX) : K(F (X)) → K(G(X)) jest mor�zmem w kategorii D;

3. dla dowolnego Y ∈ Ob(D) mamy ψY : K(Y ) → L(Y );

4. podstawiaj¡c w (3) za Y obiektG(X)mamy ψG(X) : K(G(X)) → L(G(X));
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5. zatem ψG(X) ◦K(ρX) : K(F (X)) → L(G(X)).

Poªó»my
(ψ ⊗ ρ)X = ψG(X) ◦K(ρX) ,

oraz ψ ⊗ ρ = ((ψ ⊗ ρ)X)X∈Ob(C). Poka»emy teraz, »e tak zde�niowana rodzina
odwzorowa« ψ ⊗ ρ jest naturaln¡ transformacj¡. Ustalmy w tym celu dowolny
mor�zm f : X → Y z kategorii C. Z tego, »e ρ jest naturaln¡ transformacj¡
wynika, »e nast¦puj¡cy diagram

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

ρX

F (f) G(f)

ρY

komutuje. Po naªo»eniu na ten diagram funktora K otrzymujemy komutowanie
nast¦puj¡cego diagramu

K(F (X)) K(G(X))

K(F (Y )) K(G(Y ))

K(ρX)

K(F (f)) K(G(f))

K(ρY )

Zauwa»my teraz, »e G(f) : G(X) → G(Y ) w kategorii D. Korzystaj¡c z natu-
ralno±ci ψ otrzymujemy komutowanie nast¦puj¡cego diagramu:

K(G(X)) L(G(X))

K(G(Y )) L(G(Y ))

ψG(X)

K(G(f)) L(G(f))

ψG(Y )

Poª¡czmy oba otrzymane diagramy (u»yte kolory mog¡ troch¦ pomóc w zorien-
towaniu si¦ jak to poª¡czenie wygl¡da):

K(F (X)) K(G(X)) L(G(X))

K(F (Y )) K(G(Y )) L(G(Y ))

K(ρX)

K(F (f))

ψG(X)

K(G(f)) L(G(f))

K(ρY ) ψG(Y )

Wewn¦trzne kwadraty w tym diagramie komutuj¡, zatem i caªy diagram komu-
tuje, zatem

(L ◦G)(f) ◦ (ψ ⊗ ρ)X = (ψ ⊗ ρ)Y ◦ (K ◦ F )(f) ,

wi¦c ψ ⊗ ρ : K ◦ F •→ L ◦G.
Omówiona powy»ej metoda skªadania naturalnych transformacji nazywa si¦

zªo»eniem horyzontalnym. Oznaczyli±my j¡ symbolem ⊗, gdy» to si¦ nam
przyda w dalszych rozwa»aniach. W literaturze si¦ stosuje równie» inne ozna-
czenia (np. (ρ;ϕ)). Przeliczmy teraz kilka przykªadów.

Przykªad 6 Zaªó»my, »e F : C → C jest funktorem, oraz, »e η : I
•→ F , gdzie

I jest funktorem identyczno±ciowym z C do C. Rozwa»my nast¦puj¡cy diagram
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C C C

I

F

F

F

µ id

Wtedy (id⊗ η)X = idF (X) ◦ F (ηX) = F (ηX) zatem

id⊗ η = F (η) , (1)

no i, poniewa» F ◦ I = F mamy id⊗ η : F
•→ F 2, gdzie F 2 = F ◦ F .

Przykªad 7 Zaªó»my, podobnie jak w poprzednim przykªadzie, »e F : C → C
jest funktorem, oraz, »e η : I

•→ F , gdzie I jest funktorem identyczno±ciowym z
C do C. Rozwa»my nast¦puj¡cy diagram

C C C

F

F

I

F

id η

Wtedy (η ⊗ id)X = ηF (X) ◦ F (idX) = ηF (X) zatem

η ⊗ id = ηF , (2)

no i ponownie mamy η ⊗ id : F
•→ F 2.

Przykªad 8 Zaªó»my, »e F : C → C jest funktorem, oraz, »e µ : F 2 •→ F .
Rozwa»my nast¦puj¡cy diagram

C C C

F 2

F

F

F

µ id

Wtedy (id⊗ µ)X = idF (X) ◦ F (µX) = F (µX) zatem

id⊗ µ = F (µ) , (3)

no i, oczywi±cie, mamy id⊗ µ : F 3 •→ F 2.

Przykªad 9 Zaªó»my, podobnie jak w poprzednim przykªadzie, »e F : C → C
jest funktorem, oraz, »e µ : F 2 •→ F . Rozwa»my nast¦puj¡cy diagram

C C C

F

F

F 2

F

id µ

Wtedy (mu⊗ id)X = µF (X) ◦ F (idX) = µF (X) zatem

µ⊗ id = µF , (4)

no i, oczywi±cie, mamy id⊗ µ : F 3 •→ F 2.
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9 Kategorie endofunktorów

W rozdziale tym b¦dziemy zajmowali si¦ kategori¡ Endo(C) = [C, C], czyli ka-
tegorii wszystkich endofunktorów kategorii C. Przypomnijmy, »e obiektami
Endo(C) s¡ wszystkie funktory z C w C, czyli endofunktory kategorii C. Za-
uwa»my, »e funktor identyczno±ciowy I kategorii C jest endomor�zmem.

Zauwa»my nast¦pnie, »e Endo(C) jest kategori¡ monoidaln¡, z produktem
⊗ : Endo(C)× Endo(C) → Endo(C) okre±lonym dla pary endofunktorów (F,G)
wzorem

F ⊗G = F ◦G
oraz iloczynem ρ ⊗ ψ naturalnych transformacji okre±lonym jako ich zªo»enie
horyzontalne. Elementem neutralny jest endomor�zm identyczno±ciowy I.

Zauwa»my, »e F ◦(G◦H) = (F ◦G)◦H, wi¦c F⊗(G⊗H) = (F⊗G)⊗H, a wi¦c
w kategorii Endo(C) mamy αF,G,H = idF◦(G◦H). Podobnie I ⊗ F = I ◦ F = F
oraz F ⊗ I = F ◦ I = F , wi¦c w tej kategorii mamy λF = idF i ρF = idF
(takie kategorie monoidalne w których izomor�zmy α, λ i ρ s¡ identyczno±ciami
nazywamy ±cisªymi kategoriami monoidalnymi).

W Rozdziale 7.1 zde�niowali±my pojecie monoidu w kategorii monoidalnej.
Przepiszemy teraz to poj¦cie korzystaj¡c z tego co wiemy o wªasno±ci kategorii
monoidalnej Endo(C). Zatem, obiekt M ∈ Endo(C) jest monoidem je±li istniej¡

mor�zmy (czyli w naszym przypadku naturalne transformacje) η : I
•→M oraz

µ :M ⊗M
•→M takie, »e nast¦puj¡ce dwa diagramy

M ⊗M

I ⊗M M ⊗ I

M

µ

η⊗id id⊗η

(M ⊗M)⊗M M ⊗ (M ⊗M)

M ⊗M M ⊗M

M

µ⊗id id⊗µ

µ µ

komutuj¡. Strzaªki odpowiadaj¡ce mor�zmom α, λ i ρ zast¡pili±my równo±ciami
(bo Endo(C) jest ±cisª¡ kategori¡ monoidaln¡). Korzystaj¡c z oznacze« M ⊗
(M⊗M) =M3,M⊗M =M2, z tego I⊗M = I◦M =M orazM⊗I =M ◦I =
M i spªaszczaj¡c górny wiersz w drugim diagramie otrzymujemy nast¦puj¡ce
dwa diagramy:

M2

M M

M

µ

η⊗id id⊗η
M3

M2 M2

M

µ⊗id id⊗µ

µ µ
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Skorzystajmy teraz z równo±ci (1), (2), (3) i (4) otrzymujemy dwa diagramy
de�nuj¡ce monad¦ z De�nicji 2. Osi¡gn¦li±my wi¦c nasz cel. Monada to
monoid w kategorii endofunktorów, w której mor�zmami s¡ transfor-
macje naturalne, traktowanej jako kategoria monoidalna z produk-
tem zde�niowanym jako zªo»enie funktorów oraz horyzontalnym zªo-
»eniem transformacji naturalnych.
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