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Podstawowe pojecia
Def. Rodzine S podbioréw zbioréw () nazywamy cialem
zbioréw jesli

1. S#0

2. ABeS - AUBEeS

3. AcS - A=0\AeS
Def. Ciato zbioréw S nazywamy o-ciatem jesli dla kazdego ciagu
(Ap)n>1 elementéw S mamy Uns14n €S
Def. Przestrzenia probabilistyczna nazywamy tréjke (Q, S,P)
taka, ze S jest o-cialem podzbioréw zbioru Q) oraz P jest funkcja
taka, ze

1. P: S —[0,1]

2.P(0)=1

3. dla dowolnego ciagu przeliczalnego (A, ),>1 elementéw

ciata S parami roztacznych mamy

P<U An> :EP(An)

n>1

Terminologia
1. zdarzenie elementarne = element zbioru ():

2. zdarzenie = element o-ciala S

3. P(A): prawdopodobienistwo zbioru A

Podstawowe wlasnos$ci
1. P(@) =0
2. JesliA,Be SorazAUB=®,toP(AUB) =P (A)+P(B)
3. JesliA,Be SorazA C B,toP(A) <P (B)

W szczeg6lnoscei: jeslia # b to P ({a,b}) =P ({a}) + P ({b}).
Tw. P(AUB) =P (A)+P(B)—P(ANB

Tw. Jesli Ag C Ay C Ay C...,toP (U, Ay) = lim, P (Ay).
Tw. Jesli Ag D A1 D Ay D ..., to P (N, An) = lim, P (An).

Podstawowe przyklady

1. Kombinatoryczna przestrzen probabilistyczna: () - zbiér
skoriczony; S = rodzina wszystkich podzbioréw zbioru Q);

P(A) = {3}

2. Kwadrat: Q = [0,1]%; S = rodzina wszystkich podzbioréw
Q) dla ktérych potrzfimy policzy¢ powierzchnie (formalnie:
np. o-cial podzbior6w borelowskich kwadratu); P (A)=
"powierzchnia zbioru A”

3. Przestrzen probabilistyczna dyskretna. Mamy ustalony
zbiér przeliczalny (). Mamy dany ciag liczb rzeczywistych
dodatnich (py)weq takich, ze ¥, po = 1. Za S
przyjmujemy rodzine wszystkich podzbioréw zbioru ().
Dla A € S kladziemy P (A) = Y_,c4 Pw-

Niezaleznosé

Def. Zdarzenia {A; : t € T} sa niezalezne jesli dla dowolnego
niepustego i skoriczonego podzbioru S C T mamy
P([) Nses As = [ [P (As) .
s€S
Whniosek: Zdarzenia A i B sa niezalezne jesli
P(ANB)=PrA-PrB.
Przyklad (Kostka Kolmogorowa) przestrzeri kombinatoryczna:
Q={rgbw} R={rw} G={g w}, B={bw} Zdarzenia
R, G, B sa parami niezalezne ale nie sa niezalezne.
Def. (Prawdopodobieristwo warunkowe) Jesli P (B) > 0 to
P(ANB)
P(B)
Whniosek: Jesli A i B sa niezalezne, to P (A|B) =P (A).
Tw. [O prawdopodobieristwie catkowitym] Jesli zdarzenia
By, ..., By sa parami roztaczne, By U...UB, = QorazP (B;) > 0
dlai=1,...,n,to

P (A|B) =

-

Il
—_

P(A) =) P(A|B)-P(Bi)

1

Tw. [Wzor Bayesa] Jesli zdarzenia By, ..., B, sa parami roztaczne,
ACBU...UB, =QorazP(B;) >0dlai=1,...,n,to

P (Bi|A) _ P (A‘Iljt()A)P (BL)

Zmienne losowe

Def. Zmienna losowa nazywamy funkcje X : ) — R taka, ze
(Va € R)(f'((~o0,a)) € 5)

Tw. Niech X : ) — R. Nastepujace warunki sa réwnowazne

X jest zmienna losowa

(Va € R)(f'((—00,a]) € S)

(Va € R)(f1((a,00) € S)

(Va,b € R)(f~1((a,b) € S)

Def. Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje
Fx : R — R zadana wzorem

Fx(t) =P (X <t)

L

(=P({weQ: X(w) <t}))

Tw. Niech F bedzie dystrybuanta pewnej zmiennej losowej.
Wtedy

1. lim¢ e F(£) =1
2. limy_, o F(t) =0
3. (Va € R)limy_,q4 F(t) = F(a))
Def. Zmienna ma rozktad ciagly jesli isnieje funkcja f > 0 taka,

ze Fx(t) = [ f(b)dt.

Tw. Jedli f jest gestoscia zmiennej losowej X, to

Pr(X € [a,b]) = [ f(t)dt

Tw. Jedli dystrybuanta Fy jest ciagta oraz U ma rozklad
jednostajny na odcinku (0,1) to zmienna losowa F~! o U ma
dystrybuante Fx.

Wartosé oczekiwana
Ogolna definidja: E (X) = [, g§(X(w))dP(w)

1. Dla zmiennej losowej dyskretnej o wartosciach w zbiorze
{xe 1k € N} E(g(X)) = Len 8(xx) Pr(X = xi)

2. W szczegoélnosci, jesli X przyjmuje warto$ci w zbiorze liczb
naturalnych, to E (¢(X)) = Yren (k) Pr(X = k)

3. Jesli X ma gestosé f to E(g(X)) = [ g(t)f(t)dt
4. W szczeg6lnosci: jesli X ma gestosé f to E (X) = [ tf(t)dt
5. W szczegoélnosci: jesli X ma gestos¢ f to
E(X?) = [g 2 f()at
Tw. E (aX + bY) = aE (X) + bE (Y)
Def. var (X) =E ((X — E(X))?)
Tw. var (X) = E (X2) — (E(X))?
Tw. var (aX + b) = a?var (X)

Podstawowe nier6wnosci

Tw. [Markov]Jesli X > 0ia > 0 to Pr[X > a] < EX)

Tw. [Czebyszew] Pr(|X —E (X) | > a) < %(ZX)

Tw. [Cauchy] E (XY) < \/E (X2)\/E (Y?)

Funkcje tworzace

Def. Funkcja tworzaca zmiennej losowej X nazywamy funkje
zadana wzorem ¢x (t) = E (+X)

Jesli rg(X) C N to

k>0

Tw. Niech ¢x(t) bedzie funkcja tworzaca zmiennej losowej X.
Wtedy

L gx(5)(1) =1

2. ¢ (1) = E(X)

3. ¢ (1) = var (X) —E (X)

Whiosek: var (X) = ¢%(1) + E (X) — (E (X))

Zmienne niezalezne

Def. Zmienne X i Y sa niezalezne, jesli dla dowolnych a, b zbiory
X1 ((=00,a))iY~1((—00,b)) sa niezalezne

Definicja ta w spos6b naturalny rozciaga sie na dowolna rodzine
zbioréw

Tw. Jesli X1, ..., X, sa niezalezne, to

var (Xy + ...+ Xy) = var(Xy) + ...+ var (X,)



Twierdzenia graniczne

Tw. [Stabe prawo wielkich liczb] Jesli Xj, X5, . .. sa niezalezne oraz
E(Xy) = pivar (Xy) =02 to

(Ve > 0) (lim Pr (’M —y‘ >e) :O>
n—00 n

Tw. [Silne prawo wielkich liczb] Jesli Xj, X5, ... sq niezalezne,
maja wspélny rozktad E (X;) = pivar (X;) = 0% < e to

pr<hmM:m> -1

n—00 n

Tw. [Centralne twierdzenie graniczne] Jesli X1, Xo,...sa
niezalezne, maja wspoélny rozklad, E (Xy) = p i
var (X) = 0? <ooorazS, = Xy +...+ X, todla kazego t

_ t
Jlim Pr (S" m:;‘u < t) = ﬁ /_oo exp(—x2/2)dx

Przyklady zmiennych losowych
Rozklad Bernoulliego

Def. X ~B(p) = (P(X=1)=pAP(X=0)=1-p)
Tw. Jesli X ~ B(p) to E(X) = p, var (X) = p(1—p)
Rozklad Dwumianowy

Def. X ~ Bin(n,p) =P (X =k) = ()p*(1—p)"*

Tw. Jesli X ~ Bin(n, p) to E (X) = np, var (X) = np(1 —p)

Tw. Jesli X3, ..., Xy sa niezalezne oraz X; ~ B(p) dla

i=12...,nto Xy +...+ X, ~Bin(n, p).

Rozklad Geometryczny

Def. X ~ Geo(p) =P (X =k) = p(1—p)* 1, k>1
— 1-

Tw. Jesli X ~ Geo(n, p) to E(X) = 3, var (X) = —F

Rozklad Poissona
Def. X ~Po(A) =P (X =k) = 14, k>0

Tw. Jesli X ~ Po(A) to E(X) = A, var (X) = A

Rozklad Normalny

Def. Zmienna losowa ma rozktad normalny A (y, o) jesli ma

)2
gestosc f(t) = \/2}T7exp( (;‘72”) )

Tw. Jesli X ~ NV(y,0?) to E (X) = p oraz var (X) = 2.
Tw. Jesli X ~ N (u1,0%), Y ~ N (12, 02) oraz X 1Y sa niezalezne
to X+ Y ~ N (uy + po, 07 + 03)

Rozklad Jednostajny
Def. Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny Unif(a,b) w
odcinku [a,b] jesli Pr[X <=t] = (t —a)/(b—a) dlat € [a,]].

Tw. Jesli X ~ Unif(a,b) to E (X) = %42 oraz var (X) = (b;;)z.

Rozklad Jednostajny na zbiorze skoiczonym

Def. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny Unif({a,...,b})
w zbiorze {a,a+1,...,b—1,b}jesliPr[X =k] =1/(b—a+1)
dlat e {a,a+1,...,b—1,b}.

Tw. Jesli X ~ Unif({a,...,b}) to E(X) = 25! oraz

var (X) = %.



