Sciezki w grafach — wprowadzenie
Model i dane
@ graf prosty G = (V, E), skierowany lub nieskierowany
@ |V| = n wierzchotkéw |E] = m= O (n?) krawedzi

Sciezki w grafach. @ s € V — wierzchotek poczatkowy

Problem najkrétszych Sciezek — czesé 1.

DFS — przypomnienie

@ DFS eksploruje wszystkie wierzchotki v € V osiggalne z s
e do kazdego z nich znajduje pewna Sciezke od s

Algorytmy i struktury danych o Sciezki te ,zawarte sg” w drzewie DFS

Wyktad 20. @ DFS nie wyznacza najkrotszych (liczba krawedzi) Sciezek

Przyktad [DPV06]

3 czerwca 2024r.
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Problem najkrétszych Sciezek — wprowadzenie

Dtugosci krawedzi Przyktady [DPV06]

Graf wazony G = (V, E) — kazdej krawedzi (u, v) € E przypisana jest

Sacramento

waga (warto$¢, koszt, dtugos¢) c(u, v) = cuy € R. S o San =

@ wagi moga reprezentowaé np. diugosci krawedzi E——S —A / \\ wo  |om

@ w podstawowym wariancie c(u, v) = 1 dla kazdej krawedzi (u, v) n

’ C D E o Bakersfield o
>

Podstawowe pojecia D C —'B \ / \/ e \291

@ trasa w grafie G — cigg wierzchotkéw (vq, va, . . ., Vi) taki, ze B s : - Las

(Vi,Vig1) € Edlaie {1,... . k—1} —— el

@ Sciezka w grafie G — trasa bez powtdrzen wierzchotkéw Problem SHORTEST PATH — wariant podstawowy
k=1

@ dtugo$c¢ trasy (Sciezki) (v, Vo, . . ., V) to X_j c(Vi, Vit1) Dany jest graf G = (V, E), dtugo$ci krawedzi (c(u, v))

i=1 .
o jedli co(u,v) = 1, (u, v) € E, to dlugosé éciezki = liczba krawedzi BRIl SEERY & € V.

(u,v)€E oraz

iy . . L . . Dla kazdego wierzchotka v € V osiggalnego z s wyznacz diugosé
@ odlegtos¢ d(v;, v;) miedzy wierzchotkami v; i v; okreslamy jako dist(v) = g(s v) najkrétsze écieZkiagd s d% vw gr);fie G. 9
dtugo$¢ najkrotszej Sciezki od v; do v; w grafie G ’ J
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Problem najkrétszych $ciezek — wprowadzenie

Warianty problemu SHORTEST PATH

@ G=(V,E) jest DAGiem

@ G jest dowolny, c(u, v) = 1 dla wszystkich (u, v) € E

© dane sa s € V oraz c(u, v) > 0 — znajdz najkrétsze Sciezki od s
do wszystkich v € V (SINGLE-SOURCE SHORTEST PATH)

© jak w 3, ale ¢(u, v) sa dowolne (mozliwe ujemne dtugosci)

@ 2znajdz najkrotsze Sciezki miedzy kazdg parg wierzchotkéw
(ALL-PAIRS SHORTEST PATH)

© rozne uogdlnienia

e np. dodatkowe parametry — najkrotsza $ciezka, dla ktérej Sredni
czas przejazdu nie przekracza podanego limitu, itp.

@ Problemy najkrétszych $ciezek majg szereg r6znych zastosowan
— patrz np. rozdziat 4.2 w [AMO14].

@ Na kursie AiSD omawiamy problemy 1—4 (podstawy).

@ Bardziej szczeg6towo temat ten omawiany jest na kursie
wybieralnym Algorytmy optymalizacji dyskretnej.
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Algorytm BFS

‘ ‘

@ Input: graf G = (V, E), s € V — wierzchotek poczatkowy
@ Output:
e dist(v), v € V —dtugosci najkrétszych Sciezek od s; dist(v) = co
gdy v nie jest osiagalny z s
e pred(v), v € V — poprzednicy w drzewie BFS

procedure BFS(G = (V, E), s)
1: forall ve V do dist(v) < oo pred(v) < null
2: dist(s) — 0

3 Q< [9]

4: while Q is not empty do

5: u«— pull(Q) > wybor przegladanego wierzchotka
6: forall (u,v) € E do

7: if dist(v) = co then > v nie byt wczesniej odwiedzony
8: push(Q, v) > dodaj v na koniec kolejki
o: dist(v) « dist(u) + 1 > ustaw odlegtos¢ v od s
10: pred(v) «— u > ustaw poprzednika v w drzewie BFS
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Krawedzie o dtugosci 1 — algorytm BFS

Algorytm BFS (breadth-first search)

@ przegladanie grafu ,warstwa po warstwie”
e zaczynamy od s (dist = 0)
@ nastepnie przegladamy po kolei jego sasiadow (dist = 1)
@ nastepnie przegladamy jeszcze nieodwiedzonych sgsiadéw tych
sgsiadoéw (dist = 2) itd.
@ w iteracji d przeglagdamy wezty odlegte o d od wezta s
@ w iteracji d + 1 odwiedzamy wezly odlegte 0 d + 1 od s,
tj. sasiaddw weztéw przegladanych w iteracji d, ktérzy nie zostali
wczesniej odwiedzeni
@ wykorzystujemy kolejke FIFO Q
@ poczatkowo w Q jest wierzchotek s
e w kazdym kroku $ciagamy wierzchotek v z poczatku Q i dodajemy
na jej koniec wszystkich jeszcze nieodwiedzonych sgsiadow v
e konczymy, gdy kolejka Q jest pusta
@ dla kazdego wezta v pamietamy jego odlegtos¢ dist(v) od s oraz
poprzednika pred(v) w drzewie BFS
@ poczatkowo dist(s) = 0 oraz dist(v) = ocodlav # s
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Przyktad

Przyktad [DPV06]
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Algorytm BFS Eksploracja grafu — BFS vs DFS
Generyczny aigoryim oksporasi rafu spoinegd

Dla kazdego d > 0 istnieje iteracja, po ktérej: procedure SEARCH(G = (V, E), s)
@ wszystkie wierzchotki v € V w odlegtosci < d od s majg 1: forall v € V do visited(v) < false pred(v) < null
prawidtowo ustawione odlegtosci dist(v) 2: pred(s) — s > techniczna rzecz ,dla wygody”
@ wszystkie pozostate wierzchotki majg odlegtosci dist rowne oo 3: S —[s]
@ kolejka Q zawiera tylko wszystkie wierzchotki odlegte o d od s 4: while S is not empty do
. ] i i i 5: u «— head(S) > weZ pierwszy element z S, ale go nie usuwaj
ESTEREE 2 MOATE [P0 ErE s el e J 6: if not visited(u) then visited(u) « true > 1. wejscie do u
7 Detbloyefabpin-alto
ST : . 8: push(S, v) > v — jaki$ nieodkryty sasiad u
BFS ma ztozono$¢ liniowa wzgledem rozmiaru grafu, tj. O (| V| + |E|) % pred(v) — u
@ inicjalizacja: O (|V]) 10: else > odkryto wszystkich sgsiadéw u — usuri u z S
@ kazdy wierzchotek osiggalny z s jest raz wktadany do kolejki 11: delete(S, u)
@ | V| operacji pull i |V| operacji push o koszcie O (1) . !
@ wewnetrzna petla for przeglada kazda krawedz doktadnie raz Implemntaje algorytmu SRR :
(graf skierowany) lub dwa razy (graf nieskierowany) @ Jesli S jest kolejka (FIFO), otrzymujemy algorytm BFS.
o stata liczba operacji o koszcie O (1) na kazda krawedz — O (|E|) @ Jesli S jest stosem (kolejka LIFO), otrzymujemy algorytm DFS.
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Nieujemne diugosci krawedzi Nieujemne diugosci krawedzi

Pierwsze podejscie (naiwne) — adaptacja BFS

P o : — lo3 »
@ BFS zakfada, ze wszystkie krawedzie majg dtugos$é jednostkowg lerwsze podejscie (naiwne) — zlozonosc

o jesli diugosci c(u, v) > 0 w grafie G sa dowolne, mozemy ° jeé_li c(u_, v) > 0, to mamy bardzo duzo wierzchotkéw i podejscie
wprowadzi¢ ,sztuczne wierzchotki” naiwne jest nieefektywne
e dzielimy dtugie krawedzie na fragmenty dt. 1 — tworzymy graf G' @ w G = (V/, E') wyznaczamy odlegtosci do wierzchotkéw, ktére
e c(u, v) — 1 nowych wierzchotkéw dla krawedzi (u, v) s nieistotne
o kazda krawedz w grafie G’ ma diugo$é 1 e nie istniaty w oryginalnym grafie G = (V, E)
@ wszystkie wierzchotki z grafu G sg w G’ i odlegto$ci miedzy nimi @ zlozonos$¢ algorytmu BFSw G’ to O (|V'| + |E’|)
sg takie jak w G e w G = (V/, E) liczba wierzchotkow zalezy od wartosci c(u, v)
@ do wyznaczenia odlegtosci w G’ mozemy uzy¢ algorytmu BFS o V| =|V|+ S (c(u,v) —1)
ecE

N,

Przyktad [DPV06]

Whiosek: ztozonos¢ algorytmu ,naiwnego” zalezy liniowo od
wartosci dtugosci krawedzi, czyli wykfadniczo od dfugosci
ich reprezentacji (rozmiaru danych wej$ciowych).

Takie algorytmy nazywamy algorytmami pseudowielomianowymi.

.
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Ulepszenie algorytmu naiwnego

Jak ulepszy¢ algorytm ,naiwny”? — Intuicje

@ dopodki BFS w G’ nie dotrze do ktéregos$ z wierzchotkéw z G,
,nic ciekawego sie nie dzieje”
@ w kazdej iteracji BFS w G’ dla kazdego wierzchotka v w G mamy
pewne ograniczenie gérne T(v) na ,czas dotarcia” do v
@ poczatkowo T(s) =0, T(v) =ocodlav #s
@ w kolejnym kroku mamy T(v) = c(s, v) dla wszystkich sgsiadoéw s
(ich potencjalnym poprzednikiem jest s)
@ sg to ograniczenia gérne, bo w trakcie przechodzenia grafu
mozemy znajdowac ,skroty”
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Algorytm Dijkstry — wprowadzenie
Idea algorytmu Dijestry |

Idea algorytmu Dijkstry
@ algorytm iteracyjnie oblicza dist(v) dlav € V
@ w kazdym kroku dzieli (niejawnie) V na zbiory Soraz S= V\ S
e S — wierzchotki z wyznaczonymi najkrétszymi sciezkami od s
(permanentne, optymalne wartosci dist(-))
e S — wierzchotki z pewnym ograniczeniem gérnym na dtugoéé
najkrétszej Sciezki od s (tymczasowe wartosci dist(s))
@ permanentne warto$ci dist(v) ustalane sg w kolejnosci wedtug
rosnacej odlegtosci weztéw od s

Algorytm Dijkstry w kazdym kroku wybiera u € S z najmniejszg
tymczasowg wartoscig dist(u) (zaczynajgc od s), oznacza dist(u)

jako optymalne (,przenosi u z S do S”) i wykonuje distance update.

Kluczowa obserwacja

Dla u € S o najmniejszej tymczasowej wartosci dist(u), ta warto$é
jest optymalna i moze zosta¢ uznana za permanentng (docelowa).
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Algorytm Dijkstry — wprowadzenie

Jak ulepszy¢ algorytm ,naiwny”? — Intuicje

@ [...] pierwsza ,wazna rzecz” dzieje sie po dotarciu do u # s
0 najmniejszym estymowanym czasie dotarcia T(u)

@ poniewaz dtugosci krawedzi c(s,+) > 0, do u nie mozemy dotrze¢
wczesniej — dist(u) = T(u), pred(u) = s i najkrétsza $ciezka od
s do u jest juz wyznaczona
@ z u moga wychodzi¢ krawedzie do pewnych v t. ze:
e T(v)= oo — dla v mozemy ustawi¢ estymowany czas dotarcia na
T(v) = dist(u) + c(u, v) oraz potencjalnego poprzednika na u
e T(v) < oo — sprawdzamy, czy nie znalezliSmy krétszej Sciezki od
sdo v. Jesli T(v) > dist(u) + c(u, v), to szybciej dotrzemy do v
idac przez u, wiec uaktualniamy (zmniejszamy) estymowany czas
dojécia do v i jego potencjalnego poprzednika
@ kolejna ,wazna rzecz” dzieje sie w momencie, gdy dotrzemy do
wierzchotka v’ 0 najmniejszym estymowanym czasie dotarcia
T(u"), do ktérego najkrétsza Sciezka nie jest jeszcze ustalona
e powtarzamy procedure, az wyznaczymy najkrétsze sciezki do
wszystkich wierzchotkéw osiggalnych z s
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Algorytm Dijkstry — implementacja generyczna

@ Input:
e graf G= (V, E) zwagami c(u,v) > 0dla (u,v) € E
@ s € V —wierzchotek poczatkowy
@ Output:
e dist(v), v € V —dtugosci najkrétszych Sciezek od s
e pred(v), v € V —poprzednicy w drzewie najkrétszych sciezek

.80, S—V

2: forall ve V do dist(v) < oo, pred(v)«— null
3: dist(s) — 0

4: while S # () do

5: select u € S with smallest dist(-) > node selection

6: S — Su{u}, EHE\{U}

7. forall (u,v) € E do

8: if dist(v) > dist(u) + c(u, v) then > distance update
9: dist(v) « dist(u) + c(u, v)

10: pred(v) «— u

————
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Algorytm Dijkstry — Przyktad
Przyled |

Pojedyncza iteracja (dopdki S # )
@ wybierz u € S z najmniejszag tymczasowg warto$cig dist(u)

@ przenie§ uz Sdo S
@ wykonaj operacije distance update:
(Y (u, v) € E)(dist(v) < min{dist(v), dist(u) + c(u, v)})
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Generyczny algorytm Dijkstry — ztozonosé

Czas dziatania (|V| = n, |E| = m)

Gtéwne operacje: node selection oraz distance update
@ node selection: O (n?)
@ facznie n operaciji
e czas pojedynczego wyboru ograniczony z géry przez |S| < n
@ distance update: O (m)
e dla kazdego u € V robimy update dla kazdej krawedzi (u, v)
@ jedna operacja o koszcie O (1) dla m krawedzi

Razem: O (n* + m)

Uwagi i optymalizacje
e dla graféw gestych m = © (n?) asymptotycznie lepiej sie nie da
@ musimy przejrze¢ kazda krawedz — sktadnik O (m) zostanie
@ da sie poprawi¢ ztozono$¢ dla graféw rzadkich z m = o (n?)
@ miejsce do optymalizacji: operacja node selection

o albo poprawiamy worst-case complexity do o (1)
e albo znaczaco redukujemy czas dla ,praktycznych instancji”’
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Algorytm Dijkstry — obserwacje

@ algorytm Dijkstry zatrzymuje sie, gdy wyznaczy najkrétsze
Sciezki do wszystkich wierzchotkéw osiggalnych z s (wszystkie
wartosci dist(v) sa optymalne)

@ w kolejnych iteracjach wyznaczane jest (niejawnie) drzewo
o korzeniu w s ztozone z wierzchotkow v € V, dla ktérych
dist(v) # oo (permanentne i tymczasowe)

@ na koniec bedzie to drzewo najkrétszych Sciezek

@ to drzewo mozemy odtworzy¢ na podstawie wskaznikéw pred(v)

Kluczowe operacje

@ node selection — wybér wierzchotka u € St.ze
dist(u) = min{dist(v): v € S}

@ distance update — dla wybranego wierzchotka u przeglagdamy
wszystkie krawedzi (u, v) € E i wyznaczamy
dist(v) = min{dist(v), dist(u) + c(u, v)}
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Algorytm Dijkstry — implementacje kopcowe

Optymalizacja operacji node selection

@ w kazdej iteracji wybieramy wierzchotek u z najmniejsza
tymczasowa wartoscig dist(u)
@ pomyst: uzyj kolejki priorytetowej (typu min)
@ kluczem jest tymczasowa wartos¢ dist(s)
e w kolejce przechowujemy jedynie wierzchotki z S
o nie musimy przechowywaé wierzchotkéw v € S z dist(v) = oo

@ efektywne implementacje kolejek priorytetowych — kopce

Kolejka priorytetowa

@ kazdy element posiada wartos¢ liczbowa — klucz (priorytet)

@ uzywamy kolejki typu min

@ wspierane operacje (,minimalny interfejs” kolejki priorytetowe;j):
o create-queue()
o find-min(Q)
o extract-min(Q)

e insert(Q, i, k)
o decrease-key(Q, i, k)
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Algorytm Dijkstry — implementacje kopcowe

procedure Heap-Dijkstra(G = (V, E), ¢, s)
1: H — create-heap() > klucze — wartosci dist(s)
2: forall ve V do dist(v) < oo, pred(v) — null
3: dist(s) < 0
4: insert(H, s, dist(s))
5: while H is not empty do
6: u « extract-min(H) > node selection
7. forall (u,v) € E do
8: if dist(v) > dist(u) + c(u, v) then > distance update
9: prev_dv — dist(v)

10: dist(v) < dist(u) + c(u, v)

11: pred(v) «— u

12: if prev_adv = co then

13: insert(H, v, dist(v))

14: else

15: decrease-key(H, v, dist(v))
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Ztozonos¢ algorytmu Dijkstry

@ insert i decrease-key: O (logy n), extract-min: O (dlogy n)
@ d-aryHeap-Dijkstra: O (mlogy n+ ndlogy n)
@ Jakie d jest asymptotycznie optymalne?
@ mlogyn=ndlog,n < d=max{2,[m/n|}
o dostajemy wéwczas ztozono$¢ O (mlog, n)
e gdy m= Q(n'**) dla pewnego € > 0, to d = [m/n] = Q(n°)
i mamy ztozono$¢ O (m) (algorytm asymptotycznie optymalny)

Kopiec Fibonacciego

@ extract-min: O (log n)

@ pozostate: O (1) (koszt zamortyzowany)

@ FibonacciHeap-Dijkstra: O (m + nlog n)

@ jeden z asymptotycznie najszybszych silnie wielomianowych
algorytméw dla problemu najkroétszej $ciezki z wagami > 0

@ kopiec Fibonacciego to skomplikowana struktura — wymaga
ztozonej implementacji (w praktyce duzy koszt)
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Ztozonos¢ algorytmu Dijkstry

Implementacja kopcowa — ziozono$¢ (|V| = n, |E| = m)

@ kazdy wierzchotek osiggalny z s wktadamy do kopca
i wyciaggamy z niego doktadnie jeden raz

@ mamy wiec po < n operacji extract-min oraz insert

@ kazdg krawedz ze spoéjnej skiadowej s przegladamy jeden raz —
O (m) operacji decrease-key

@ zlozono$¢ zalezy od uzytej implementacji kopca

Kopiec binarny (|V| = n, |E| = m)
@ insert, extract-min i decrease-key: O (log n)
@ BinaryHeap-Dijkstra: O ((m + n) log n)
@ O (mlog n) gdy graf jest spdjny
o dla m = © (n*) mamy O (n” log n) — gorzej niz wersja generyczna
(zwykta tablica zamiast kopca)
e dla m= ©(n) mamy O (nlog n) — duzo lepiej
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Algorytm Dijkstry — uwagi i poprawnos$¢

Inne implementacje algorytmu Dijkstry

Istniejg implementacje algorytmu Dijkstry, ktére wykorzystujg nieco
inne podejscie. Ich czas dziatania zalezy od kosztéw c(u, v), ale dla
pewnych rodzin graféw w praktyce okazuija sie by¢ wydajne.

@ algorytm Diala
@ algorytm RADIX HEAP
Beda one oméwione na kursie Algorytmy optymalizacji dyskretne;.

Poprawnos¢ algorytmu Dijkstry (formalnie)
Hipoteza indukcyjna (indukcja po |S|):
@ dla v € S wartosci dist(v) sa optymalne (permanentne)

@ dla v € S warto$ci dist(v) sg dtugoéciami najkrotszych éciezek
od s do v, ktérych wszystkie wezty posrednie sg z S (przechodzg
tylko przez wezty z optymalnymi wartosciami dist(v))

Hipoteza indukcyjna jest oczywista dla S = ().
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Poprawnos$c¢ algorytmu Dijkstry

% Szkic dowodu — czes$é 1.
@ w kazdej iteracji do S dodajemy jeden wierzchotek u € St.ze
dist(u) = min{dist(v): v € S}
@ z zat. ind. wiemy, ze dist(u) jest dtugoscia najkrotszej sciezki Py
od s do u przechodzacej jedynie po wierzchotkach z S

@ rozwazmy dowolng $ciezke P’ od s do u zawierajgcg wierzchotki
posrednie z S

@ niech w — pierwszy wierzchotek z S na P’
e wrozdziela P’ na P} i P}
e P; zawiera tylko wierzchotki posrednie z S

@ z zat. ind. i sposobu wyboru u mamy
length(P}) > dist(w) > dist(u) = min{dist(v): v € S}
(dist(w) to dt. najkrotszej Sciezki (po wierzch. z S) od s do w).
@ length(P}) > 0, zatem length(P’) > dist(u) = length(P)

@ Whiosek: dist(u) to diugos¢ najkrotszej Sciezki
od s do u w grafie G = (V, E)

y
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Wyktad 20. zostat w wigkszosci przygotowany na podstawie ksiazki

[DPV06] S. Dasgupta, Ch. Papadimitriou, U. Vazirani, Algorithms,
15t edition, McGraw-Hill Education, 2006 (fragmenty rozdziatu 4)
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Theory, Algorithms, and Applications, Pearson Education, 2014
(fragmenty rozdziatu 4)
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Introduction to Algorithms, 4! edition, MIT Press, 2022
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AiSD — Wykiad 20. Sciezki w grafach

Poprawnos$¢ algorytmu Dijkstry

% Szkic dowodu — czesé 2.

@ po ustaleniu optymalnej wartosci dist(u) i przeniesieniu u z S do
S, dtugosci najkrétszych Sciezek po wierzchotkach z S dla

pozostatych wierzchotkéw z S mogty zmale¢
e Sciezki moga teraz przechodzi¢ dodatkowo przez u

@ po oznaczeniu dist(u) jako permanentna, algorytm wykonuje
operacje distance update dla wszystkich v e V t.ze (u,v) € E
@ po tych update’ach sciezkas=vop— vy —--- — vy =V
wyznaczona przez indeksy pred(-) spetnia
dist(Viy1) = dist(vi) + ¢(vi, Viz1), 0 < i< h
o ta Sciezka po drodze przechodzi tylko po wierzchotkach z SU {u}

@ mozna pokazac, ze jesli spetnione sg powyzsze rownosci, to
wartosci dist(v) dla v € S\ {u} sa diugosciami najkrotszych
$ciezek (przechodzacych po weztach z SU {u})
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