Algorytmy optymalizacji dyskretnej 2025/26
LISTA 2

Zadania na tej liScie zaczerpnigte sa z podrecznikow [AMO93| IDPVO06].

Zadanie 0. Przeczytaj rozdziat 1.3 (Applications) z podrecznika [AMO93|] omawiajacy przyktadowe
zastosowania przeptywdéw w sieciach do modelowania i rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych
z réznych dziedzin. Zajrzyj takze do rozdziatu 19.10, gdzie zaprezentowana jest duzo obszerniejsza lista
zastosowatﬂ (cze$¢ z nich omawiana jest nieco doktadniej w rozdziale 19).

Zadanie 1. Sformutuj zadanie znajdowania najkrétszych Sciezek w sieci G = (N, A) z wyr6znionego
wierzchotka s € N do wszystkich wierzchotkéw ¢ € N \ {s} jako zagadnienie najtariszego przeptywu.

Zadanie 2. Sformutuj problem najkrétszej Sciezki oraz problem przydziatu jako problem cyrkulacji
(por. rozdziat 1.2 w [AMOO93|)).

Zadanie 3. Rozwazmy wariant problemu transportowego, w ktérym suma zapotrzebowan odbiorcow
> ie{l,..,m} Si — jest to tzw. problem niezréwnowazony. Wprowadzmy kare p; za kazda jednostke nie-
zrealizowanego popytu na towar u j-tego odbiorcy. Sformutuj problem jako standardowy problem trans-
portowy, tj. problem, w ktérym suma zapotrzebowar u odbiorcéw jest rtéwna sumie podazy u dostawcow.

Zadanie 4. Uczestnicy konferencji naukowej ida na wspdlng kolacje. Aby zwigkszy¢ mozliwos¢ bliz-
szego poznania si¢ postanowili, ze przy jednym stole bgda siedzialy tylko osoby z r6znych uczelni. Za-
t6zmy, ze mamy p uczelni, gdzie z i-tej uczelni, ¢ € {1,...,p}, jest a; uczestnikéw. Ponadto zaté6zmy,
ze dostepnych jest g stotow, gdzie j-ty stét, j € {1,..., ¢}, ma b; miejsc. ZnajdZ rozmieszczenie uczest-
nikéw konferencji przy stolach, aby osiagnaé cel blizszego poznania si¢ — o ile takie rozmieszczenie
istnieje dla zadanych danych. Sformutuj problem jako zagadnienie najtaiszego przeptywu.

Zadanie 5. Policja w matym miasteczku ma w swoim zasiggu trzy dzielnice oznaczone jako p1, p2 i p3.
Kazda dzielnica ma przypisana pewna liczbe radiowozéw. Policja pracuje w systemie trzyzmianowym.
W tabelach[T]i 2] podane sa minimalne i maksymalne liczby radiowozéw dla kazdej zmiany.

Tabela 1: Minimalne liczby radiowozéw dla kazdej zmiany i dzielnicy

zmiana 1 zmiana2 zmiana 3

D1 2 4 3
D2 3 6 5
pP3 ) 7 6

Tabela 2: Maksymalne liczby radiowozéw dla kazdej zmiany i dzielinicy

zmiana 1 zmiana2 zmiana3

P1 3 7 5
p2 5 7 10
p3 8 12 10

Aktualne przepisy wymuszaja, ze dla zmiany 1, 2 i 3 powinno by¢ dostepnych, odpowiednio, co naj-
mniej 10, 20 i 18 radiowozdéw. Ponadto dzielnice p1, p2 i p3 powinny mie¢ przypisane, odpowiednio, co
najmniej 10, 14 i 13 radiowozow. Policja chce wyznaczy¢ przydzial radiowozéw spetniajacy powyzsze
wymagania i minimalizujacy ich catkowita liczbe. Sformutuj ten problem jako problem cyrkulacji.

'Na tym kursie bedziemy si¢ zajmowaé jedynie wybranymi sposréd zagadnienh oméwionych w tej ksiazce.



Zadanie 6. Rozwazmy wariant problemu MIN COST FLOW, w ktérym suma zasob6w jest nie mniej-
sza niz suma zapotrzebowan w sieci G = (N, A), tj. >_;cy b(i) = B > 0. Zredukuj ten problem do
,standardowego” wariantu problemu MIN COST FLOW podanego na wykladzie, w ktérym suma zaso-
béw jest rowna sumie zapotrzebowan, tj. Y, b(i) = 0.

Zadanie 7. W problemie BIPARTITE MAXIMUM CARDINALITY MATCHING celem jest wyznaczenie
skojarzenia o najwigkszym rozmiarze (czyli o najwigkszej liczbie krawedzi) dla danego nieskierowanego
grafu dwudzielnego G = (V4 U V4, E). Zredukuj tej problem do problemu maksymalnego przeptywu
(MAXIMUM FLOW). HINT: Najpierw sprébuj samodzielnie znalez¢ redukcjg, a dopiero potem ewentualnie zaj-
rzyj do rozdziatu 12.3 w [AMOO93].

Zadanie 8. (Redukcja problemu CIRCUIT VALUE do LINEAR PROGRAMMING)

Siecia boolowska (logiczng) C' = C(z1, ..., z,) nazywamy rodzing potaczonych bramek logicznych,
sktadajaca si¢ z n bramek wejSciowych odpowiadajacych zmiennym boolowskim z1,...,z, oraz m
bramek logicznych AND, OR oraz NOT (jedna z nich jest bramka wyjsciowa z sieci). Bramka NOT ma
jedno wejscie i jedno wyjscie, a bramki OR i AND maja dwa wejscia i jedno wyjécieﬂ

W problemie CIRCUIT VALUE dana jest sie¢ logiczna C' = C(x1, ..., x,) oraz wartoSciowanie zmien-
nych wejsciowych ©# = (my,...,m,) € {0,1}" i pytamy sig, czy wartoscia na wyjsciu sieci C' dla
wejScia 7 bedzie 1 (jest to réwnowazne obliczeniu wartosci na wyj$ciu sieci C'(7)).

Pokaz, ze dla kazdej instancji (C, 7) problemu CIRCUIT VALUE mozemy skonstruowaé w czasie wie-
lomianowym wzgledem jej rozmiaru egzemplarz problemu programowania liniowego, z rozwigzania
ktérego mozna odczyta¢ warto$¢ na wyjsciu sieci C'(7).

Podaj przyktad takiego egzemplarza problemu programowania liniowego dla sieci C'(z1, x2, x3) odpo-
wiadajacej formule logicznej —(z1 A x2) A (x2 V —x3) i wejsciam = (0,1, 1).

HINT: Dla kazdej bramki sieci g stworz zmienna decyzyjna o dziedzinie ciaglej 0 < x4, < 1 repre-
zentujaca jej wyjscie i — w zaleznosci od typu bramki — dodaj odpowiednie ograniczenia na warto$¢ z,
w zaleznoS$ci od wartosci wejsciowych (rdwnania i nieréwnosci liniowe; bramki wejSciowe majq ustalong
warto$¢ zalezng od podanego wejscia 7). Sformutuj ograniczenia tak, zeby w rozwiazaniu dopuszczal-
nym zmienne decyzyjne mogty przyjmowac tylko wartosci 0 lub 1, bedace poprawnym wyjsciem bramek
logicznych. W przypadku dalszych watpliwosci mozesz zajrzeé do rozdziatu 7.7 w [[DPVO6].

Wskazowka do zadan W pewnych przypadkach wygodniej jest przejs$¢ z zadania, w ktérym minima-
lizujemy funkcje¢ celu, do zadania, w ktérym maksymalizujemy funkcje celu. Warto tutaj zauwazy¢, ze
zbiory rozwiazan optymalnych nastgpujacych probleméw optymalizacyjnych:

min ¢(x) oraz max —c(x)
zel el

sg identyczne (F' oznacza tu — jak zwykle — zbiér rozwiazarn dopuszczalnych).
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’Taky sie¢ mozemy modelowaé jako skierowany graf acykliczny, ktérego wierzchotki odpowiadaja bramkom, a krawedzie
— potaczeniom migdzy nimi.



