Algorytmy optymalizacji dyskretnej 2025/26
LISTA 3

Zadania na tej liScie zaczerpnigte s z podrecznikéw [AMO93, BHM77] oraz ze strony [Beal]. Warto tez
zajrze¢ na strong [Soul?2] (notatki do wyktadu — cz¢$¢ 4. Knapsack oraz czgs¢ 8. Bin Packing).

Zadanie 1. Kierownictwo firmy rozwaza cztery projekty mozliwe do realizacji w trzyletnim okre-
sie, ktérych charakterystyke przedstawia ponizsza tabela (wszystkie kwoty podane sa w milionach $;
— oznacza, ze projekt nie jest realizowany w danym roku).

Projekt Zysk Wymagany kapitat
Rok 1 2 3
A 0,2 0,5 0,3 0,2
B 0,3 — 0,8 0,2
C 0,5 1,5 1,5 0,3
D 0,1 0,1 0,4 —
Dostepny kapitat 3,1 2,5 0,4

Dodatkowo mamy nastgpujace ograniczenia:
* projekty A i B nie moga by¢ realizowane jednocze$nie,

* jesli wybrany zostanie projekt D, to caly zysk z jego realizacji musi by¢ dodany do kapitatu
dostepnego w roku 3 (i nie wlicza si¢ do koficowego zysku).

Celem jest wybor projektow do realizacji, ktéry maksymalizuje koficowy zysk, nie przekracza dostgpne-
go kapitatu w kolejnych latach i uwzglednia wszystkie dodatkowe ograniczenia.

(a) Sformutuj powyzszy problem jako zagadnienie ILP. Wyznacz optymalny wybér projektéw (np.
korzystajac z wybranego solvera).

(b) Zalézmy, ze kierownictwo moze zdecydowacd, jaka czes$¢ zysku z realizacji projektu D zostanie
dodana do kapitalu dostgpnego w roku 3, a jaka wliczona do koiicowego zysku. Zmodyfikuj
model z podpunktu (a) tak, aby uwzglednial ta mozliwos¢.

Zadanie 2. W pewnej grze mamy plytki z matymi literami alfabetu. Dostgpne jest N, plytek z litera
a € {a,b,...,z}. Mozemy z nich utozyé dowolne ze stow wq, ..., w, (to moga by¢ np. wszystkie
poprawne stowa w danym jezyku lub stowa z pewnego stownika). Kazda ptytka moze by¢ uzyta co
najwyzej raz i kazde stowo mozemy utozy¢ co najwyzej raz. Za utozenie stowa w; otrzymujemy v; > 0
punktéw oraz dodatkowy bonus b;; > 0 za utozenie obu stéw w; oraz wj, 1,5 € {1,...,n}, i # j.
Naszym celem jest uzyskanie jak najwigkszej liczby punktéw przy uzyciu dostepnych ptytek.

(a) Sformutuj powyzszy problem optymalnego wyboru uktadanych stéw jako zagadnienie ILP.

(b) Jak zmieni si¢ model z podpunktu (a), jesli na poczatku musimy wybraé 100 sposréd wszystkich
dostepnych ptytek (w dowolny sposéb), ktérych mozemy uzy¢ do uktadania stow?

Zadanie 3. Trzy rézne elementy obrabiane sa kolejno na trzech maszynach. Kazdy element musi by¢
najpierw przetworzony na maszynie 1, nastgpnie na maszynie 2, a na koficu na maszynie 3. Kolejnos¢,
w ktérej poszczegdlne elementy sa przetwarzane, moze by¢ rézna dla kazdej z maszyn. Zatézmy, ze
znane sa czasy t;; wymagane do przetworzenia elementu ¢ na maszynie j dla ¢, j € {1,2, 3}. Celem jest
zminimalizowanie catkowitego czasu potrzebnego do przetworzenia wszystkich elementéw.



(a) Sformutuj powyzszy problem jako zagadnienie ILP. Zaproponowany model musi uwzgledniaé
nastgpujace ograniczenia: (1) dwa elementy nie moga by¢ przetwarzane na jednej maszynie w
tym samym czasie oraz (2) nie mozna rozpoczaé przetwarzania elementu ¢ € {1, 2, 3} na maszy-
nie j + 1, dopdki nie zakonczylo sig jego przetwarzanie na maszynie j, j € {1,2}. HINT: Mozesz
zdefiniowa¢ zmienne decyzyjne x;; jako czas rozpoczecia przetwarzania elementu ¢ na maszynie j.

(b) Zatézmy, ze poszczegdlne elementy musza by¢ przetwarzane w tej samej kolejnoSci na kazdej z
maszyn. Zmodyfikuj model ILP z podpunktu (a) tak, aby uwzgledniat to dodatkowe ograniczenie.

Zadanie 4. (Dyskretny problem plecakowy)

(a) Przedstaw dzialanie podanego na wyktadzie algorytmu opartego o programowanie dynamiczne
dla nastgpujacej instancji problemu: n =4, W =5, w = (2,3,1,4),7 = (4,5, 3,7).

(b) Pokaz, ze strategia zachtanna dla dyskretnego problemu plecakowego nie gwarantuje uzyskania
rozwiazania o warto$ci > € - Vopr dla zadnej stalej 0 < ¢ < 1, gdzie Vopr to warto$¢ rozwia-
zania optymalnego. HINT: W konstrukeji kontrprzyktadu wystarczy uzy¢ dwéch przedmiotow.

(c) Pokaz, jak zmodyfikowac ten algorytm, zeby warto$¢ zwréconego rozwigzania byta nie mniejsza
niz potowa warto$ci rozwigzania optymalnego.

Zadanie 5. Rozwazmy nastgpujaca prosta heurystyke NEXT FIT dla problemu BIN PACKING. Poczat-
kowo wszystkie pudetka sa puste. Rozpoczynamy od pudetka j = 1 i elementu ¢ = 1. Jes§li w pudetku
J zmiesci si¢ przedmiot 7, to wktadamy go tam i rozwazamy kolejny przedmiot (i < i + 1), a jesli nie,
to zamykamy pudetko j (nigdy do niego juz nie wracamy) i otwieramy kolejne pudetko (j «— j + 1).
Powtarzamy procedurg, az spakujemy wszystkie przedmioty.

(a) Jaka jest ztozono$¢ czasowa algorytmu NEXT FIT?
(b) Pokaz, ze NEXT FIT uzyje co najwyzej 2 razy tyle pudetek co w rozwiazaniu optymalnym.

(c) Dla dowolnego n € N skonstruyj instancj¢ o > n pudetkach/przedmiotach, dla ktérej algorytm
NEXT FIT uzyje doktadnie 2 - k* — 1 pudelek, gdzie k* jest optymalna liczba pudetek.

Uwaga. Naturalnym ulepszeniem strategii NEXT FIT jest algorytm FIRST FIT, ktory dla kazdego przed-
miotu szuka pierwszego z dotychczas otwartych pudelek, do ktérego ten si¢ zmiesci. Oznaczajac przez
k* optymalng liczbe pudetek mozna pokazaé, ze FIRST FIT uzyje k < [17/10 - k*] pudetek. Jesli na
poczatku dodatkowo posortujemy przedmioty nierosnaco wedlug rozmiaréw, to otrzymamy strategie
FIRST FIT DECREASING, ktora dziata w czasie O (n2) iuzywa k < 3/2-k* pudetek (znane jest tez inne
ograniczenie postaci k < 11/9 - k* + 4). Jesli P # NP, to ,lepiej si¢ nie da”, tzn. nie istnieje algorytm
wielomianowy, ktory dla dowolnej instancji uzyje k < p-k* pudetek dla pewnej statej p < 3/2. Te fakty
pokazemy na ¢wiczeniach do kursu Teoria obliczeri i ztoZonosé¢ obliczeniowa (11 stopiefi INA).

Zadanie 6. Sformutuj problem komiwojazera (TRAVELLING SALESMAN PROBLEM) jako zagadnie-
nie ILP. HINT: Mozesz poszuka¢ wskazéwek np. w rozdziale 9.1 w [BHMT77|| lub w przyktadzie Application 16.2
w [AMQOO93|| (patrz takze zadanie 16.20 w [AMOO93])).

Zadanie 7. (Redukcja problemu 3SAT do INTEGER LINEAR PROGRAMMING)

W N P-zupelnym problemie 3S AT dana jest formuta logiczna ¢ (z1, . . ., 2, ) w postaci koniunkcji klau-
zul zawierajacych alternatywe co najwyzej 3 literatéw (tj. zmiennych lub ich negacji) i pytamy sig, czy
jest ona spetnialna, tj. czy istnieje wartoSciowanie 7 = (7y,...,m,) € {0,1}", dla ktérego p(7) = 1
(rozwazamy wersj¢ decyzyjng problemu 3SAT).

Przyktadowo, w wersji z doktadnie trzema literatami w kazdej klauzuli, formutg 3SAT mozemy zapisaé
nastepujaco:

m
O(x1,...,2n) = /\(li1 Vi, Vi), gdziel;; € {z1,...,Tn, 221,...,"Tp}.



Zredukuj problem 3SAT do decyzyjnej wersji problemu INTEGER LINEAR PROGRAMMING, tj. po-
kaz, ze dla kazdej formuty logicznej ¢(z1,. .., x,) W postaci 3SAT mozemy w czasie wielomianowym
wzgledem jej rozmiaru skonstruowac egzemplarz problemu programowania liniowego catkowitoliczbo-
wego, dla ktérego istnieje rozwiazanie dopuszczalne wtedy i tylko wtedy, gdy formuta ¢ jest spetnialna.

Podaj przyktad takiego zagadnienia ILP dla ponizszej formuty.

o(z1,x2,23) = (21 V 722 V —g) A (22 V nx3) A (1 V o V a3) A (- V 3)
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