Algorytmy optymalizacji dyskretnej 2025/26
LABORATORIUM 4

Maksymalny przeptyw (MAX FLOW) — algorytmy bazujace na Sciezkach powigkszajacych

Termin realizacji: ostatnie zajecia przed 29.01.2026 r.

Waga listy: wy = 0,2

Warunek zaliczenia listy: realizacja zadan 1 i 2 (wraz ze sprawozdaniem).

Zadanie 1. [2,5 pkt]
Dla k-elementowego ciagu bitowego x definiujemy wage Hamminga H (z) jako liczbe jedynek w tym
ciagu (waga Hamminga H przyjmuje wartosci ze zbioru {0,1,...,k}). Niech ponadto Z(z) bedzie
liczba zer w ciagu x.

Dla danego k € N rozwazmy k-wymiarowa skierowana hiperkostke Hy = (Ng, Ag), tj. graf skierowa-
ny o |Ni| = 2F wierzchotkach, ktérych etykietami sa rézne ciagi binarne dtugosci k. Krawedzie (tuki)
w hiperkostce Hj, tacza wierzchoiki etykietowane ciagami rézniacymi si¢ na doktadnie jednej pozycji
i prowadza od wierzchotka z etykieta o mniejszej wadze Hamminga do wierzcholka z etykieta o wigkszej
wadze. Latwo zauwazy¢, ze kazdy wierzchotek ¢ € Ny, jest poczatkiem lub koincem doktadnie k tukdow,
a k-bitowe ciagi etykietujace wierzchotki moga by¢ traktowane jako binarne reprezentacje liczb natu-
ralnych od 0 do 2¥ — 1. Stad formalnie hiperkostke skierowana mozemy zdefiniowaé jako graf o wierz-
chotkach Ny, = {0, 1,...,2% — 1}, gdzie etykieta e(i) wierzchotka 7 jest k-bitowa reprezentacja liczby 1,
a zbiorem krawedzi (fukéw) jest Ay, = {(4,7) € Npx Ng: e(j)—e(i) > 0N H(e(j)—e(i)) = 1} (wde-
finicji zbioru krawedzi Ay, wyrazenie e(j) — e(i) oznacza réznice wektoréw z {0, 1}* reprezentujacych
etykiety wierzchotkéw j oraz 7). Dla tak zdefiniowanego grafu Hj, mamy |A;| = k21,

Pojemnos¢ u;; kazdej krawedzi (i, j) € Ay, losujemy niezaleznie z rozktadem jednostajnym ze zbioru
{1,...,2}, gdzie | = max{H (e(i)), Z(e(i)), H(e(5)), Z(e(5))}.

Napisz program, ktéry zaimplementuje algorytm Edmondsa-Karpa (implementacja metody Forda-Ful-
kersona polegajaca na zwigkszaniu przeptywu po najkrétszych — w sensie liczby krawedzi — Sciez-
kach powigkszajacych, tj. Sciezkach ze Zrédta do ujscia w sieci residualnej; patrz np. rozdziat 24.2
w [CLRS22]) i dla podanego parametru wejsciowego k € {1,...,16}, oznaczajacego wymiar hiperkost-
ki, wygeneruje opisany wyzej graf skierowany Hj, oraz obliczy maksymalny przeptyw migdzy Zrédiem
s = 0aujsciemt = 2F — 1.

Program powinien przyjmowac wartos$¢ k jako parametr wejsciowy ——size k.

Drugim (opcjonalnym) parametrem wejSciowym powinien by¢ parametr ——printFlow. W przypadku,
gdy zostanie on podany na wejSciu, oprocz wartosci maksymalnego przeptywu program powinien takze
zwraca¢ wyznaczony przeplyw po kazdym tuku w sieci, tj. T = (z45)(; j)ea, -

Wynik (warto$§¢ maksymalnego przeptywu oraz — opcjonalnie — przeptyw po kazdym z tukéw) powinien
by¢ wypisywany na standardowe wyjscie, a na standardowym wyjsciu btedéw powinny by¢ wypisywane
w kolejnosci: czas dzialania catego programu oraz liczba Sciezek powigkszajacych wyliczanych przez
program w trakcie dziatania algorytmu.

Przeprowadz eksperymenty pozwalajace oszacowaé Srednia wielkosS¢ przeptywu, liczbe $ciezek powigk-
szajacych i czas dziatania programu dla wszystkich wartosci & € {1,...,16} (dla kazdego k wykonaj
odpowiednig liczbe niezaleznych powtoérzen). Uzyskane wyniki przedstaw przy pomocy wykreséw (war-
tosci badanych statystyk w zaleznosci od k).

Uwaga! Warunkiem koniecznym uzyskania maksymalnej liczby punktéw za to zadanie jest wykonanie
eksperymentéw dla wszystkich podanych wartosci k (sie¢ Hyg sktada sig z 2'6 = 65 536 wierzchotkéw
i 219 = 524 288 tukow).



Zadanie 2. [1,5 pkt]

Dla danych k£ € N oraz ¢ € N rozwazmy nieskierowany dwudzielny graf losowy majacy dwa roztaczne
podzbiory wierzchotkéw V; oraz Vs, kazdy o mocy 2%. Krawedzie grafu generowane sa w taki sposéb,
ze kazdy wierzchotek z V] ma ¢ sasiadow z V5 wybranych niezaleznie i jednostajnie losowo.

Napisz program, ktéry dla podanych parametréw wejsciowych k& € {1,...,16} oraz i < k wygeneruje
opisany powyzej graf i obliczy wielko$¢ skojarzenia o najwigkszym rozmiarze (por. zadanie 7 z listy 2
na ¢wiczenia).

Program powinien przyjmowac wartosci k oraz ¢ jako parametry wejsciowe, odpowiednio, ——size k
oraz ——degree 1.

Trzecim (opcjonalnym) parametrem wejSciowym powinien by¢ parametr ——printMatching. W przy-
padku, gdy zostanie on podany na wejsciu, oprocz wielkoSci maksymalnego skojarzenia program powi-
nien takze zwraca¢ wyznaczone skojarzenie (lista krawedzi).

Wynik powinien by¢ wypisywany na standardowe wyjsScie, a na standardowym wyjs$ciu bledéw powinien
by¢ wypisany czas dziatania calego programu.

Przeprowadz eksperymenty pozwalajace oszacowac Srednig wielko$¢ maksymalnego skojarzenia i czas
dziatania programu dla wszystkich wartosci k € {3,...,10} orazi € {1,..., k} (wykonaj odpowiednia
liczbe niezaleznych powtérzen). Uzyskane wyniki przedstaw przy pomocy wykreséw (dla kazdego k wy-
generuj wykres wielkoSci maksymalnego skojarzenia w zaleznoSci od 7, a takze dla kazdego 7 wygeneruj
wykres czasu dziatania programu w zaleznosci od k).

Zadanie 3. [1 pkt]

Uzupetnij programy z zadan 1 oraz 2 o generowanie pliku z modelem programowania liniowego (w wy-
branym jezyku, np. GNU MathProg, JuMP, ...) dla probleméw maksymalnego przeptywu oraz mak-
symalnego skojarzenia i graféw wygenerowanych w programach. Do parametréw wejsciowych progra-
méw dodaj opcjonalny parametr ——glpk nazwa, ktéry utworzy plik o podanej nazwie z modelem dla
programu glpk.

Plik dla programu glpk powinien zawiera¢ komentarze pozwalajace zrozumie¢ zapisany w nim model
programowania liniowego.

Rozwiaz wygenerowane modele LP za pomoca solvera glpk. SprawdZ, czy glpk zwraca takie same
warto$ci maksymalnego przeptywu oraz wielkos$ci maksymalnego skojarzenia. Ktéry program liczy roz-
wigzanie szybciej? Dla matych wartosci k (np. k = 2, 3, 4) sprawdz takze, czy przeptywy po wszystkich
tukach oraz skojarzenia wyznaczone przez glpk i programy z zadan 1 oraz 2 sg takie same.

% Zadanie 4. [dodatkowe 2,5 pkt]
Uzupetnij zadanie 1 o implementacje¢ jednego z nastgpujacych algorytméw opartych o Sciezki powigk-
szajace, dzialajacego w czasie O (n?m):

* algorytm SHORTEST AUGMENTING PATH oméwiony w rozdziatach 7.2 (oznaczenia i pojgcia) oraz
7.4 (algorytm i analiza) w [AMO93],

* algorytm Dynica (Dinic’s Algoithm, Dinitz’s Algorithm, patrz np. rodziat 8.2 w [Tar83|| lub jnotatki
na portalu Wazniak MIMUW),

» zmodyfikowany algorytm SHORTEST AUGMENTING PATH oméwiony w rozdziale 7.5 w [AMOO93]]
(algorytm ten sprowadza si¢ w praktyce do algorytmu Dynica).

Zadbaj o to, aby ztozonos$¢ Twojej implementacji wybranego algorytmu byta rzedu O (nzm) (W tym
celu dobierz odpowiednie struktury danych, zoptymalizuj wykonywane operacje, itp.).
PrzeprowadZ analogiczne testy swojej implementacji jak w zadaniu 1 oraz poréwnaj wyniki eksperymen-

tow (czas dziatania, liczba wyznaczanych Sciezek powigkszajacych) z rezultatami uzyskanymi w zada-
niu 1.



https://ki.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/aod2025_26/ex/aod_ex2.pdf
https://wazniak.mimuw.edu.pl/index.php?title=Zaawansowane_algorytmy_i_struktury_danych/Wyk%C5%82ad_10
https://wazniak.mimuw.edu.pl/index.php?title=Zaawansowane_algorytmy_i_struktury_danych/Wyk%C5%82ad_10

Wyniki przeprowadzonych eksperymentéw przedstaw w sprawozdaniu (plik pdf). Sprawozdanie powin-
no zawieraé

» zwiezly opis wlasnych implementacji algorytméw z zadan 1, 2 i 4 oraz ich zlozonoSci oraz zwiezly
opis modeli LP z zadania 3 (zmienne decyzyjne, ograniczenia, funkcja celu),

* wyniki przeprowadzonych testéw i eksperymentéw (tabele, wykresy itp.),
* interpretacj¢ uzyskanych wynikéw oraz wnioski.

W przypadku przesytania rozwiazan prowadzacemu (np. mailowo lub na platforme¢ MS Teams), plik pdf
ze sprawozdaniem, pliki z kodem Zrédtowym oraz plik README (opisujacy dostarczone pliki oraz zawie-
rajacy dane autora) powinny by¢ spakowane programem zip, a archiwum nazwane numerem indeksu
studenta. Archiwum nie powinno zawiera¢ zadnych zbgdnych plikow.

Uzyteczne linki

* Wazniak MIMUW - Zaawansowane algorytmy i struktury danych — Maksymalny przeptyw I
* Wazniak MIMUW - Zaawansowane algorytmy i struktury danych — Maksymalny przeptyw 1L
* MIT OpenCouseWare — Introduction to Maximum Flows

* MIT OpenCouseWare — Maximum Flows 2
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